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Bevezetés

Annak révid vazoldsdval kezdjiik, hogy mi a héttere és a magyardzata a
disszertacié cimében — és aztdn a munka sordn végig — alkalmazott termi-
nolégidnak.

Ismeretes, hogy Hermann WEYL volt az els6, aki rdmutatott a kovaridns
derivélas Riemann-struktiraktol fiiggetlen fogalménak fontossagéra [44]. Ha M
egy (sima) sokasig, D pedig kovaridns derivalds M-en, akkor D-t igen gyakran
konnexidként, vagy Weyl nyomén affin konnexidként emlitik (bdr ez utébbi
kifejezés mas értelemben is haszndlatos), az (M, D) part pedig affinosszefiggd
sokasdgnak vagy affin sokasdgnak mondjdk. Az ,affinGsszefiiggd sokasig”
elnevezés manapsdg mar kissé régiesen hangzik és egyre ritkdbb. Az ,affin
sokasag” elnevezés ellen az sz0l, hogy ez kétértelmii: affin sokasigon gyakran
un. affin struktirdval ellatott sokasdgot értenek; egy affin struktura kijel6lése
ekvivalens egy torzié- és gorbiiletmentes kovaridns derivalds megadasdval. Az
ilyen értelemben vett affin sokasagoknak igen gazdag elmélete van, amelybe j6
betekintést enged példaul a [19] dolgozat.

Mindenezek alapjan 1dgy dontottiink, hogy egy kovaridns derivaldssal
elldtott sokasigra a Serge LANG [24] altal haszndlt D-sokasdg elnevezést
fogadjuk el és alkalmazzuk.

Munkénkban a helyzet lényegesen bonyolultabb, mint a D-sokasagok
klasszikus elméletében. Azt, hogy mirél is van szd, intuitive nagyon vilagosan
leirja Masao HASHIGUCHI [23] dolgozatdnak elsé paragrafusdban. Szabad
forditasban: amikor egy M differencidlhaté sokasdg olyan geometriai tulaj-
donsigaval foglalkozunk, amelyek nem csupidn M pontjaitél fliggenek, hanem a
pontbeli nemzérus érintévektoroktdl is, akkor M-et vonalelem-térnek (space
with line-elements) nevezziik, az érintGvektorokat pedig tdmaszelemeknek
hivjuk. Fontos megjegyezni, hogy a vonalelem, illetve vonalelemtér (espace
d’elements linéaires) fogalma maér Elie CARTAN Finsler-tereket targyald
klasszikus munkdjaban is kozponti szerepet kapott (1asd [8]).

Disszertacionk szintén az ilyen iranyfliggé objektumok” elméletéhez
kivan hozzajarulni. Ezekhez a vizsgilatokhoz elengedhetetlen egy alkalmas
kovaridns derivélas (vagy ,konnexi6”) bevezetése. Ilyen kovaridns derivaldst
értelmezett 1949-ben VARGA Otté [42] a klasszikus tenzorkalkulus eszkozeivel,
majd hasonlé médon — de téle fiiggetlentil — M. Hashiguchi 1958-ban [23].
Atiiltetve Lang terminolégidjat erre a szitudcidra, egy kovaridns derivaldssal
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ellatott vonalelem-sokasdgot neveztiink vonalelem D-sokasagnak. Varga
Otté eljardsat a koordinatas nyelvezet megérzésével, de modernizalt formaban
vazoljuk az Appendixben (6.3). A vonalelem D-sokasdgok Varga Otté kez-
deményezte elméletét a késébbiekben tobb hazai geométer is tovdbbépitette,
illetve gazdagitotta; elegendd ezzel kapcsolatban S00s Gyula [33], TAMASSY
Lajos [40], NaGY Péter [30] és SzABO Zoltan [35] dolgozatara utalnunk.

A vonalelemtér Cartan dltal bevezetett intuitiv fogalmanak pontossa tétele a
fibrdlt nyalabok elméletének keretei kozott vélt lehetségessé. A ,,vonalelemtér”
megfelelGje ekkor egy olyan vektornyalab, amelynek bazissokasiga egy M so-

o
kasag nemzérus érintovektorainak 7'M sokasiga, totaltere a

TM xp TM = {(u,v) e TM x TM | #(u) = T(v)}

o

fibralt szorzat (itt 7: TM — M a természetes projekci6, 7 := 7 | TM),
projekcidja az

(u,v) € TM x 3y TM — u e TM

leképezés. Ezt a nyaldbot disszertdciénkban a wvisszahizott nyaldbként emlitjiik
és 7 7-val jeloljiik. Mivel vizsgalataink egy részében a zérusvektorok torlése nem
sziikséges, gyakran szerepeltetjiik a

7% TM xpyy TM — TM

visszahtuzott nyaldbot is. Vonalelem D-sokasdgon ezek utdn olyan (M, D)
part értiink, ahol M egy sokasag, D pedig a 7 vagy a 7*7 vektornyaldbon
adott kovaridns derivalés.

Annak felismerése, hogy a Finsler-geometridban alkalmazott kiilonbozé (L.
BERWALD , E. CARTAN és H. RUND &ltal bevezetett) kovaridns derivaldsok
egységes és indexmentes targyaldsaul alkalmas fogalmi keretiil szolgdlnak a
(mi szohasznélatunkkal) vonalelem D-sokasagok, az 1960-as évek elején tortént
meg. Ennek a nézOpontnak a szisztematikus érvényesitésével els6ként talan
H. AKBAR-ZADEH munkdiban taldlkozhatunk (lasd példdul [1]); ezekrdl jé
Osszefoglald attekintést ad 2006-ban publikalt monografidja [2]. A Makoto MAT-
SUMOTO altal egy évtized alatt, 1960 és 1970 kozott igen alaposan kidolgozott
elmélet mas utat kovet. Matsumoto egy specidlis principdlis nyalab principalis
konnexidiként targyalja az in. Finsler-konnexiokat [27], [28]. Az alkalmazott
principdlis nyaldbhoz csatolt vektornyaldb azonban éppen a 7*7 visszahuzott
nyaldb, igy a principdlis nyaldb megkozelités ugyanarra az eredményre ve-
zet, mint a vektornyaldb-nézépontu targyalds. Erdemes megemliteni, hogy
P. DOMBROWSKI egy Matsumoto-cikkrél irt, de ©nallé érdekességgel bird
referdtumdaban [17] Matsumoto eredményeit éppen a visszahizott nyaldb
nyelvére forditja le. Attekintve a kiilonbozd, lehetséges megkdzelitéseket, M.
CRAMPIN egy 2000-ben publikélt dolgozatdban [13] ismételten és hatdsosan
a visszahuzott nyaldbon alapulé targyalds mellett érvel. Ez a nézépont és a



hozzékapcsolodé fogalmi-kalkulativ appardtus részletes kifejtést nyert a [37]
munkédban. Disszertaciénk altaldnos elméleti hétteréiil ez a munka szolgdl,
terminolégidnkban és jeloléseiben, aprébb eltérésektdl eltekintve, ezt kovetjiik.

Tovabbi kulcsfogalom dolgozatunk cimében az Ehresmann-konnexid.
Ez az elnevezés a differencidlgeometria irodalmaban tobb, egymdéstdl eltér6
értelemben is szerepel. Disszertdcionkban Ehresmann-konnexiéon — réviden
szélva — a

0—>TMX]WTM—>TTM—>TM><MTM—>O

kanonikus egzakt sorozat olyan jobb oldali hasitdsat értjiik, amelynek simasagat

csak TM x pmTM 1616tt kivanjuk meg. (A pontos definiciét illetéen lasd 4.1.1-et.)
Megjegyezziik, hogy ez a fogalom a [37]-ban horizontdlis leképezésként szerepel.

M6 e helyen roviden szélnunk Charles EHRESMANN konnexiGelmélethez
val6 legfontosabb hozzijaruldsardl. Ehresmann konnexiéelméleti vizsgdlataihoz
a ,nyersanyagot” Elie Cartan e téméban firt dolgozatai szolgaltattdk. Egy
haromrészes, 1923-ban, 1924-ben és 1925-ben publikalt cikksorozataban [8] Car-
tan bevezette egy sokasdgon az affin konnexié fogalmat, és értelmezte az eh-
hez kapcsolédé alapveté geometriai adatokat: torzié, gorbiilet, holonémia, ... .
Részletesen targyalta ezek alkalmazdsait a klasszikus és a relativisztikus mecha-
nikdban, és megmutatta fontossdgukat az dltalanos relativitdselmélet geomet-
riai jelentésének tisztdzasa szempontjabdl. Kifejtette specidlisan, hogy egy kon-
nexié szerinti parhuzamos eltolds hogyan kapcsolhaté Ossze a Galilei-féle tehe-
tetlenségi elvvel, illetve — altaldnosabban —, hogy miként alkalmazhato egy gra-
vitaciés mezében mozgd részecske mozgdsanak lefrasara; foglalkozott tovabba
a klasszikus mezdelméletek (elektomdagnesesség, hidrodinamika) affin konnexiék
segitségével torténtd geometrizalasdval. Kés6bbi munkdiban Cartan kiterjesz-
tette vizsgalatait az ,infinitézimélis konnexiék” tovabbi tipusaira, igy a kon-
formnak, euklideszinek, illetve projektivnek mondott konnexidkra.

Cartan munkdinak nyelvezete és appardtusa a mai olvasé szamara nehéz
és foleg idegen; leforditdsa a mai matematika nyelvére nem is olyan egyszeri
feladat. Tudnunk kell, hogy az emlitett idészakban, az 1920-as években, még
a sokasdg fogalma sem kristalyosodott ki teljesen, ez csupan 1936-ban Huss-
ler WHITNEY egy nevezetes dolgozatdban [45] valt tortént meg. Erdemes meg-
emliteni ehhez kapcsoléddan, hogy 1927-ben Cartan publikilt egy konyvet a
Riemann-geometriardl. Ezt 1946-ban egy lényegesen kibovitett masodik kiadds
kovett, amelyet 1983-ban R. Hermann kommentarjaval angolra is leforditottak.
Cartan még miive masodik kiaddsaban sem véllalkozott arra, hogy kitérjen a
sokasagok pontos értelmezésére; konyvének 56. oldaldn ezt olvashatjuk:

»La notion generale de variété est assez difficle a définier avec precision.”

(,A sokasdg fogalma til bonyolult ahhoz, hogy precizen definidljuk.”) Ma mar
ezt nem gy latjuk: az altalanos topoldgia és a differencidlszamitds modern
eszkozeivel a sokasdgok pontos értelmezése nem litkdzik semmilyen nehézségbe.

Charles Ehresmann volt az, aki 1950-ben megalkotta a konnexié modern
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fogalmat, fibrilt nyaldbok altalanossigaban [18]. Amennyiben a nyaldb ren-
delkezik un. struktura-csoporttal és az Lie-csoport — és igy maga a nyaldb
principdlis fibralt nyaldb — akkor a konnexié olyan 1-formaként értelmezhetd,
amely értékeit a struktira-csoport Lie-algebrdjiban veszi fel, és eleget tesz
bizonyos axiémdknak. (Az Ehresmann-konnexié elnevezés az ilyen konnexid
1-formakra is hasznélatos, lasd példdul [34].) Ehresmann a Cartan altal beveze-
tett kiilonb6z6 konnexidkat Cartan-konnezidknak nevezte (nem tévesztenddek
Ossze a Finsler-geometridban haszndlatos Cartan-derivéldssal), és megmutatta,
hogyan nyerhetdk ezek egy principdlis fibralt nyaldbon adott konnexié specialis
eseteiként.

Disszertacionk f6 téméaja az affinitds- és az automorfizmus-csoport kapcso-
latanak tisztdzdsa Ehresmann-konnexiok, illetve a 7*7 visszahuzott nyalabon
adott reguldris kovaridns derivaldsok esetén. E vizsgédlatokkal padrhuzamban az
Ehresmann-konnexidk altaldnos elméletét is kiegészitjiik néhany dj észrevétellel,
valamint néhany fontos ismert tétel \ij bizonyitdsaval. A dolgozat 6 fejezetbdl
épiil fel, beleértve egy Appendixet.

Az els6 fejezet az alapvetd megallapoddsok rogzitése mellett néhény,
a tovabbiakban felhasznélasra kerilé fontos fogalomra és tényre emlékeztet,
valamint egyszerti technikai jellegii észrevételeket tartalmaz. A kés6bbiekben j6l
hasznalhaté értelmezését adjuk a 7*7 nyalabon definidlt kovaridns derivaldasok
geodetikusainak (,autoparalel gérbéinek”).

A miésodik fejezetben bevezetjiik és a sziikséges mélységig targyaljuk a
disszertacié szempontjabol fontos specidlisabb fogalmakat és konstrukcidkat.
Leirjuk, hogy az érintényaldb kanonikus objektumai, valamint bizonyos
vektormezdk és szelések hogyan transzformalddnak az alapsokasig egy diffeo-
morfizmusa &ltal szarmaztatott eléretolds (push-forward) alkalmaval.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogy egy szemispray automorfizmus-
és affinitdscsoportja egybeesik (3.2.5.).

A negyedik fejezet targyalja a disszertdciéban az Ehresmann-konnexidkkal
kapcsolatban felvetett problémdk jelentés részét. A bevezetd szakaszban
Crampin és Grifone egy alapvets tételére adunk egy, az ismerteknél némileg
egyszeriibb bizonyitast. Részletesen leirjuk az Ehresmann-konnexié és egy
diffeomorfizmus altali visszahuzottja alapvetd geometriai adatainak kapcsolatét
(4.2.10. lemma). A 4.3. szakaszban két Ehresmann-konnexié kiilénbségtenzorat
targyaljuk. Megmutatjuk, hogy — egy kanonikus, injektiv nyaldbleképezéstol
eltekintve — egy Ehresmann-konnexionak és a hozzd csatolt szemispraybol
szarmaz6 Ehresmann-konnexiénak a kiilonbségtenzora az Ehresmann-konnexié
er0s torzidjanak %—szerese. Ebbdl, egyebek mellett, kozvetleniil kovetkezik az a
fontos, ismert tétel, hogy egy Ehresmann-konnexiét egyértelmiien meghatéroz
az erds torzidja és a hozzd csatolt szemispray. A 4.4. szakaszban megmutat-
juk, hogy egy Ehresmann-konnexi affinitds-csoportja megegyezik a hozza
csatolt szemispray affinitas-csoportjaval, homogén Ehresmann-konnexi6 esetén
pedig a csatolt Berwald-derivalds affinitds-csoportjaval. A 4.5. szakasz teljes
egészében 1j eredményeket tartalmaz. Igazoljuk, hogy egy Ehresmann-konnexié
automorfizmus-csoportja részcsoportja az altala indukalt Berwald-derivalas
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automorfizmus-csoportjinak. Bebizonyitjuk, hogy az alapsokasidg egy diffeo-
morfizmusa akkor és csak akkor automorfizmusa egy Ehresmann-konnexiénak,
ha automorfizmusa a hozza csatolt szemispraynek és invaridnsan hagyja az
erds torziot. Eredményeinkbdl kovetkezik, hogy egy diffeomorfizmus pontosan
akkor automorfizmusa egy Ehresmann-konnexiénak, ha affinitas és invaridnsan
hagyja az erds torziot. Megmutatjuk ennek alapjan, hogy az a klasszikus tétel,
miszerint egy sokasdgon adott kovaridns derivalds automorfizmusai éppen a
torziét invaridnsan hagyé affinitdsok, kis mértékben élesitheto.

Az 6t0dik fejezet els6 szakasza a visszahuzott nyaldb kovaridns derivéldsaival
kapcsolatos kiilonbozé regularitasi feltételeket és egy Ehresmann-konnexiéhoz
valé csatoltsdgukat targyalja. Az 5.2. szakasz elsé tételében explicite leirjuk,
miként konstrualhaté reguldris kovaridns derivaldsbél Ehresmann-konnexié,
majd (5.2.2.) bebizonyitjuk, hogy ez az egyetlen olyan Ehresmann-konnexio,
amelyre vonatkozéan az adott kovaridns derivalas horizontalis-deflexi6ja eltiinik.
Specidlisan: egy Ehresmann-konnexi6é &altal indukalt Berwald-konnexiébdl is
szarmazik egy Ehresmann-konnexié; megmutatjuk, hogy a két Ehresmann-
konnexié kiilonbségtenzora éppen az eredeti Ehresmann-konnexié tenzidja.
Az 5.3. szakaszban igazoljuk, hogy a visszahuzott nyaldbon értelmezett
reguldris kovaridns derivaldsok affinitds-csoportja egybeesik az indukalt
Ehresmann-konnexié affinitds-csoportjaval. Az 5.4. szakasz a 4.5. szakasszal
allithat6 parhuzamba, és miként az, ez is csupa 1j eredményt tartalmaz. Fobb
tételeink, jelentsen tamaszkodva az Ehresmann-konnexidkra vonatkozé analég
tételekre, a reguldris kovaridans derivalasok automorfizmusait jellemzik olyan
affinitasokként, amelyek bizonyos torzidkat invaridnsan hagynak.

A disszertdcié valamennyi fontosabb eredményét indexmentes szamoldssal,
ill. meggondoldsokkal igazoljuk; a koordindtds megkozelités ezeknél a
problémdkndl szinte attekinthetetleniil bonyolult lenne, ugyanakkor a targyalds
sordn a fontos objektumok mindegyikének megadjuk a koordinatas eléallitasat
is. Mindezek mellett a koordindtas nézépontnak szenteljiik a teljes Appendixet,
amelyben levezetjiik egy szemispray koefficienseinek, tovabbd egy Ehresmann-
konnexié, egy 7*7 nyaldbon adott kovaridns derivélas, valamint egy tetszoleges
vektornyaldbon adott kovaridns derivédlas Christoffel-szimbélumainak transz-
formacids szabdlyait térképcsere esetén. A kifejtés soran idérél-idére kitériink a
bevezetett fogalmak és a nyert eredmények torténeti vonatkozdasaira is, ebben a
tekintetben azonban nem torekedhettiink teljességre.






1.

fejezet

Vektornyalabok és
kovarians derivalas

1.1.
(i)

(i)

(iii)

(iv)

1.2.

Altaldnos megallapodasok

Sokasdgon egy véges (de nem nulla) dimenzidji, Hausdorff, dsszefiiggd,
megszamlalhaté béazisi sima sokasagot értiink.

Az R val6s szdmegyenes sokasdg-strukturdjat az (R, r) := (R, 1) egytagd
atlasz definialja.

Legyen M és N két sokasig. Az M N-be vald sima leképezéseinek hal-
mazat C*°(M, N)-nel jeloljik. Amennyiben N = R, ugy a C>*(M) :=
C*°(M,R) jelolést hasznaljuk.

A kovetkezOkben leképezésen — ha mést nem mondunk — sima leképezést
értiink.

Egy M sokasag 0Osszes diffeomorfizmusa csoportot alkot a leképezés-
kompozicié miiveletével, ezt a csoportot Diff (M )-mel jeloljik:

Diff(M) := {¢ € C*°(M, M) | ¢ diffeomorfizmus}

Koordindtds szamoldsokban kovetjik az Einstein-féle Osszegzési kon-
venciot.

Szelések és vektornyalabok

Legyen E és M sokasidg, m: E — M sima sziirjekcié. 7 p € M {6l6tti
fibruma E, := 7 (p). Egy 0: M — E leképezés szelése m-nek, ha moo = 1,3
ezen szelések halmazat Sec(w)-vel (olykor Sec(E)-vel) jeloljiik:

Sec(m) :=={o € C*°(M,E) | moo =1p}.
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Ha U C M nyilt halmaz, 0 € C*°(U,E) és m oo = 1y, akkor o-t U folotti
lokdlis szelésnek nevezziik.

Megmutathaté, hogy ha n: E — M sziirjektiv szubmerzid, akkor barmely
p € M pontnak van olyan kornyezete, amely folott 1étezik lokdlis szelés — és
megforditva. Lasd [7].

Legyen k pozitiv egész. Egy m: E — M sima sziirjekcié k-rangi valds
vektornyaldb, ha tetszéleges pont f6l6tti fibruma k-dimenzids valds vektortér,
és minden p € M ponthoz megadhat p-nek egy U kornyezete, valamint U f6l6tti
lokalis szelések egy (0,)_, sorozata tgy, hogy az

121
UxRY — 77t U), |a| : — vtoi(q) + - + vFow(q)
vy,

leképezés diffeomorfizmus. Ekkor (04(q))*_;, minden ¢ € U pont esetén

bézisa az F, vektortérnek. Azt mondjuk, hogy (0,)k_; lokdlis bdzisa a m
vektornyaldbnak.

Ha 7m: E — M vektornyaldb, akkor Sec(w) természetes médon C°°(M)-
modulus. Ennek zéruseleme az

o: M — E, p — o(p) := 0, := {E, zérusvektora}
z€érusszelés.

1.2.1. Definicié. Egy m: Ey — My és mo: By — My vektornyalab kozotti
nyaldbleképezésen olyan (F, f) leképezéspdrt értink, ahol F € C*(E,, E,),
f € C®(My, Ms), és teljestilnek a kivetkezdk:

(i) my 0 F' = f om (fibrumtartas).

(ii) Minden p € M esetén F, .= F | (E1)p: (E1)p — (E2)g(p) linedris le-
képezés (linearitds).

(F, f) erds nyaldbleképezés, ha M; = My := M és f = 1p. Ha F diffeomor-
fizmus, akkor nyalabizomorfizmusrdl beszélink. Eqy vektornyaldb énmagdra
vald nyaldbizomorfizmusdt nyaldbautomorfizmusnak mondjuk.

A nyalableképezés” elnevezést gyakran csak az (F, f) par els6 tagjra, az
F: Ey — Es5 fibrumtarto, fibrumonként linearis leképezésre hasznaljuk.

Megmutathat6 (1asd példaul [20]), hogy egy (F, f) nyaldbleképezés pontosan
akkor nyaldbizomorfizmus, ha

(1) Fyp: (E1)p — (E2)f(p) minden p € M esetén linedris izomorfizmus, és
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(2) f: My — M, diffeomorfizmus.

A kovetkezd alapvet6 tényt, amelynek bizonyitdsa megtaldlhaté példdul [4]-
ben, gyakran fogjuk alkalmazni.

1.2.2. Lemma (Az erds nyaldbleképezések alaplemmaéja.). [{] Tekintve
eqy F: Fy — FEs erds nyaldbleképezést, az

F: Sec(mi) — Sec(m), cr— F(o):=Foo

leképezés C°°(M)-linedris. Megforditva, ha egy F: Sec(mi) — Sec(ms)
leképezés modulus-homomorfizmus, akkor van olyan F: Ey — FEs erds
nyaldbleképezés, hogy F (o) := F o o teljesil minden o € Sec(m;) szelés esetén.

Legyen 7: E — M egy vektornyalab, (F, f) automorfizmusa m-nek. Ekkor
tetszbleges o € Sec(r) szelés esetén

(1.1) Fyo:=Fooof!

szelése m-nek. Ezt a Fuo szelést a o szelés F' dltali eléretoltjdnak hivjuk.
Az Fy: Sec(m) — Sec(r) leképezés bijektiv, (Fi)™! = (F~1)4. Teljesiil
tovabba, hogy tetszbleges h € C°°(M) fiiggvény esetén

(1.2) Fy(ho) = (ho f~")Fyo,
igy Flu modulus-homomorfizmus a
heC®(M)+— ho f~t € C>(M)

gytirii-izomorfizmus fol6tt.

Lokalis leiras. Tegyiik fel, hogy (04)%_, egy U C M nyilt halmaz fol6tti
lokélis bézisa Sec(m)-nek, és {gy minden ¢ € U esetén (0, (q))%_, bazisa E,nak.
Ha (F, f) automorfizmusa m-nek, akkor

Vg elU: F(oslq)) € E,, Be{l,...,k},
és ezért egyértelmii médon
Flop(a)) = F§(9)oa(f(a))
frhaté. Igy az (F5(q)) € GLk(R) invertdlhaté métrixhoz, illetve az
(Fg): U — GLi(R), ¢— (F5(2))
sima leképezéshez jutunk, amelynek segitségével F' lokélisan az
(1.3) Foop=Fg(oaof); Be{l,....k}
formuldkkal irhaté le. Ezt felhasznalva
(Fpo) (F@) "2 Flop(@) = (F5 (0o N)la). ael;
kovetkezésképpen
(1.4) Fyop = (F§ of Yoo, Be{l,... k}.
Hasonléan kapjuk, hogy
(1.5) Fylog=((F ) o foa
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1.3. Az érintonyalab

Legyen M n-dimenziés sokasdg, és tekintsiik ennek a TM := |J T,M
érintésokasdgat. Az M sokasig érintédnyaldbja az a et
T:TM — M
n-rangu vektornyaldb, ahol 7 a

vI— 7(v) :=p, ha veT,M

természetes projekcié. (Sziikség esetén 7 helyett a bazissokasigra utalé 7ps-et
irunk.)

7 szeléseinek C°°(M)-moduluséra az X(M) := Sec(r) jelolést hasznéljuk és
X (M) elemeit vektormezdkként emlitjik.
Az R sokasdg (R, r) térképéhez tartozé koordindtavektormez6 a

d
—:R— TR
dr

leképezés.

Legyen M és N sokasag, ¢: M — N sima leképezés. Ekkor ¢ érintd-
leképezése az a

ps: TM — TN, v € T,M — ¢, (v) 1= (¢s+)p(v) € Ty N
leképezés, ahol tetszbleges h € C°°(N) esetén

(pe)p(0)(h) == v(hop).

(¢«, ) nyaldbleképezés 7p;: TM — M és 7v: TN — N kozott. Ha
specidlisan ¢ € Diff (M), akkor (¢., ) nyaldbautomorfizmusa 7-nak, (., ©«)
pedig a 7 TTM — T M vektornyalabnak.

Az érintéleképezés definicigjabdl kovetkezik, hogy

(16) TOPx =@YOT,
1.7 TTM © Pssx = Qs O TT M-

Ha M és N két sokasdg, ¢o: M — N pedig sima leképezés, akkor azt
mondjuk, hogy egy X € X(M) és egy Y € X(N) vektormez6 p-megfeleld, ha
pr0X =Y op. llyenkor azt irjuk, hogy X ~ Y. Ismert, hogy ez a relacié akkor

]

és csak akkor teljesiil, ha barmely g € C°°(N) fiiggvény esetén

(1.8) X(goyp)=(Yg)ogp.
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Ennek alkalmazasaval egyszertien adédik, hogy ha X; ~ Y] és X5 ~ Y5,
® ®
(19) [X17X2] ';" [Yia}é]7
tehdt a p-megfelelés soran a Lie-zardjel megdrzddik.

Egy € € X(TM) vektormez6 és egy T'M-en értelmezett G)—tipusﬁ A tenzor
[£, A] Frélicher-Nijenhuis zdrdjelen az

(1.10) [€, Aln == [€, An] — A[¢, 0], n e xX(TM)

elOirassal definialt G)—tenzort értjuk.

Megéllapodunk abban, hogy koordindtds szdmolasokhoz az M sokasagon ki-
jeloliink egy (U, (u®)™,) térképet, és T M-en az dltala indukdlt

(1.11) (7'*1(?/{), (xi,yi)?zl) ; zh=ulor, yi(v) = v(ui); veTM

térképet tekintjiik.
Példa. Legyen ¢: M — M sima leképezés. Ha U N o(U) # 0, akkor ¢,
koordinatakifejezése

O )
— J
(1.12) 7w <6u1 OT) (8ui ° SDOT) '

s hatésa a

(1.13) | N
e (55) = (557) 0 () +90 (G or) @ ()

(114 e (55) = (Gao7) 0 ()

formulak segitségével frhaté le, ahol v € 771 (U).

1.4. Gorbék

Egy M sokasagbeli gorbén egy ~v: I — M sima leképezést értiink, ahol
I C R egy (rendszerint) nyilt intervallum.
A v gorbe sebesség- illetve a gyorsuldsvektormezdje

(1.15) "y::’y*O%:I—>TM,

illetve

. . d d d
(1.16) 'y.—v.—(w)*odr—('y*odr>*odr.l—>TTM.
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Egy gorbét reguldrisnak mondunk, ha minden ¢ € I esetén (t) # 0.
Tekintve egy v: [ — M gorbét, 4 és 4 kozott fenndll a
(1.17) TL0d =4

relacié.
Valéban, felhaszndlva az (1.15)-6t és (1.16)-ot (valamint a ldncszabalyt),

~ d od o od od
%« O = T« O %« O 7 -— = « O — —_— =
OTET K dr/, dr o dr /), dr

d

(T04) d ]
= \(T© O —T— =Y O — = 1.
7 dr B dr 7
1.4.1. Lemma. Ha v: I — M eqy gorbe és p: M — M sima leképezés,

akkor

(1.18) Por = .o,
(1.19) POV = Pux OF.

Bizonyitas. A definicié és a lancszabaly alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

: d d .
poN'=(po7)s0o = =07, 0-— =, 07,
dr dr

illetve

. d d
_ ) _ . _
poy'= (wov)*ofdr ww(v)*ofdr ax O

1.5. A 7*7 visszahuzott nyalab
A 7: TM — M érintényalab 7 folotti visszahizottja (pull-backje) az a
T TM xpy TM — TM
TM folotti n = dim(M)-rangi vektornyaldb, amelynek totaltere
TM xp TM = {(v,w) € TM x TM | 7(v) = 7(w)},
egy v € TM pont {6l6tti fibruma a

{1}} X Tr(v)M = TT(U)M
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vektortér; a projekcié a pry: TM x TM — TM, (v,w) — v természetes
projekcié TM X pr T M-re vald lesziikitése.

Diagramon:
TM x5 TM 220 7M1
T T
™™ M
T
A 7*r visszahizott nyaldb szeléseinek C°°(T'M)-modulusira - a

korabbiaknak megfelelden — az Sec(7*7) jelolést hasznaljuk.
Kozvetleniil 1athaté, hogy

3X € C°(TM,TM): 70X =1 &

X €Sec(r'r) = { YweTM: X(v)=(v,X(v)).

Azt mondjuk, hogy X az X szelés f6 része. Sec(t*1) elemei természetes
modon azonosithatdk a 6 résziikkel, ezzel az azonositasi lehetOséggel esetenként
kiilon kommentar nélkiil éliink. Sec(7*7) elemeire a T-menti vektormezd elne-
vezést is hasznaljuk.

Ha X € X(M), akkor
X:veTMr— X():= (v,X(7(v)) € TM x5 TM

T-menti vektormezo6, amelyet bdzikus vektormezé-nek mondunk.

A bazikus vektormezdk lokdlisan generdljak a szelések modulusat, ezt a
késébbiekben a tenzoridlis relacidk igazolasandl gyakran alkalmazni fogjuk.
Specialisan, ha (U, (u?)?_,) térkép M-en, akkor a

0 N . 9 .
B oT +—— aui.’UET U) — (’U, (aui>7(v)>’ (ie{l,...,n})

szelések lokalis bazisat alkotjak Sec(7*7)-nak.

A 7*7 visszahizott nyaldbnak egy kitiintetett szelése a
0:veTMr— 6(v):= (v,v) €TM Xy TM

leképezés, ezt kanonikus szelésnek hivjuk.

1.6. Kovaridans derivalas vektornyalabon

Egy n: E — M wvektornyaldbon adott kovarians derivdldson olyan
D: X(M) x Sec(m) — Sec(m),
(X,0) — D(X,0) = Dxo = Do(X)
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leképezést értiink, amely els6 valtozdjaban tenzoridlis és a masodik valtozdjaban
derivicid. Ez utébbi azt jelenti, hogy

Dx(fo) = (Xf)o + fDxo,

minden f € C*°(M) fiiggvény esetén.

Ha (U, (u) ) térkép M-en, és (0,)%_, lokdlis bazisa Sec(w)-nek U f5lott,
akkor a

(1.20) D o o5 =T{304; ie{l,....n}, Be{l,...,k}

du

relacidk altal definialt
?’5: U—~R

sima fliggvényeket a D kovaridns derivédlds adott térképre és lokalis bazisra
vonatkozé Christoffel-szimbolumainak hivjuk.

A kovetkez észrevétel jol ismert és egyszeriien ellenérizheto.

1.6.1. Lemma és definicié. Tegyik fel, hogy (F, f) automorfizmusa w-nek.
Ha

(1.21) (F#¥D)xo := F,' Dy, xFyo; X € X(M), o € Sec(n),

akkor F# D is kovaridns derivdlds a T vektornyaldbon, amelyet D F dltali vissza-
hizottjdnak (pull-backjének) hivunk.

Amennyiben F#¥D = D, gy azt mondjuk, hogy F automorfizmusa D-nek.

D ésszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicid miveletével, ezt a cso-
portot Aut(D)-vel jeldlyiik.

Lokalis leiras. Miként a Christoffel-szimb6lumok bevezetésénél, jeloljiink
ki M-en egy (U, (u')" ) térképet, és legyen (0,)k_, U f6l6tti lokalis bézisa
Sec(m)-nek. A lokalis bazis tagjainak F &ltali eléretoltjait (1.4) adja, mig a %
koordinatavektormezok f altali eléretoltjai

o afI o . _
(1.22) F# gt = (a{; of1> qar  =wef.

Ha D = F#D, akkor tetsz6leges X € X(M) és o € Sec(r) esetén
DXa' = (F#b)xo' = (F#)_lﬁf#xF#O',
ahonnan

(1.23) FyDxo = Dy, xFyo.
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Legyen — specidlisan — X := 55 (i € {1,...,n}), 0 := 0o (@ € {1,...,k}).
Ekkor egyrészt

(1.20)

FpD o 0, "2 Fy (17,0) &) (17, 0 £71) Fyo, &
dut

= (e ) (Frof o= (([LF)) o f7) ox.

(1.4),(1.22)

Df#%F#O'O‘ E(af] f*l)i. (Fgoffl)o'g =

duld

Masrészt:
of’ _ 8(Fﬁof*1)
B 1 o _
)Fof Daijoﬁ+<6iof ) B o3 =

(-
() (o) U5
- (2 (o)« 228 (2250 o) -
f

= ((Seme (o) + 2D o -
= (e (oa) + 5 ) o) o

ahol f‘;‘ﬁ fiiggvények D Christoffel-szimbélumai az alapulvett térképre és
lokélis bazisra vonatkozéan. (1.23) értelmében a levezetett relacick bal oldalai
egyenléek, igy a jobb oldalak is azok.

Ez azt adja, hogy D és D = F#D Christoffel-szimbélumait a

8f oF?
(1.24) I F) = Fﬁ(r of)+ 5
(o, A e {1,... )k}, 1 € {1,... 7n}) reldcid koti o0ssze, specidlisan F akkor és

csak akkor automorfizmusa a D kovaridns derivdldsnak, ha az F-et lokdlisan
reprezentdlo

(F§): U — GLg(R)

mdtrizértékid leképezés, valamint az M-en indukdlt f: M — M diffeomorfiz-
mus komponensfiigguényei eleget tesznek a

ofi OFg
= Gu Ao N+ auz

(a,8€{1,...,k}, i €{1,...,n}) parcidlis differencidlegyenlet-rendszernek.

(1.25) Dy Ff =

Tekintsiink tovabbra is egy m: E — M vektornyaldbot. Ha I C R nyilt
intervallum és ¢: I — M sima gorbe, akkor egy s: I — FE sima leképezést
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c-menti szelésnek mondunk, ha 7o s = ¢, és {gy minden t € I-re s(t) € E.y).
A c-menti szelések kézenfekvé médon C°°(I)-modulust alkotnak, erre a Sec.(r)
jelolést hasznaljuk.

1.6.2. Lemma és definicié. Ha D kovaridns derivdlas a © vektornyaldbon,
akkor létezik eqy és csak egy olyan

D.: Sec.(m) — Sece(m), s+— Dgs
R-linedris leképezés, amely eleget tesz a kivetkezd feltételeknek:
(i) Bdrmely f € C*°(I) és s € Sec.(m) esetén
(1.26) D.fs= f's+ fD.s
ahol ' az f fiigguény szokdsos derivdltja.
(i) Ha o € Sec(m) és s := 0 oc € Sece(w), akkor bdrmely t € I-re

(1.27) (Des)(t) = Deyor

A D, leképezést a D-hez csatolt c-menti kovarians derivalasnak nevezzik;
tetszdleges s € Sec.(m) esetén a D.s c-menti szelést az s c-menti kovaridns
derivaltjanak hivjuk.

Ha D.s = 0, akkor azt mondjuk, hogy az s szelés parhuzamos ¢ mentén (a D
kovaridns derivdltra vonatkozdan,).

A lemma igy megfogalmazva megtaldlhat6é a Greub—Halperin—Vanstone mo-
nografia [20] 2. kotetében (Chapter VII, Problem 11). A bizonyitdsa lényegében
agy torténhet, mint a sokasdgokon adott gérbementi kovaridns derivaldsra vo-
natkozé megfeleld allitasé, lasd példaul [36].

1.6.3. Definicié. A 7*7 nyaldbon adott D: X(T'M) x Sec(r*1) — Sec(7*1)
kovaridns derivilds geodetikusdn olyan v: I — M regularis gorbét értink,
amelyre
(1.28) D;y(do04) =0
teljesil, ahol § a kanonikus szelés.
(1.27) alapjan tetszOleges t € I-re
(1.29) D5(6 04)(t) = D50,
igy v pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a
(1.30) Dy40 =0, tel

feltételnek.



2. fejezet

Strukturak az
érintonyalabon

2.1. Liftek
Egy f € C*>(M) fiiggvény T M-be val6 vertikdlis liftje az
fli=foreC®(TM);
teljes liftje az
[ TM — R, v f(v) :=v(f) = (df)r(v)(v)
fiiggvény.

Loka&lis leiras. Kijelolve az M sokasagon egy (U, (u?)?_,) térképet, és te-
kintve T'M-en az altala indukélt térképet (14sd (1.11)), f¢ koordinatakifejezése

c __ .1 afo _ i\C af Y
&y (W T> = () (W) '

Specidlisan:

Kozvetleniil adédik a definiciébdl, hogy tetszbleges f,h € C(M) fiigg-
vények esetén

(2.1) (FR)E = foR* + f'IE.

2.1.1. Lemma. Ha egy & € X(TM) vektormezére minden f € C*°(M)
figguény esetén £fY = £f¢ = 0 teljesiil, akkor & = 0, kovetkezésképpen T M
barmely vektormezdjét egyértelmiien meghatdrozza az M -beli fiigguények ver-
tikalis- és teljes liftjein valo hatdsa.

11
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Bizonyitds. Tekintsiik az (U, (u®)™ ;) térkép altal indukalt (1.11) térképet

TM-en, és legyen & & &2 + f”‘”a%i. Viélasszuk f fiiggvényként az v’

fiiggvényeket (j € {1,...,n}). Ekkor a feltételek szerint
0=¢() =€) =¢, & 0=¢)) =¢(y) =&V
teljestil, amibdl kovetkezik, hogy & = 0. m

A fenti lemmandl erésebb észrevétel is igaz: K. Yano és A. Ledger megmu-
tatta (14sd [46]), hogy TM wvektormezdit mdr az M-beli figgvények teljes liftjein
vald hatdsuk meghatdrozza. A disszerticiéban azonban csak a 2.1.1 lemmara
fogunk tdmaszkodni.

Egy ¢ € X(TM) vektormez&t wvertikdlisnak neveziink, ha & ~ 0. Az (1.9)
relaciobdl kovetkezoen vertikdlis vektormezok Lie-zardjele is vertikalis, emiatt a
vertikélis vektormezOk Lie-részalgebrajat alkotjdk az X(TM)-nek, ezt X¥(TM)-
mel jeloljik.

Lokalis leirds. Az (1.11)-ben leirt indukélt térképet haszndlva, a vertikélis
vektormezok koordindtaeldallitasa

_ n+ii n+1 oo/ _—1
€ &g e e w).

Tetszéleges X € X(M) vektormezohoz egyértelmiien létezik olyan XV ver-
tikdlis vektormez6, hogy tetszéleges f € C°(M) esetén
(22) XV e = (X[)".

Ezt a vektormez6t az X vektormez6 vertikdlis liftjének nevezzik.
Lokalis leiras.

.y, 0 .0
2. XV = (X)W — ha X =X'—:;
(23) o XV b X U=Xn
specidlisan
a1\’ 0
» (2) -2
Az
(2.5) 0 X eX(M)— 0(X) =X e X(TM).

leképezést vertikdlis liftelésnek hivjuk.
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Konnyen lathatd, hogy tetszileges X € X(M) és f € C*°(M) esetén

(2.6) (FX)' = f'X".

Felhaszndlva a 2.1.1. lemmaét, létezik egy és csak egy olyan C € X(TM)
vektormez6, hogy barmely f € C°°(M) esetén

(2.7) Cf'=0 é Cf=fe.

Az els6 feltétel miatt C' vertikalis, ezt a specialis vektormezét a T'M-en adott
Liouville-vektormezdnek nevezziik.
Lokalis leiras.

0

2.8 C = y'—.
28) <u)y8y’

Szintén 2.1.1.-et hasznélva, minden X € X(M) vektormez6hoz egyértelmiien
létezik olyan X¢ € X(T'M) vektormez8, amelyre tetszéleges f € C°(M) esetén

(2.9) Xfe=(Xf)°  és
(2.10) Xfr=(Xf)

teljesiil. Ezt a vektormezot az X vektormezd teljes liftjének hivjuk.

Lokalis lefrds. Ha X Z X152, akkor
u

(2.11)

; 0 [ 0X' 0 O o [0XT\" 0
i 7 _ \V J\e .
(X OT)axi ty <8uj OT) oy’ (x%) ozt (W) (3uj> oy’

specidlisan

2\ @
(2.12) (am) =5

Tetszoleges X € X(M) esetén

(2.13) X¢~ X,

T

Valéban, tekintve egy f € C°°(M) fiiggvényt és felhasznélva (2.10)-et,

X X B8 X(for) = (Xf)or = X' = (X[)".

Szintén egyszeriien adddik, hogy

(2.14) (FX)S = f'XS+ f°X¥; X e x(M), f e C=(M).
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2.1.2. Lemma. Ha ¢ € C*(M, M), akkor

(2.15) (fop)=[op. [feCT(M).

Bizonyitds. Tetszoleges v € T M vektorra

(fo@)(v) :==0v(f op) = p.(v)(f) = [ pa(v) = (S 0 ) (v),

ami az észrevétel helyességét jelenti. m

2.1.3. Lemma. Legyen X,Y € X(M), és tegyiik fel, hogy ¢: M — M sima
leképezés. Ha X ~Y, akkor X°¢ ~ Y°©.
©

P

Bizonyitds. Az (1.8) relacié és a 2.1.1. lemma miatt elegendd megmutatni,
hogy tetszéleges f € C*°(M) esetén

X(fop) =Y f)op. & X(flops) = f)ogp..
Valéban, (2.15)-6t alkalmazva
X(fopu)=X(fop) =(X(foyp) =
=Y fop) =Yf)op.=(Y[)op,
illetve
X(f'op) =X(foTops) =X((fop))=(X(fop) =

=((Yflop)' = flopor=(Yf)oTop. =
= (Yf) opu = (YF') 0 pu.

O

A késbbbiekben szerepl6 éllitdsok bizonyitasdhoz felhasznéljuk az aldbbi j6l
ismert reldcidkat, ahol X,Y € X(M).

(2.16) (XY, Y"] =0,
(2.17) (XY, Y] = [X, Y],
(2.18) (XS, Y] = [X, Y],
(2.19) [C,X"] = —X",
(2.20) [C, X = 0.

Ha az X; (i € {1,...,n}) vektormezOk lokélisan (egy & C M nyilt halmaz
f6lott) generaljak az X(M) modulust, akkor az ((XY),, (X{) ) vektormezdk
lokélisan generaljak az X(TM) modulust.

Ez az észrevétel lehetové teszi, hogy TM-en megfogalmazott tenzoridlis
allitdsok igazoldsdndl tetszéleges TM-beli vektormezdk helyett X(M) egy
(lokalis) bézisa tagjainak vertikalis- és teljes liftjeit szerepeltessiik.
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2.2. A kanonikus egzakt sorozat

Tekintstik a 7: TM — M és a mppr: TTM — TM érintényalabot, vala-
mint a 7°7: TM Xy TM — T M visszahuzott nyalabot.

1. Ertelmezziink egy
12 TM xpy TM — TTM

leképezést a kovetkezOképpen: ha (v,w) € TM X TM és c(t) :== v + tw
(t € R), akkor
i(v,w) := ¢(0).

2. Legyen
ji=(mra,7) : TTM — TM X3 TM,
2 € T,TM — (v, (74)0(2)).

Az i és j leképezést kanonikus injekcionak, illetve kanonikus szirjekcionak ne-
vezziik.

Lokalis leiras. Az (U, (u')™_,) térkép altal indukalt térképet haszndlva (lasd
(1.11)), ha v € 7= (U), w € Tr(,)M és z € T, TM, akkor

Kozvetlentil adédik, hogy i erés nyalableképezés 77 és 7y kozott, j pedig
Trap €8 7T kozott.

A
0 —TM xp; TM — TTM -2 TM x 3, TM — 0

sorozat egzakt: i injektiv, j sziirjektiv és Im(i) = Ker(j).
Az utébbi relaciébdl kovetkezben

(2.21) joi=o0.
A TTM wvertikalis résznyaldbja a

VTM = Ker(r,) =Im@(i) c TTM
kanonikus résznyaldb.

Az erés nyaldbleképezések alaplemméja (1.2.2) értelmében i és j modulus-
homomorfizmusokat indukal a megfelel6 szelések modulusai kozott az

X € Sec(t" 1) — iX :=i0 X € X(TM) és
EeX(TM)r— jE:=jo& € Sec(r'T)
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el6irds szerint; ezeket a homomorfizmusokat valtozatlanul i-vel és j-vel jeloljik.
Igy C°°(T'M)-homomorfizmusok egy

0 — Sec(777) 1, X(TM) N Sec(t*71) — 0

egzakt sorozatdhoz jutunk. Ekkor XY(T'M) = i(Sec(7*7)), specidlisan tetszéleges
X € X(M) vektormez6 vertikalis liftjét, illetve a Liouville-vektormezot (14sd
(2.2), illetve (2.7)) megkaphatjuk az aldbbi mddon:

(2.22) X' =iX,
(2.23) C=id.

Kozvetleniil adédik, hogy barmely X € X(M) vektormezore teljesiilnek a

(2.24) jX =X
és a
(2.25) jX'=0
relaciok.
A
(2.26) J:=ioje End(X(TM))

leképezést vertikdlis endomorfizmusnak hivjuk.
(2.22) és (2.24) alapjén kapjuk, hogy

(2.27) JX°=X", haXeX(M).

Egyszert szamolassal ellenérizhet6k az (1.10)-ben bevezetett Frolicher-Nijenhuis
zaréjellel kapcsolatban az

(2.28) [XV,J]=[XJ]=0, X e X(M),
(2.29) €3] =3
formulak.

2.2.1. Lemma. Tetszdleges v: I — M sima gdorbe esetén
(2.30) joy=14d04.
Bizonyitds. Felhasznélva (1.17)-et, tetszbleges t € I esetén

§G3(0) = G0, (5(0) = (D), 4(1) =
= 6(3(1)) = 3 0 4(1),

ami igazolja az észrevételt. u]
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Lokalis leirds. Az (1.11)-beli térképet hasznalva,

.0 0

(231) lw = ayi,

o 9 o
2.32 j— = - ¢ j— =
(232) V5= g & im0
tovabba

0 0 0
2. - = . 8 - =0.
(2.33) J o~ oy és J oy 0

2.3. Szelések és kanonikus objektumok transz-
formacioi

Legyen ¢ € Diff(M). Az 1.2. szakaszban leirtaknak megfeleléen egy
X € X(M) vektormezé o, dltali eldretoltjdt pu X-vel jeloljiik:
ppX =p,0X oL

Egy £ € X(TM) vektormezd ¢, dltali eldretoltjira (az elézéekkel Gsszhangban)
az (p.)x& jelolést hasznaljuk. Tehat

()€ = @0 o

diagramon:
TTM 2 TTM

3 ()€

TM TM

P

(1.9)-bdl kdvetkezben az eléretolt és a Lie-zdrdjel képzése felcserélheto:

2.34) px[X, Y] =[paX,02Y]; XY € X(M);
(2.35) ()6 = [(w) £, (p)gnl; & n € X(TM).

A 2.1.3. lemma kozvetlen kévetkezménye, hogy amennyiben ¢ € Diff (M) és
X € X(M), ugy
(2.36) (p) X = (pX)".

Szintén egyszerien ellendrizhetd, hogy érvényes a kovetkezd
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2.3.1. Lemma. Ha ¢ € Diff(M) és
©x X st (u,v) € TM X pg TM — (pu(u), px(v)) € TM xpp TM,
akkor (p« X u, x) automorfizmusa a 7T visszahizott nyaldbnak.

Egy X € Sec(r*7) szelés @, x @, dltali eléretoltjdt ga#)?—mal jelolve, (1.1)-
nek megfeleléen

(2.37) ga#)N( = (¢ X ) 0 X 0oL,

2.3.2. Lemma. Megtartva az el6z6 lemma jeldléseit, tetszéleges X € X(M)
esetén

(2.38) opX = puX.

Bizonyitds.

P X = (pu x ) o (Irar, X o) 00" = (e, pu0 X 07) 00t =
= (1TM7g0*oXoTo<p*_1) = (1TM,(’0*OXOQO_1OT) =

= (Irm, ppX o) =t ppX.

Hasonléan egyszerl szamolas mutatja, hogy

(239) cp#é =.

2.3.3. Lemma. Tetszdleges p: M — M sima leképezés esetén érvényesek a
kovetkezdk:

(2.40) Prx 01 =10 (s X 9x) 5
(2.41) (P X px) 0 =0 Puss
(2.42) Pux 0 =T 0 s

Bizonyitds. Legyen (U, (u’)? ;) térkép M-en és tekintsiik az éltala in-
dukalt (1.11) térképet T'M-en. Felhasznalva ¢, koordindtakifejezését ((1.13)
és (1.14)), tetszleges (v, w) € TM x py TM pérokra:

sty (2) ) o (o) (3,

(22(0). 02 (0) =0’ (22 (w)) (8‘2)() — g (w)(w) (aj)() _

=0 (55)
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mivel ¢, (w)(u?) := w(u o @) = w(p’) = w(u’)gﬁz (7(v)). Ezzel belattuk (2.40)
helyességét.
Ha 2 := 2 (%), + 2" (5% ) € DM, ahol v € T,M, akkor (2:32)-¢ s

figyelembe véve

jopu(s) =] ( (gf)” (aa ) >>
= (w*(”)’zj (gfﬂ) (@) W (e >>
= (cp*(v),zj (gfj ) 8ul )

= (P« (0), 04 (72(2))) = (s 0 T11) X (Pu 0 72)

(s X @s) 0j(2),

igy (2.41) is teljesiil.
Végiil a (2.42) reldcié a (2.40) és (2.41) alapjan

Gax 0J = s 0ioj=10(ps X ps)0j=
=10J0 Py = J 0 Yy

o
2.3.4. Kovetkezmény. Ha ¢ € Diff (M), akkor
(2.43) (px)C = C;
(2.44) () X" = (ppX)".
Bizonyitds.
(0)#C = so**oioéo%?l =io(p. x p)odop ! =
—1o<p#5 2 i0s=0
(o)XY = punoio X o =io(p. xpu) o XKo" =
. (2.38) v
=ioppX "2 ipuX = (paX)".
a)

2.3.5. Kovetkezmény. Ha ¢ € Diff (M), akkor

(2.45) () 0l =100y,
(2.46) proj=jo(pd)#,
(2.47) () od =Jo(pu)s
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Bizonyitds. TetszOleges X € Sec(7*7) esetén

(pu)#iX = g oio X ot #2Y

=io(p. x ) o X 0! =ipyX,

Igy (pu)gpoi=1iopy .
Tekintve egy £ € X(T'M) vektormez6t,

. . _q (2.41)
() = (g X pu)0jolopt 7=

=jopuolop,t =j(p)st,

ami (2.46)-ot adja.
A (2.47) relacié az eléz6ek kozvetlen kdvetkezménye. o



3. fejezet

Spray-sokasagok

3.1. Masodrendu vektormezok

3.1.1. Definicié. Egy S: TM — TTM leképezést szemispraynek nevezink,
ha eleget tesz a kidvetkezd feltételeknek:

Sprl. T 0SS = ]-TM7 S(Op) = Oop, Op S TpM .
Spr2. jS =4, illetve — ekvivalens médon —JS = C .

Spr3. S sima TM := U T,M\{0,} folstt.
peM

Amennyiben a Spr3 helyett az erdsebb
Spr3*. S sima TM-en

feltétel teljesiil, igy azt mondjuk, hogy S masodrendii vektormezoé M foldtt.
Eqgy C'-osztdlyi szemisprayt spraynek, eqy mdsodrendi vektormezit pedig affin
spraynek nevezink, ha mdsodfoki pozitiv homogén abban az értelemben, hogy
teljestl rd a tovdbbi

Spr4d. [C,S] =S
feltétel.

Megjegyzés. Egyszeriien adddik, hogy egy spray pontosan akkor affin spray,
ha C?-osztalyd.

Lokalis leiras. Tegyiik fel, hogy S: T'M — TT M szemispray. Tekintsiink
M-en egy (U, (u’)?_,) térképet, és legyen (771 (U), (z*,y*)™,) az altala indukalt
térkép T M-en. Sprl alapjan 7~ 1(U) fol6tt

0 0

_ Qi n+i_
s ) s ozt +5 oy’

21
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frhat6, ahol S, S™+i (i € {1,...,n}) sima fiiggvények 7= (U) UTM folott.

A jS = ¢ feltétel miatt S'2 = y' 2, amibél

St=y"  ie{l,...,n}

kovetkezik.
Tradicionalis okokbdl bevezetve a

. 1 )
G’::—§Sn+l, ie{l,...,n}

fliggvényeket, S koordinatakifejezése az

i 0 i 0
(3.1) S=y py G oy

alakot olti.

Amennyiben — specidlisan — S spray, gy a G* fiiggvények méasodfokd po-

zitiv homogének. Ha — rdaaddsul — S kvadratikus spray, akkor megadhatdak
j i U — R sima fiiggvények gy, hogy

i L j i i
(3.2) G'= §(ij07)y]yk; ik = CUkj-

A tovébbiakban egy szemisprayvel ellitott sokasigot — vagyis egy olyan
(M, S) pért, ahol S: TM — TTM szemispray — szemispray-sokasdgként is
emlitiink. Ha specidlisan S spray, akkor spray-sokasagrél vagy palyatérrol
beszéliink.

Egyszert szamoldssal adddik, hogy tetszéleges f € C°(M) és S szemispray
esetén

(3.3) fe=5r

teljesiil. (Szintén konnyen lathato, hogy adott f fliggvény esetén ez a reldcid
fliggetlen a szemispray megvélasztasatdl.)

3.1.2. Allitas (Grifone). [22] Ha S szemispray és € € X(T M), akkor
(3.4) J[3¢, 5] = J€.

A Grifone-féle relaciéban £ := X X € X(M) vélasztassal élve azt kapjuk,

hogy R
X", 5] = iX,

ahonnan

(3.5) j[XY, 8] =X =jxe
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kovetkezik. A (3.4) alkalmazdsival az is adédik, hogy
(3.6) [C,S8]—-SeX'(TM),

mivel

J(C,8]-95)=J[C,S]-C=JIS,S]-C=J5S-C=0.
3.1.3. Lemma. [387] Tetszéleges S szemispray és X € X(M) vektormezd esetén
(3.7) [XY,S]=X+n
irhatd, ahol n € X¥(TM).
Bizonyitds. Felhaszndlva a (3.4) relaci6t
JXY, 8] =J[JXe, S =JX,

amib6l kovetkezik, hogy az [ XV, S] és a X csupén egy vertikélis vektormez&ben
térhet el, hiszen ha J¢ = 0, akkor & € XV (T M). 0

3.2. Spray-sokasagok affinitasai és automorfiz-
musai

3.2.1. Definicié. (1) Egqy S: TM — TTM szemispray — vagy (M, S) szemi-
spray-sokasdg — geodetikusan olyan ~v: I — M reguldris gorbét értink,
amelynek sebességuektormezdje integrdalgorbéje S-nek, vagyis amelyre

(3.8) 5 =804

teljesiil.

(2) Ha (M,S) szemispray-sokasdg, akkor eqy ¢: M — M diffeormorfizmust
affinitasnaknak (vagy totdlgeodetikus transzformdciénak) nevezink, ha S
tetszdleges v: I — M geodetikusa esetén @ oy is geodetikusa S-nek, azaz

(3.9) poy=Sopor.

Egy S szemispray Osszes affinitdsa Lie-csoportot alkot [25], ezt a csoportot
Aff(S)-sel jeloljiik. Erdemes megjegyezniink, hogy sprayk esetén az affinitdsokra
megkivant differencialhatosagi feltétel elejthetd: egy fontos, de eléggé elfeledett
dolgozatéban ([6]) F. Brickell megmutatta, hogy ha ¢: M — M homeomorfiz-
mus €s meqgorzi eqy spray geodetikusait, akkor ¢ diffeomorfizmus.

3.2.2. Lemma. Legyen (M,S) szemispray-sokasdg, p: M — M pedig egy dif-
feomorfizmus. ¢ pontosan akkor affinitdsa az S szemispraynek, ha S tetszdleges
v geodetikusa esetén

(3.10) (psx 08 —Sops)og=0.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aff(S). Ekkor ¢ o v is geodetikus, igy

Bor=Sopo7 e 05=50p. 05 &2

< puo0Soy=Sop, 0y < (po0S—Sop,)oy=0.
Ha a (3.10) teljesiil, akkor az el6z6h6z hasonléan adddik, hogy ¢ € Aff(S). ©
Lokalis lefras. Legyen (U, (u*)™ ) térkép M-en. Egy v: I — M reguléris
gorbe akkor és csak akkor geodetikusa a (3.1) koordinataeléallitassal rendelkezé
S szemispraynek, ha v* := u’ o v koordinatafiiggvényei eleget tesznek az
(3.11) v 42Gioy =0, ie{l,....n}
relacionak.

3.2.3. Lemma. Ha S: TM — TTM szemispray és ¢ € Diff (M), akkor

(P)#S = pus0 S0t
szintén szemispray. Amennyiben — rdaddsul — S spray, dgy (p.)xS is spray.
Bizonyitas. Felhasznélva, hogy Trar © @ax = @« © Trar, kapjuk, hogy

T © (9i) S = Trp © a0 5 0 ot =
—peorrmoSop CEY g olmyopt =
= .o, =1ru,
tehdt (p.)4S is eleget tesz az Sprl feltételnek.

6) ) (2:39)

. 2.4 . Spr2
TR PRI

(px)#S tehdt a Spr2 feltételt teljesiti.

Nyilvanvals, hogy ha S rendelkezik az Spr3 vagy Spr3* tulajdonsiggal, akkor
()4 S-re is érvényes ugyanez.

Tegyiik fel végiil, hogy [C, S] = S. Ekkor

cp#é (5,

1€, (02) 48] "2 () 4C, () 4] =
(Spr4)

= ()2 [C,5] =" ()5,
tehdt (¢.)%S is masodfoku pozitiv homogén. 0

3.2.4. Lemma és definicié. Legyen adott eqy S: TM — TTM szemispray
és egy p: M — M diffeomorfizmus. Ha (p.)xS = S, azaz

(3.12) Pux 05 = 5 0y,

akkor azt mondjuk, hogy ¢ automorfizmusa az S-nek.
S dsszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicio miveletével, ezt a cso-
portot Aut(S)-sel jeloljik.
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3.2.5. Allit4s. Tetszbleges S szemispray esetén
(3.13) Aff(S) = Aut(S5).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(S5), és legyen v: I — M geodetikusa
S-nek. Ekkor

Sopor="So0p, 04 T 0804 =
= Pux 0y =07,

tehdt ¢ o« is geodetikusa S-nek, igy ¢ € Aff(S).
Megforditva, tegyiik fel, hogy ¢ € Aff(S). Ekkor tetszbleges v: I — M
geodetikus esetén

Sop,oy=80G07 T Hoy=
= Pux OF = Pux 0507,

tehat
Sop.of=@wmoSo.
Mivel TM minden nemzérus vektora megkaphaté egy geodetikus

kezd8sebességeként, az S o px = ., 0S5 relacié teljesiil barmely v € TM \ 0
vektorra. A zérusvektorokban

Sprl.

So @*(Op) = S(Ow(p)) = 009,(;)) = Oap*(Op) = ‘P**(OOP) =" ux O S(Op)a

ahol p € M tetszlleges. Ezzel igazoltuk, hogy S o ¢, = ¢.. 0 S a teljes T M-en
érvényes, tehat ¢ € Aut(S). o



4. fejezet

Ehresmann-konnexiok

4.1. Ehresmann-konnexidk

4.1.1. Definicié. Egy M sokasdg foldtti, vagy TM-en adott Ehresmann-
konnexién olyan
H:TM XM TM — TTM

leképezést értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
Ehrl. K sima TM x TM f5létt.

Ehr2. H fibrumtartd és fibrumonként linedris:
hav € TM és 3, := H | {v} x TryM, akkor 3, linedris leképezése
{v} x T (yy M -nek T, T M -be.

Ehr3. joH = 1rpx,,1Mm-
Ehr4. Tetszéleges p € M, v € T,M esetén
H(o(p),v) = (04)p(v),
ahol 0 € X(M) a zérus vektormezd.

Roviden szélva, egy Ehresmann-konnexi6 a

0 — TM x 3y TM —— TTM = TM %3y TM — 0

kanonikus egzakt sorozat egy jobboldali hasitdsa, az Ehrl-beli, gyengitett
simasagi feltétellel.

Az Ehr3. és Ehr4. feltétel konnyen ellenérizheté médon konzisztens, azonban
H — és a beldle szarmaz6 objektumok — simasdga nincs biztositva a teljes
értelmezési tartomdnyan. Ez Osszhangban van a Finsler geometriai alkal-
mazésok igényeivel, ott ugyanis a simasag o(M) folotti sériilése tipikus.

26
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HTM :=Im(H) résznyaldbja TT M-nek, amelyre teljesil, hogy
TTM =HTM & VTM.

Ezt (a 3 altal szdrmaztatott) horizontdlis résznyaldbnak hivjuk.

Kijelolve TM-en egy H: TM x py TM — TTM Ehresmann-konnexiot, a
(4.1) h:=%oj, illetve
(42) vV Ii= 1TTM —h

nyaldbendomorfizmusokat a H-hoz tartozé horizontdlis, illetve vertikdlis projek-
tornak nevezziik; a

(4.3) Vi=i'lov:TTM — TM x; TM

leképezést pedig a H-hoz csatolt vertikdlis leképezésnek hivjuk. Kozvetlentl
adodik V definiciéjabdl, hogy

(4.4) Voi=Ilrmxyrm,
(4.5) Ker(V) = Im(H) (= Vo3 =0),
(4.6) v=ioV.

A H Ehresmann-konnexié és az altala szarmaztatott nyaldbleképezések
tenzoridlis leképezéseket indukdlnak a megfeleld szelések modulusainak
szintjén, ezeket a leképezéseket jelolésiikben nem kiilonboztetjik meg az illeté
nyaldbleképezésektol.

X"TM) := H(Sec(r*7)) = h(X(TM))
részmodulusa az X(TM)-nek, a H-ra nézve horizontdlis vektormezdk modulusa.
Egy X € X(M) vektormez6 (H szerinti) horizontdlis liftje
(4.7) X" := #(X) = hX°.
Ha X,Y € X(M), akkor XV ~ 0, Y" ~ Y miatt

(4.8) (XY, V"] € XY(TM).
Megmutathatd, hogy (lasd példaul [37]), hogy
(4.9) [X,Y]" =h[X" V"]

Ha az X; (i € {1,...,n}) vektormezOk egy U C M nyilt halmaz {6l6tt
generdljdk az X(M) modulust, akkor az ((X})™,,(XM™ ,) vektormezSk ge-
neraljék 771 (U) az X(T M) modulust.

Ez az észrevétel ugyanazt az egyszerlsitést teszi lehetévé T M-en megfo-
galmazott tenzoridlis allitdsok bizonyitasdval kapcsolatban, mint a 2.1. szakasz
végén tett megjegyzés.
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4.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy H Ehresmann-konnexié M félott. Az
(4.10) M X € X(M) — "(X) := X" e XN(TM)
leképezésre (a H-hoz tartozd horizontdlis liftelés) teljesiilnek a kévetkezdk:
(@) (X)) = X)X €X(M), feC®(M);
(i)  Jolh =1
Megforditva, ha adott egy (": X(M) — X(TM) leképezés, amely eleget tesz az
(i) és (ii) feltételeknek, akkor az a C°°(TM)-linedris kiterjesztéssel értelmezett

H: Sec(r*1) — X(TM) leképezés, amelyre H(X) = M(X) (X € X(M))
Ehresmann-konnezid.

Bizonyitds. A tett észrevételek kozvetleniil ellenérizhetoek. O

4.1.3. Allit4s (Crampin—Grifone). Tegyiik fel, hogy S: TM — TTM sze-
mispray. Az

1
(4.11) M X e X(M) — (M(X) := 5 (X° =[S, X)) € X(TM)

leképezés eleget tesz a 4.1.2. lemmabeli feltételeknek, igy egy Hs Ehresmann-
konnexidt szdrmaztat, amelynél tetszéleges X € X(M) esetén

(4.12) Hs(X) = %(XC —[S,XY]))  (Crampin).

A Hg-hez tartozd horizontdlis projektor megadhatd a
1 .
(4.13) hg = 3 (13€(TM) — [, J]) (Grifone)

formuldval.

Bizonyitds. Elsoként a 4.1.2. (i)-(ii) feltételek teljesiilését ellendrizziik.
Tetszbleges f € C°(M) fiiggvényt tekintve:

1

X)) =5 ((FX)° =[S (fX)) = %(J“Xc + XY= [S, X)) =

(f"XC + fCXV _ fV[S, XV] _ (SfV)XV) (3:3)

—~~

N | =

1 v A\ v
_ I xe—(s.X) = ),
/" tehdt eleget tesz (i)-nek. Mivel
(2.27) (3.5)

Joh(X) = %(JXC—J[S,X"]) = %(X"—J[&X"]) L

S loeexn = x =,
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(ii) is érvényes.
(4.13) ellenérzéséhez elegendd a bal és a jobb oldalt vertikélis, illetve teljes
lifteken kiértékelni.
hsX' = Hsoj(X") = Hgojoi(X) =0,
masrészt
1 v 1, ., v o1y (3.5)
5 (Lxrary = [9,9]) (X¥) = 5 (XY =[S, IX] + IS, X)) =
1
= (X"-X")=
2( ) 07

XV(TM) folott tehat mindkét oldal ugyanigy hat. Ami a teljes lifteken vald
hatast illeti, azt kapjuk, hogy

(1.10)

hs X® = 905 0 §(X°) = Hs(X) = 1 (X° ~[5, X")

(X
1 [ C c i 1
= S(X =[S, 3]x° - 38, x <

= & (xera — [S,3D(X).

(X© = [5,J]X°) =

A (x)-gal jelolt lépésben azt hasznéltuk fel, hogy
28) C C C
= [ X9 J]S =[X5, IS - J[X°, 8] =
=[XC] - J[X*, 5] = -J[X°,S].
O

Megjegyzés. A most igazolt eredményt — legaldbbis a kozolt ,,indexmentes”
formdban — M. Crampin és J. Grifone fedezte fel (fiiggetleniil) az 1970-es évek
elején, és bizonyitotta be koordindtamentes eszkozokkel; lasd [10], illetve [22].
Az itt adott bizonyitds lényegében a Crampin-féle bizonyitds egy egyszertisitett
véaltozata.

Lokalis leirds. Rogzitsiink M-en egy (U, (u')™ ) térképet és tekintsiik a

—\ N
TM-en az altala indukélt (1.11) térképet. Ekkor 7*7-nak (8%) , Trpm-nek
=1
(6%“ %i)i:l lokalis bazisa. Egyértelmiien léteznek olyan

N;: 77" U) cTM — R; i,j7€{1,...,n}

“L(U) N TM f&lstt sima fiiggvények, hogy

3 o\" o .0 ,
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ezeket a fiiggvényeket az Ehresmann-konnexi6 (U, (u®)? ;) térképre vonatkozé
(réviden U-ra vonatkozd) Christoffel-szimbdlumainak hivjuk. Segitségiikkel a H-
hoz tartozé vertikélis leképezés, valamint a horizontdlis- és a vertikalis projektor
lok&lis bazisokon valé hatasa a

) ) o\ 9
(119 Y (30«”> @M oV <3yﬂ> ) dul’
0 0 .0 0
(4.16) <6:N> u) OxJ N; oyt’ <8yﬂ) ( )0’
0 .0 0 0
(410 Y (fw) w oy (8@/]) () Oy

formuldkkal irhaté le, ahol j € {1,...,n}.

4.1.4. Lemma és definicié. Legyen H: TM xpy TM — TTM Ehresmann-
konnexio M félott. Ha

(4.18) Sg¢ :=Hod,

akkor Sg¢ szemispray, amelyet a JH-hoz csatolt szemispraynek nevezink. Erre
teljesil a

(4.19) h[C, Ss] = S
reldcio.
Bizonyitds. (a) Ehr2.-bol kovetkezben
Trpm © Sy =T1rp o H od = 1ppy;

jOS:}czjogfofsElgs' lramx 06 =90,

Ehrl. pedig biztositja, hogy Sg¢ sima TM folott, Sg¢ tehat szemispray.
(b) Ratérve (4.19) igazoldsara,

02 h((C, 5] — S50) = h[C, 3] — Hojo Sy =
= h[C, Sy] — H o d =h|[C, Ssc] — S,

és igy h[C, S5¢] = Sg¢ valéban fennall. o

4.2. Az indukalt Berwald-derivalas. Tenzid,
torzidk

4.2.1. Lemma és definicié. Jelentse 70'(; TM — M a7: TM — M érinté-
nyaldb hasitott nyaldbjdt; ekkor + =7 | TM.
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Tekintsiik a % 7: TM Xy TM — TM visszahizott nyaldbot, a szeléseinek
C°° (T M)-modulusdt jelélje Sec(? 7). Tegyiik fel, hogy M filétt adva van egy K
Ehresmann-konnezio. _

Ha tetszbleges € € X(TM) vektormezd és Y € Sec(? 1) szelés esetén

(4.20) VY = j[vE, HY] + V[hE, iY],

akkor a V: %(%M) x Sec(#'1) — Sec(?' 1) leképezés kovaridns derivdlds a #' 1
nyaldbon, ezt ¢ H Ehresmann-konnexié altal indukalt Berwald-derivalasnak
nevezzik.

Specidlisan
(4.21) V¥V =0, iVaV =[X"YY: X,V eX(M);
) .9 ., ONI
4.22 — = Ny—, Niy:=—2L N 1,... ;
( ) v(@;ﬂj)h 8uk ) Jk(')u“ Jjk 8yk (]7 E{ ’ vn})a

az N;k fiiggvényeket a Berwald-derivdlds ((1.11)-ben rogzitett) térképre vonat-
kozé Christoffel-szimbdlumainak hivjuk. A

(4.23)
Vi Sec(? ) x Sec(# 7) — Sec(F 1), (X,Y)r— VALY =V, iV

leképezést a H dltal szdrmaztatott h-Berwald derivdlasnak nevezzik. Ha
(4.24) VLY = VgV =jliX, HY], XY €Sec(r'7),

akkor a V¥ operdtor fiiggetlen az Ehresmann-konneziétdl, ezt a kanonikus ver-
tikélis (vagy v-kovaridns) derivaltnak hivjuk.

4.2.2. Definicid. Legyen adva az M sokasdg folott egy
H:TM xpy TM — TTM

Ehresmann-konnexid, és tekintsiik az dltala indukdlt V" h-Berwald derivdldst.
A H FEhresmann-konnexié tenzidjin a kanonikus szelés h-Berwald diffe-
rencidljat, vagyis a

(4.25)  t:=V"3: X € Sec(?'7) — £(X) := V(X)) 1= V% = V[HX, (]
G)—tenzort értjik. Specidlisan tetszéleges X € X(M) vektormezd esetén
(4.26) it(X) = [X",C].

A tenzid eltinése esetén az Ehresmann-konnexidt homogénnek nevezziik.

Lokalis leiras. t komponensei egy T'M-en indukélt térképre vonatkozdan a

G} : 0 ,
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relacidk altal meghatarozott

(4.28) th:=y"Ni — NI i,j€{l,...,n}

VR

fiiggvények, ahol N J’ a H Christoffel-szimbdélumai, N ;k = % pedig az indukalt
Berwald-derivalas Christoffel-szimbdélumai.

(4.28)-b6l kozvetleniil adédik, hogy egy H Ehresmann-konnexié akkor és csak
akkor homogén, ha tetszéleges térképre vonatkozd Christoffel-szimbdélumai
els6foku pozitiv homogén fiiggvények.

4.2.3. Lemma. Ha egy H FEhresmann-konnexié homogén, akkor az Sq¢ csatolt
szemispray spray. Megforditva, ha Sy spray, akkor t(J) = 0.

Bizonyitds. Tegyik fel eloszor, hogy a H Ehresmann-konnexié homogén.
Azt kell ellendrizniink, hogy [C, S3c] = Sqc.

[C, S3c] = h[C, Ssc] + V[T, Sac] "2 Sa¢ + iV]C, Sae].
H homogenitdsa miatt t = 0, igy specidlisan
0 =t(8) := V[H 0 4,id] = V[Sy, C],
kovetkezésképpen [C, Sgc] = Sg¢ valéban fennall.

Megforditva, ha Sg¢ := H o § spray, akkor
t(5) = V[H 06,C] = V[Ssc, C] = —V[C, S5c] "L —V 0 Sy¢ = 0.

4.2.4. Lemma. [37] Legyen H Ehresmann-konnezic M féléit, t a tenzidja, V
pedig a csatolt vertikalis leképezés. Ha V a I dltal indukdlt Berwald-derivdlds,
akkor

(4.29) Vé=toj+V.

Bizonyitds. Elegendd azt ellendrizni, hogy a bal és a jobb oldal ugyanazt
az értéket veszi fel vertikalis és horizontalis lifteken. Legyen tehat X € X(M)
tetszoleges. Ekkor egyrészt

VH(XY) i= Vs "2V 50X, 30 8] = X, So] 2

= X W voi(X) = V(XY) = (toj + V)(XY)
(hiszen jX¥ =jo iX = 0).
Masrészt
VI(X") = Vyd = V6 = VI§(X) =: (X) "=
=tojod(X) =toj(X") = (toj+V)(X"),

(4.29) tehat valéban teljesiil. o
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4.2.5. Kovetkezmény. FEgy Ehresmann-konnezid pontosan akkor homogén, ha
Vé="V,

ahol 'V a hozzd csatolt vertikadlis leképezés, V pedig az dltala indukalt Berwald-
derivdlds.

4.2.6. Lemma és definicié. Egy H Ehresmann-konnezxid torzidjin a

(4.30) T(X,Y):=VhY - VEX —j[HX,HY]; XY €Sec(? 1)
(é)—tenzort értjik. Bazikus vektormezdk esetén,

(4.31) iT(X,Y) = [X" Y- [v" X' - [X,Y]

adodik.

Lokalis leiras.

IR . 0
4.32 T —. — | = [V P
(4.32) <8u47’ 8uk> (u)( gk kj)au“
a

i i i ON; 0N}
(4.33) Th=Nju—Niy = 5.0~ 5]

fiiggvények T komponensei az (U, (u*)™ ;) térképre vonatkozdan.

4.2.7. Lemma. FEgqgy szemispray dltal indukdlt FEhresmann-konnexié torzidja
eltinik.

Bizonyitds. Legyen S szemispray M folott, és jeldlje T a Hg Ehresmann-
konnexi6 (4.1.3. allitds) torzidjat. TetszOleges X, Y € X(M) vektormezbket véve,

iT(Xv?) = [XhaYV] - [thXV] - [Xv Y]V =
(412) 1
o2

v v 1 c v 1 v v v (2.17),(%)

1 1
= SV X]' + S [ Y] - [X, Y] = 0.

1
XYY - =
[ ? ] 2

A (x)-gal jelolt lépésben a vektormezdk Lie-zdrdjelére vonatkozé Jacobi-
azonossagot alkalmazuk:

[[Sv YV]vXV] + [[YvaXV]vS] + [[XV,S]’YV] = [[Sa YV]’XV] - [[Sv Xv]vyv] =0.
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4.2.8. Definicio. Egy H: TM xp; TM — TTM Ehresmann-konnexid eros
torzidjdn a

(4.34) TS :=V"6+isT =t +isT
T-menti (1)-tenzormezét értjik, ahol isT(X) := T(6, X).
Lokalis leirds. Tetszéleges j € {1,...,n} indexre

(TN (T an(p T T womirn
T (aw’) @)t(aua‘>+T<y am’am) -

— — —

) .0
_ k nri %
= (y"Nj — “’j)aui

+ yk(Nkj = Njy)

(kN i
J aui_(yNk’ij'

D our

tehat TS komponensei egy indukalt térképre vonatkozdan az

(0N

k n7i i _
(4.35) YNy —Nj =y Dy

- N} 3,7,k € {1,...,n})
fliggvények.
4.2.9. Lemma. Bdrmely X € Sec(r*7) bdzikus vektormezé esetén
(4.36) T%(X) = V[Sae, X*] = j[Ss¢, X",
ahol Sg¢ a H-hoz csatolt szemispray.

Bizonyitds. Tetszbleges X € X(M) vektormezére:

T3(X) = t(X) + T(6, X) =
= V[X",C] + V[Ss¢, X'] = V[X",C] — j[Sqc, X"] =
= V[Sa¢, X¥] — j[S3c, X"].

4.2.10. Lemma és definicié. Amennyiben H Ehresmann-konnexid az M so-
kasdag folott és ¢ € Diff (M), gy

(4.37) T H = ol 0 Ho (pu X pu)

is Ehresmann-konnexid, amelyet H ¢ dltali visszahdzottjdnak (pull-backjének)
neveziink. A H Ehresmann-konnexid egy A geometriai adatdinak % -bél
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szdrmazo megfeleldjét ¥ A-val jelélve, érvényesek a kivetkezok:

(4.38) e*V = (0! x 1) 0 Vo pun;
(4.39) ¢"h =g ohog,.;

(4.40) Fv =l ovop;

(4.41) PPH(X) = (p)g (e X)), X € X(M);
(4.42) 7t =yl otopy;

(4.43) e#T = o' o T o (g X pp);

(4.44) eF T = ¢, o T 0y

Bizonyitds. Kozvetleniil ellenérizhetd, hogy o# I eleget tesz a Ehrl.-Ehr4.
feltételek mindegyikének; példdul Ehr3. a koévetkezOképpen adédik:

_ . Ehr3.
x oy ) ojodo (e X p,) =

X ;1) o (px X 0u) = Irnrx M-

jop*H =jop ! oFo (g x ) = (p;"

= (¢ "

A felsorolt reldcidk hasonléan egyszertien vezethetdk le; példaként (4.41)-(4.43)
igazolasat mutatjuk be.
(a) Tetszéleges X € X(M) vektormezé esetén

GFH(X) = 9t 0o (e x 92) 0 X 20 ol oMo puX 0, =
=l oHopuX 0op. =9t o (ppX)" 0o = (0u)5! (w2 X)".
(b) Barmely X € X(M) vektormezdre

- (2.43),(4.41)
PFH(X) = p*V[pFH(X =

X),
= (o' <oy )OVO@**O[( Dz (X (pa)3' Cl =
= (ot x g ) o Vo oplo[(ppX)",Clop. =
= (¢3! x @i o V[(ppX)", Clop, =
= o3 V(9 XM, O] = 93 t(opX) = 93 ot oso#()?)-
(c) TetszOleges X,Y € X(M) vektormezdket tekintve

'

#T(X',S//\') [p g.(( )Y"]—[ j—(( )XV]—[XY]V(24)£(441)

= [(P0)3 (X" ()3 (02 )] -
— |3 ) (007 (0 X = (27 (pp X, Y] =
= (p)z" ([ X)" (e Y)T = [ (0 X)) — (04 [X,Y])Y) =
= (0) 2 T(op X, oY) = (¢:) 5" 0 T o (pg 0 pz)(X,Y).
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4.3. Ehresmann-konnexiék kiillonbségtenzora

4.3.1. Lemma és definicié. Legyenek Hy és Ho Ehresmann-konnexick az M
sokasdg folott és tekintsiik a hozzdjuk csatolt Vi és Vo vertikdlis leképezéseket.

A
(j‘fl — j‘fg) . Sec(r*r) — %(TM)

leképezés vertikalis értéki, és igy létezik pontosan egy olyan
P: Sec(t*1) — Sec(7"7)

endomorfizmus, hogy

(4.45) Hy —Hs =io P.

Ezt a P tenzort a Hy és Hy kiilénbségtenzordnak hivjuk.
FEkkor P =V5 0 H; és ezért

(4.46) ioP =vyoH.
Bizonyitds. Mivel
Jo(Hy —Hy) =io(jodHy —jods) =io(Irmxyrm — Irasyrar) =0,

Hy — Hy valdban vertikdlis értékd, és igy el6all i o P alakban, ahol
P: Sec(7*7) — Sec(7*7) egyértelmiien meghatérozott (})-tenzor. Masrészt

Hi—Ho=H1 —Hao(GoH) =1 —hyoFH; = (1 —hy) oI =
:VQOg{l:iO(VQO}Cl)

miatt (4.46) is teljesiil. o

Megjegyzés. A vertikdlis leképezések kiilonbségtenzora
(447) Vl - Vz = —Vz 9 h1

alakban all elo.

4.3.2. Allitds (az erds torzié interpretécidja). Tekintsink eqy H
Ehresmann-konneziot €és a hozzda csatolt Sg¢ szemisprayt. FEkkor az Sgc-
bol szdrmaztathaté Hg, FEhresmann-konnexid és a J kilonbségtenzora a H
erds torzidjanak %-szerese:

1
(4.48) 5 — Hs,, = ZiT".
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Bizonyitds. Legyen X € X(M) tetszOleges.

~

iT5(X) 2% VS, XY — I[Sse, X" =
=v (X° — 2%(s,, ()?)) — J[S5c, X" = vX© — 2vTHs, (X) — T[Ssc, X"] =

= VXC = 2(3s, — H)(X) + I[X", So B
)

)
= J[VXC, Sy] + 2(H — Hg, )(X) + I[0XC, Sy] =
= J[vXC, Soc] + 2(H — Hg, )(X) + J([XE, Sa] — [vXC, Sac])
= J[VXC, Sac] + 2(H — Hs, )(X) — I[VXE, Syc] = 2(H — Hg,, ) (X)

4.1.3. biz.

[
[

4.3.3. Kovetkezmény. Egy H Ehresmann-konnezrid erds torzidja pontosan
akkor tiinik el, ha a J-hoz csatolt Sy szemispray dltal indukdlt Hg, Ehresmann-
konnexio megegyezik az adott H Ehresmann-konnezidval.

4.3.4. Kovetkezmény. Egy Ehresmann-konnexié erds torzidja akkor és csak
akkor tinik el, ha eltinik a tenzidja és a torzidja.

Bizonyitds. Legyen H: TM X TM — TTM egy Ehresmann-konnexio.
Az erds torzid definiciéjabdl kozvetlentil lathatd, hogy eltiing tenzid és torzid
esetén az erds torzié is eltlinik.

Megforditva, tekintsiik az Sg¢ indukdlt szemisprayt, tovabba az Sgc-bdl
szarmazé Hg,, Ehresmann-konnexiét. Tegyiik fel, hogy T® = 0. A 4.3.2. lemma
értelmében H = Hg, és Hg, torziGja eltlinik (ldsd 4.2.7. lemma). Emiatt a
T® =t + 45T relaciéban T® = T = 0, amibdl t = 0 kovetkezik. i

4.3.5. Kovetkezmény (Unicitds-tétel.). Egy Ehresmann-konnezidt egy-
értelmiien meghatdrozza az erds torzidja és az dltala indukalt szemispray.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy H; és Hy Ehresmann-konnexiék ugyanazzal a
T* erés torzival és S szemisprayvel rendelkeznek. A 4.3.2. lemma miatt
1

1
§iTS = J{l — :}CS és EiTS = J‘CQ — J‘CS,

amibol H; = Hy kovetkezik. o

Megjegyzés. A két utébbi kovetkezmény megtaldlhaté Grifone [22] cikkében
(I.56, 56) és a de Leén-Rodrigues monografidban ([15]; 4.8.1, 4.8.3) is, kiilénb6z6
bizonyitdsokkal. Az itt bemutatott targyalds eltér mindkét munkaétdl; ugy
véljiik, hogy egyszeriibb és természetesebb. [26] dolgozatunkban sziikségiink volt
az Ehresmann-konnexidk kiilonbségtenzordnak alaposabb vizsgédlatara, és ennek
soran mindegy melléktermékként nyertiik ezeket az ismert, fontos tételeket.



38 4. FEJEZET. EHRESMANN-KONNEXIOK

4.4. Ehresmann-konnexiék geodetikusai és affi-
nitasai

4.4.1. Definicié. Egy H: TM xp TM — TTM Ehresmann-konnexié geo-

detikusdn olyan v: I — M requldris gorbét értink, amelyre

(4.49) Vo# =0

teljesiil, ahol V a H-hoz csatolt vertikdlis leképezés.

Egy ¢ € Diff (M) leképezés a H Ehresmann-konnexid affinitdsa, ha megdrzi a

geodetikusokat (mint parametrizdlt gorbéket), azaz

(4.50) Vo'p 5 ~'=0, ha v geodetikusa H-nak.

H dsszes affinitdsa csoportot alkot, ezt Aff(H)-val jeloljik.

A definici6 gy is megfogalmazhatd, hogy H geodetikusai azok a reguldris
M-beli v gorbék, amelyeknek gyorsuldsa H-ra nézve horizontdlis y-menti vek-
tormez0, azaz amelyek a

(4.51) ho#% =%
feltételnek tesznek eleget.

4.4.2. Allit4s. Legyen adva eqy H: TM xpy TM — TTM Ehresmann-
konnexio. H geodetikusai egybeesnek a H-hoz csatolt Sq¢ := H o & szemispray
geodetikusaival.

Bizonyitds. Tekintsiink egy v: I — M regularis gorbét.
(a) Tegyiik fel, hogy v geodetikusa az Sqc = H o § szemispraynek (5 = Sq¢ 0 7).
Ekkor
Voy=VoSyoy=VoHodoy =0,
~ tehét geodetikusa H-nak. Megforditva, legyen v geodetikusa H-nak. A (4.51)
relacio alapjan

’)/:h"y:g‘{ojo’y(zz?)())3{0(50’}/:5}(07,

~ tehat geodetikusa a F(-hoz csatolt Sg¢ szemispraynek. m

4.4.3. Kovetkezmény. Egy FEhresmann-konnexid affinitdsai eqybeesnek a
hozzd csatolt szemispray affinitdsaival.

Bizonyitds. Legyen H Ehresmann-konnexid, ¢ € Aff(H) és tegyiik fel, hogy
v: I — M geodetikusa H-nak. Ekkor 4.4.2 értelmében v Sgc-nak is geodeti-
kusa, tehat
S3 00 = Sxcopu0f=Hobop,0f=Hopudop, of =
=Ho(px xps)odop lopoy=To(p. xp)odoy=

= 3o (p. x pu)0joi =Hojop., 0f=hopory L Hoy
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Megforditva, ha ¢ € Aff(Sy) és v geodetikusa Sgc-nak (és igy H-nak is), akkor

hO@;yf%t'}(ojoS%ogp;yy:
:f]-fO(Socpény:Sg{o o 5

poy = Yo,

azaz p € Aff(H). o

4.4.4. Lemma. Ha egy H Ehresmann-konnezid homogén, akkor H geodetikusai
egybeesnek a H dltal indukdlt Berwald-derivalds geodetikusaival.

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy tetszoleges ¢t € I esetén

(V40 0))() "2 V8 = V(i) “E V0 5(0),

és igy
Vi(§04) = Vo4

Innen kiolvashaté V és H geodetikusainak egybeesése. m

4.4.5. Kovetkezmény. Homogén H Ehresmann-konnexié esetén

(4.52) Aff(H) = Aff(V),

ahol V a H dltal indukdlt Berwald-derivdlds.

4.4.6. Allit4s. Egy Ehresmann-konnexid dltal indukdlt Berwald-derivdlds geo-
detikusai akkor és csak akkor esnek egybe az Ehresmann-konnexid geodetikusai-

val, ha az Ehresmann-konnezidhoz csatolt szemispray spray.

Bizonyitds. Megtartva az el6z6 lemma jel6léseit, tetszoleges ¢ € I esetén

(1.29)

(V56 09))(t) "="Vi(3(%))

Mivel

kovetkezik, hogy

Vi(604)=Voy « t(0) =0 2L [C,S5] = S,

amibol adodik az allitas. o
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4.5. Ehresmann-konnexiok automorfizmusai

Emlékeztetiink ra, hogy ha H: TM x ,yTM — TT M Ehresmann-konnexié
az M sokasag folott és ¢ € Diff (M), akkor H ¢ altali visszahuizottja

PFH =} o Ho (px X @)
(lasd 4.2.10).

4.5.1. Lemma és definicié. Eqy M sokasdg folotti H FEhresmann-konnexio
automorfizmusdn olyan ¢ € Diff(M) transzformdcidét értink, amelyre
o H = H, azaz

(4.53) Pax 0 H =T o (ps X ©x)

teljesiil. H dsszes automorfizmusa csoportot alkot a kompozicié miveletével, ezt
a csoportot Aut(H)-val jeléljik. A

4.5.2. Allit4s. Megtartva az elézé lemma jeloléseit, az alabbi dllitdsok ekviva-
lensek:

(4.54) peAut(H) (<= g oH=Ho (p. X ¢s));
(4.55) (s X x) 0V =V 0 us;
(4.56) pexoh =hop,;
(4.57) Dux OV =V O Py
(4.58) () X" = (e X)", X €X(M).
Bizonyitds. A 4.2.10. lemma alapjan az &llités teljesiilése nyilvanvalé. a]

4.5.3. Allitas. Legyen H egy Ehresmann-konnezid és ¢ € Diff (M) autornor-
fizmusa H-nak. Ekkor érvényesek a kévetkezd reldcidk:

(4.59) pyp ot =topy;
(4.60) pg 0T =To(pg X vp);
(4.61) pu 0 T® =T 0 pyu.

Bizonyitds. Egyszerl szamolas a 4.2.10. és 4.5.2. allitasok alkalmazdsaval.

4.5.4. Allitas. Ha ¢ automorfizmusa a H Ehresmann-konnezidnak, akkor
automorfizmusa oz dltala indukdlt Berwald-derivdldsnak is, kévetkezésképpen

(4.62) Aut(H) C Aut(V).
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Bizonyitds. A H altal indukalt Berwald derivaldst meghatarozzak a
VoY =0, VY =V[X" Y] (X,Y €Xx(M))
formuldk (lasd (4.21)), igy az 1.6.1.-ben mondottak értelmében ¢ € Aut(V)
igazolasdhoz elegendd azt megmutatnunk, hogy
V(%)#Xup#? =0 ¢és QD#(VXh?) = V(%)#me#?.

Az els6 relacié kozvetleniil adédik (2.38) és (2.44) alapjan. Ami a masodikat
illeti, a

) (4.21) (4.55)

0 (V¥ (e X @u) O VIX" Y] o ot =
= Vo g o [XN, Y0 o7 = Vo () 4 X", 1] =

v (4.58) v
=V[(0) X", (0)2Y"] =" V[(pxX)", (06X)"]

——— (4.58)
= VigpxpeaX = Vip,oxmesX

(4.21)

~

szamolas mutatja, hogy ez is teljesiil. ui

4.5.5. Allitas. Ha ¢ € Aut(H), akkor ¢ € Aut(Ss(), ahol Sy == Hod a H-
hoz csatolt szemispray. Megforditva, ha S szemispray M folétt és Hg az S dltal
indukdlt Ehresmann-konnezid (ldsd 4.1.3), akkor Aut(S) C Aut(Hg).

Bizonyitds. Ha ¢ € Aut(JH), akkor

— _1 (4.54
s 0o 00r ! = oM oot U2

=FHo(p. xps)odop,t =Hobd =Sy,
igy ¢ € Aut(Sq).

Megforditva, legyen S szemispray és ¢ € Aut(S). Ekkor barmely X € X(M)
vektormezdére,

= . 1
prr 0 Hs(X) "2V L (g0 X+ oy [XY, ) =

1
= E(w**ochIl+¢**O[X“,S]O<p;1)0<p*=
1 v
=3 ((2) X+ (u) [XY,S]) 00 =
elt

(X)) + (04 X)", (pu) £5]) 0 0 &

(e X)S + [0 X)", S]) 0 0 = Hs(ppX) 0 0. =

:}CSO@#)?O()D*:%SO((P* X(P*)OX,

N | =

N =

és ez bizonyitja az allitds masodik részét. O
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4.5.6. Tétel. Az M sokasig egy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor
automorfizmusa eqy M folotti H Ehresmann-konnezxionak, ha automorfizmusa
az Sy¢ csatolt szemispraynek, és teljesil a pp o TS =T o pyu reldcio.

Bizonyitds. A 4.5.3. és 4.5.5. allitdsok alapjan a feltétel sziikséges.
Az elegenddség bizonyitdsahoz tekintsiink egy ¢ € Aut(Sq¢) leképezést és tegyiik
fel, hogy w4 o T® = T* o px. Ekkor tetszéleges X € X(M) vektormez6t véve,

PsT(X) = oz (V[Sse, X*] = j [S3c, X"]) =
= gu 0 V[S36, X'] = jo (9u)p [Sac, X" "E 0 0 V[Sa¢, X¥] - [S% () poHoX]|.
Masrészt,
T*(py X) = T4 X) = V[S0, (94 X)"] = § [ S, 30 o X | =
felt.

= V[Sac, (¢2) £ X"] — [sﬂ,gfow# o A} clt

= Vo (¢ [S36, X] = [S36,5 0 e 0 X] .
Igy a masodik feltétel (pz 0 T® =T 0 @y) az aldbbi egyenldséggé alakithaté:

(1 0V = Vo (9)3) [S56, X' =3 [Sac, (9) 0 9 — Ho ) X]
Ezzel ekvivalens a kovetkezo:

(4.63) 0 (g 0V = Vo (0.)) [S90, X1 =T [Soc, ()4 0 H = Ho o) X .
Ennek bal oldalat alakitva,

io(pgoV—=Vol(p)u)=(p)gov—vo(p.)s
(4.63) jobb oldaldn a zérdjeles kifejezés a kovetkezOképpen valtozik:
o (2.24) ) . (2.46)
((p)gp 0o H =Hopu) X "="((pu)gg 0 Hoj—Hopy o)) X 7=
= ((p)goh—ho(p.)s) X == (vo(p.)s — (u)s ov) X
Ezek alapjan (4.63) a

(4.64)
() 0 v = v o (pu)y) [Soc, JXT = =J [Sac, ((pe) g 0 v — v o (i) 4) X

alakot olti. Mivel

J((pu)pvX) =T opuovXop ! =
= P 0 J(VX) 00t =0,
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(px)xvX© vertikdlis, és emiatt ((p.)g ov — Vo (p.)x) X szintén vertikdlis.
Alkalmazhaté ily médon a (3.4) Grifone-azonossg, és {gy azt kapjuk, hogy
(4.64) ekvivalens a

(4.65)  ((pe)g oV =vo(pn)s) [So, JXT = ((pu)g 0 v — Vo (pa)g) X
relacioval. Itt, a 3.1.3 lemmat felhasznélva,

[S9¢, X = —[XY,S9] = =X —, ne X' (TM).
((ps)s 0oV —v o (ps)x)n =0, mivel birmely Y € X(M) esetén

((p)gov—vo(p)p) Y = (pu)pY" —v((ps)pY") =
= (pzY)" = v(pgY)" =0.

Igy végiil a (4.65) reldciét a

—((p)g ov —vo(pa)s) X = ((pa)g oV = vo(pu)g) X©

forméban irhatjuk fel, amibél kovetkezik, hogy (p.)# o vX©¢ = v o (p.)xXC.
Ebbdl @, 0 v = v o ., adddik, és ez a 4.5.2 alapjan ekvivalens azzal, hogy
p € Aut(H). a)

4.5.7. Kovetkezmény. Ha M egy H Ehresmann-konnezidval elldtott sokasdg,
akkor eqy p: M — M diffeomorfizmus pontosan akkor automorfizmusa H-nak,
ha ¢ € Aff(H) és az erds torzidra teljesil a @u o TS = TS o py feltétel.

Bizonyitds. Az el6z6 tételre tekintettel csupan azt kell beldtni, hogy
Aut(Sy¢) = AfI(H). Ez pedig igaz, ugyanis

Aut(Sac) *E Af(Sq0) V2D AR ().

Diszkusszié

o
Legyen D kovaridns derivalds az M sokasdgon (vagyis a 7ps érintényaldbon),
o

a torzidjat jelolje T(D). JOl ismert a klasszikus elméletbdl (1asd példaul [43]),
hogy M-nek egy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor automorfizmusa

o o
D-nak, ha affinitdisa D-nak (azaz ,totdlgeodetikus transzformdcié”) és megdrzi
o

a torzidt, vagyis pu o T(D) = T(ﬁ) o @4. Szakaszunk hatralevd részében azt
vizsgaljuk meg, hogy miként kaphatd vissza ez a fontos tétel az Ehresmann-
konnexiékkal kapcsolatban most nyert eredményiinkbol.
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Emlékeztetiink arra, hogy ha J{ olyan homogén Ehresmann-konnexi6é M
folott, amely a teljes értelmezési tartomdnydn C'-osztdlyd, akkor egyértelmiien

létezik olyan D kovarins derivélds M-en, hogy tetszOleges X,Y € X(M) esetén
(4.66) (DxY)' = [X", Y] =iVY

(V a H-bdl szarmazé Berwald-derivalas), és D geodetikusai egybeesnek JH geo-
detikusaival ([37] 2.32 Prop. 3; ldsd még [12], [38]). EbbSl azonnal kivetkezik,

hogy Aff(D) = Aff().

Megmutatjuk el6szor is, hogy D és K automorfizmuscsoportja eqybeesik:
(4.67) Aut(D) = Aut(%).

Ha ¢ € Aut(3H), akkor tetszleges X,Y € X(M) vektormezdk esetén

v (4.66) ) 4.5.4.

(P DxY)" = () #(DxY) (0u) 0iVxnY =iopu(VinV
= (4.58) , —— (4.66)  ©

=iVigyuxrpzY = iV xpezY = (DeuxezY)’

ami azt jelenti, hogy ¢ € Aut(ﬁ). Ezzel belattuk, hogy Aut(H) C Aut(lo)).

o

A forditott irdnyu tartalmazds igazolasahoz tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Ekkor
tetszbleges X, Y € X(M) esetén

o o

(p2)#(DxY)" = (Dy,xpxY)".
Tekintettel D definiciéjara, ez ekvivalens a
(4.68) [(0) X" = (0 X)" (3 Y)'] = 0
relaciéval. Itt a (.) 2 X" — (0 X)" vektormezd vertikdlis, ugyanis

I((0) 2 X" = (0 X)) P27 (0.)4 0 TX" — Iy X)" =

= (pu)goiojoH(X) —iojoH(puX) =
= () X" —i(pX) = (@) X" — () X" = 0.

Ismert, hogy T'M egy vertikalis vektormezdje pontosan akkor vertikalis lift, ha
a vertikdlis liftekkel képzett Lie-zéréjelei eltiinnek ([37], 2.4.(6)). Igy (4.68)-bdl
kovetkezik, hogy van olyan Z € X(M) vektormez6, amelyre

(P)a X" = (e X)" = 2.
Ezt felhasznalva, H homogenitdsa alapjan

27 P2 12, € = () X", C] — (94 X)P, C] =

()2 X" (9)4C] = [(p£X)", C] = (pu) 0 i8(X) — it((2X)") = 0
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adddik, tehat
(pu)a X" = (ppX)", X € X(M).
Ez 4.05.2. értelmében ekvivalens azzal, hogy ¢ € Aut(H). Kovetkezésképpen
Aut(D) C Aut(H) is fenndll, amivel (4.67) bizonyitast nyert.
Egyszertien ellenérizhetd, hogy D és K torzidéjanak kapcsolatat a
(4.69) (T(D)(X,Y)) =iT(X,Y); X,Y € X(M)

reldcié adja, igy (4.60) figyelembevételével
(4.70) o € Aut(H) = g o T(D) =T(D) o (pp X pu).
Osszegezve: amennyiben H a teljes értelmezési tartomdnyan C'-osztdly,

homogén Ehresmann-konnexié M folott és D az 4ltala az (4.66) formula szerint
meghatarozott kovaridns derivalas, akkor érvényesek a kovetkezo implikdciok:

0 c Aff(D
o € Aut(D) { peAD)
g 0T (D) =T(D) o (pg X oz)
(4.67) (4.70) l

v € Aut(H)

4.5.7 pypoT®s=T%0py

{ o € A(H) = AfE(D)
Innen kozvetleniil kiolvashaté a diszkusszio elején idézett klasszikus tétel, st az
is kideriil, hogy ez valdjdban kis mértékben élesithetd, nevezetesen igaz a

4.5.8. Tétel. Az M sokasaig egy  diffeomorfizmusa akkor és csak akkor auto-

morfizmusa eqy M-en adott D kovaridns derivildsnak, ha affinitdsa D-nek és
w4 0i5T =i5T 0 oy, ahol T a (4.69)-cel karakterizdlhatd tenzor.

Bizonyitds. Az el6zbekhez mér csak annyit kell hozzétenni, hogy a D-hoz
tartozé Ehresmann-konnexié erds torziéja a homogenitas miatt az isT tenzorra
redukélodik (v.6. (4.34)). O



5. fejezet

Vonalelem D-sokasagok

5.1. Regularitas és csatoltsag

5.1.1. Definicié. Vonalelem D-sokasdgon olyan (M, D) pdrt értink, ahol
M eqy sokasdg, D pedig kovaridns derivdlds a 7T visszahizott nyaldbon, vagyis
olyan B B

D: X(TM) x Sec(t*1) — Sec(t*1) (§,Y) — DY

leképezés, amely elsd valtozdjdban tenzoridlis, mdsodik vdltozdjdban derivdcid.
A D-hez tartozé v-kovarians derivélason a

51 DY: Sec(t*71) x Sec(m*1) — Sec(7*7),
(5.1) (X,Y)'—>DV)~(Y = D;3Y
leképezést értyiik.

Egy (M, D) vonalelem D-sokasédg (vagy egyszerlien a D kovaridns derivalds)
torzidja a

T(D): X(TM) x X(TM) — Sec(t*1),

(5.2) T(D)(&,m) == Dejn — Dyj& —j[&,m]

(;)—tenzor. Kozvetlentll lathaté, hogy T(D) ferdeszimmetrikus és mindkét
valtozéjaban tenzoridlis.

DY és a VY kanonikus vertikalis derivélt (14sd (4.24)) kiilénbségtenzora a
(5.3) $(X,Y)=VLX —DLX =jliY,n] - DX  (jin=X)
leképezés, amelyet Finsler-torzionak is szokas nevezni ([16], [37]).

5.1.2. Definicié. A 77 nyaldbon adott D kovaridns derivilds deflexidéjdan

(5.4) w: X(TM) — Sec(777), &€ — p(§) = Deo,

46
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réviden a p := D6 leképezést értjik. D v-deflexidja a
(5.5)  p':=poi: Sec(r*r) — Sec(r7), X — p'X := p(iX) = D, 50

leképezés. A kovaridns derivildst regularisnak, illetve er6sen regularisnak
mondjuk aszerint, amint a v-deflexidja fibrumonként injektiv leképezés, illetve
Sec(7*7) identikus transzformdcidja. D vertikélisan természetes, ha DY = VV.
Ha D regularis, akkor magdt a vonalelem D-sokasdgot is reguldrisnak mondjuk.

Megjegyzés. Ha p¥ fibrumonként injektiv, akkor egyben bijektiv is fibru-
monként, mert fibrumonként linearis transzformacié, és a fibrumok véges di-
menziés vektorterek.

5.1.3. Lemma. Egy (M, D) vonalelem D-sokasdg akkor és csak akkor reguldris,
ha a p = Do deflexid nulltere direkt dsszeadandé X(T M)-ben, mégpedig

(5.6) Ker(u) @ X'(TM) = X(TM).

Bizonyitds. (1) Tegyiik fel, hogy D reguldris. Ha { € Ker(u) N X'(T'M),
akkor £ =1iX (X € Sec(r*7)) {rhatd, igy a £ € Ker(u) feltétel azt adja, hogy

0= p(§) = poi(X) = p'(X),

amib6l pV injektivsége miatt X = 0 kovetkezik, és igy egyben & = 0. Ezzel
belattuk, hogy

(%) Ker(p) NXY(TM) = {0}.
A p¥ =10 p kapcsolat alapjan
w(XY(TM)) = p(iSec(r*7)) = p’(Sec(r*71)) = Sec(r*7),

hiszen ;' egyben sziirjektiv is. Igy rang(Im(p)) = n, és ezért egyben
rang(Ker(u)) = n. Ez az észrevétel a (x) relicidval egyiitt (5.6) helyességét
jelenti. _ _

(2) Megforditva, tegyiik fel (5.6) teljesiilését. Ha p¥(X;) = p'(X2), akkor

0= ,U,V()?l - 5(:2) = u(if(l — i)?g),
fgy iX; —iX, € Ker(y). Ugyanakkor iX; —iX, € X¥(TM), ezért a feltétel miatt

iX; = iX,, innen pedig X; = X, kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy p" injektiv;
D tehat reguldris. m

5.1.4. Lemma. Egy vonalelem D-sokasdg vertikdlis deflexidja elédllithatd a

(5.7) p = ]-Sec(‘r*‘r) — S

alakban, ahol 8 a Finsler-torzid.
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Bizonyitds. TetszOleges X € Sec(7*7) esetén

i58(X) = 8(3,X) = V,50 — D;30 =

(3.4) v/ -
=X K (X) = (]—Sec(‘r*‘r) — M )(X)7

ami a kivant formula helyességét jelenti. O

= j[iX,H o0 8] — p*(X)

5.1.5. Definicié. A D: X(T M) x Sec(7*1) — Sec(7*71) kovaridns derivdlds
Modr-Vanstone reguléris, ha (p' — lgec(r+7))? = 0.

5.1.6. Kovetkezmény. Ha (M, D) vonalelem D-sokasdg, akkor

(5.8) D wvertikdlisan természetes <= 8§ =0,
(5.9) D erdsen requldris <= 158 =0,

(5.10) D Modr-Vanstone reguldris <= i58 0458 =0,
(5.11) D reguliris <= (lgec(r+r) — 158) bijektiv,

kovetkezésképpen érvényesek az aldbbi implikdciok:
vertikdlis természetesség = erds reqularitds —

= Modr-Vanstone regularitis = regularitds.

Bizonyitds. A (5.8) evidens, (5.9), (5.10) és (5.11) kozvetleniil adddik (5.7)-
bél. (5.8)—(5.10)-bdl a (5.12)-beli elsé harom implikdcié kiolvashato.
Végiil a Moér-Vanstone regularitas maga utdn vonja a regularitast, mivel

(5.12)

y o (5.7 , 5.10
1 (2 1sec(rer) — 1) g Lsee(rer) — (i58) 1% Lsec(r=r)s

(2 ’ 1Sec(7‘*7‘) - MV)NJV = (]-Sec(T*T) - iSS)(]-Sec(T*T) - 168) = ]'SeC(T*T)V

tehat p* invertdlhaté (inverze a (2 - lgee(r+r) — i) transzformdcié) — és igy p”
bijektiv. O

5.1.7. Definicié. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, és tegyiik fel, hogy M
folétt adva van eqy H Ehresmann-konnexid. Ekkor a

Dh: Sec(7"7) x Sec(7*7) — Sec(7*7),

(X,)Y) — D%Y =D, Y

(5.13)
leképezést h-kovaridns derivalasnak nevezziik.

D kovaridns derivalds H-deflexidja a

(5.14)  p’C:= D"§: Sec(t*7) — Sec(77), X — (X)) = D, %9,
leképezés. Azt mondjuk, hogy D H-hoz csatolt, ha

(5.15) Ker(p) = Im(H),

illetve hogy D erdsen csatolt H-hoz, ha

(5.16) w=Ds=".
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Vegyiik észre, hogy D H-deflexiéja u’t = po 3.

5.1.8. Lemma. Egy H FEhresmann-konnexiobol szdrmazé Berwald-derivdlds
akkor €s csak akkor erdsen csatolt H-hoz, ha H homogén.

Bizonyitds. Ez kozvetleniil adddik az erés csatoltsag definicidjabdl és 4.2.5-
bol. O

5.1.9. Allitas. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, 3 Ehresmann-konnezio
M félott.

(1) Ha D pontosan akkor csatolt H-hoz, ha reguldris és eltinik a H-deflexidja.
(2) D akkor és csak akkor erdsen csatolt H-hoz, ha erdsen reguldris és eltinik
a H-deflexidja.

Bizonyitds. (1) Ha D 3H-hoz csatolt, és igy Ker(y) = Im(KH), akkor
Ker(p) @ X(TM) = X(T'M), ami 5.1.3. értelmében D regularitasat jelenti.

Mivel tetszéleges X € Sec(r*7) esetén p?(X) = po H(X) = 0, ekkor D H-
deflexigja is eltiinik.

Megforditva, legyen D reguldris és teljesiiljon u’t = 0. Tetszéleges & € X(T'M)
vektormezé egyértelmiien eldallithatéd a

§ = v§+hg =i(VE) + H(jE)
alakban. Ha ¢ € Ker(u), akkor
0= () = poi(VE) + pod(j€) = p'(VE) + 1’ (§¢) = " (Ve),

amib6l u¥ injektivsége miatt V& = 0, ebbdl pedig v& = 0 kdvetkezik. fgy tehat
& =h¢ € Im(KH). Megforditva, ha £ € Im(H), akkor £ = h = H(j€), és igy

(&) = po H(§E) = 1’ (j¢) =0,

tehat & € Ker(u) és igy Ker(p) = Im(H).
(2) Ha D a H-hoz er6sen csatolt, akkor

tehat D valéban erésen reguldris, és u”t = 0.
Megforditva, ha D erdsen reguliris és a H-deflexidja eltiinik, akkor tetszéleges
&€ X(TM) esetén

D5() = DS(hE + vE) = DS(H 0 j€) + Ds(io VE) =
= u7(§€) + w* (VE) = V¢,

tehat Do =V, azaz D H-hoz csatolt. o
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Lok4alis leirdas. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasig. Kijelolve M-en
egy (U, (uh)™,) térképet és tekintve TM-en az (1.11) indukalt térképet, D
Christoffel-szimbdlumai (U, (u*)™_,)-ra vonatkozdan) a

—_— - — —

0 , 0 0 , 0
(517 Dt g = Tngui Pt pur = Cingu
relacidk altal egyértelmiien meghatarozott
Ffj: T U) — R, Cikj: Y U) —R; i, ke{l,...,n}

sima fiiggvények.
Az (5.3) altal értelmezett Finsler-torzié komponensei

NEAN E_D D e 0 D
dui’ duk | T V5T dud Fouw e ow M ui’
fgy D pontosan akkor vertikdlisan természetes, ha C' =20 (i,7,k € {1,...,n}).

Mivel

IR 9 9 Ty
— J_— ) = 0.
58 (a k) 5<y aua"auk> v Ci g

(5.9) értelmében az erds reqularitds lokdlis feltétele
(5.18) y*Ci =0 (i,5,ke{l,....n})

teljesiilése. (5.7) alapjdn azt is megdllapithatjuk, hogy

AN T (TN T i D s ey O
: (au>—au58<au> gur Y Civgs = (5 +0°C)

azaz

v 79\ _ 7 ki /8\
(5.19) p (W) = (05 + " Ch) 55
kovetkezésképpen
(5.20) D reguléris <= det (5; + ka;k) £0
Végiil
A A A L0 0
“5°”8<w>:“8<5 ak’am)):
el L0 9
_ k T —
= —i58 (y Jkaw) Ck8< 8ul’8ur>
e O
— yklejk rla =
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ezért D Modr-Vanstone reqularitdsinak lokdlis feltétele
(5.21) v CRCy =0, jsed{l,...,n}
teljesiilése.

Megjegyzés. A regularitdsi feltétel egyik els6 megfogalmazasival H. Akbar-
Zadeh egy dolgozatdban taldlkozhatunk ([1], ldsd még a [2] monografiat).
Az erds regularitds feltétele ekvivalens a Matsumoto-elméletben szerepld
Ci-feltétellel (ldsd [28], Prop.13.4, Def.13.3), béar ez elsé rdnézésre nem
nyilvdnval6. A feltétel lokilis alakja Matsumotonal y/C}, = 0 — ezért C;! -
az eltérés oka az, hogy Matsumoto a konnexiéparaméterek bevezetésénél az
(5.17)-belitél kiilonboz6 konvencidt alkalmaz. Végiil az altalunk Modr-Vanstone
reqularitdsként emlitett feltétel az (5.21) lokélis formdban Modr Arthur [29],
illetve J. R. Vanstone ehhez kapcsolédé [41] dolgozatdban bukkant fel. Ezt a
feltételt csak a teljesség kedvéért emlitettiik meg; dgy taldltuk, hogy a tobbi
regularitasi feltétel egyszertibben, illetve hatdsosabban alkalmazhaté6 (a szerzok
altal vizsgalt kérdésekben is).

Tegyiik fel, hogy (M, D) vonalelem D-sokaség és legyen ¢ € Diff (M). Ekkor
a 2.3.1-ben mondottaknak megfeleléen (¢, X ¢., ¢,) automorfizmusa 7*7-nak,
igy tekinthetjiik D ¢, X @, altali visszahizottjat. Ez 1.6.1. értelmében szintén
kovaridns derivalds a 7*7 nyaldbon, amelyet (¢, x ©,)# D helyett egyszertien
©* D-vel jeldliink. (1.21) most a

(5.22) (@*D)eY := ' Dy ,e08Y; €€ X(TM),Y € Sec(r*7)
alakot Olti. Ekvivalens médon,

(5.23) Dip.) Y = (o X p.) 0 (¢*D)eY 0 o],

5.1.10. Lemma. Legyen (M, D) wvonalelern D-sokasdg, o € Diff(M), és te-
kintsik az ©*D kovaridns derivdldst. Ha ¢* D deflexidja, illetve v-deflexidja

u#, illetve (u)¥, akkor

(5.24) p# =gt oo (pa)4,
(5.25) (1)* =t o p o oy,

igy ha D reguldris, illetve erésen reguldris, akkor ©* D is ilyen tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Tetszbleges £ € X(T M) vektormez8 esetén

_ (2.39) _
P (&) = (p#D)ebd = 03" Dy e 06 = 03 Dip.y,ed =
= 0, 1 () #8) = @' oo (00)#(8),
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ami igazolja (5.24)-et.
Hasonlé médon, ha X € Sec(77) tetszéleges, akkor
N _ (2.39),(2.45) _
(1) *(X) := (‘P#D)ifﬁ = @#1D(¢*)#i5{¢#5 = 90#1an#5(5 =

= 0L 1 (ppX) = L' o p o py(X),

ami (5.25) helyességét jelenti. 0

5.2. Regularis kovaridans derivalas altal indukalt
Ehresmann-konnexio

5.2.1. Tétel és definicié. Tegyiik fel, hogy (M,D) reguldris vonalelem D-
sokasdg. Ekkor az

lp: X(M) — X(TM), X+ Up(X) = X —i(") ' Dx6

leképezés horizontdlis liftelés (azaz eleget tesz a 4.1.2.-beli feltételeknek) és igy
meghatdroz eqy Hp: Sec(t*1) — X(T M) Ehresmann-konnexidt, amelynél

(5.26) Hp(X) = X —i(u") 'Dxs (X € X(M)).

Ezt az Ehresmann-konnexiot a D kovaridans derivalas dltal indukalt Ehresmann-
konnexiénak nevezzik.
A Hp-hez tartozé horizontdlis projektor

(5.27) hp = Ly —io (p) " op

(ahol p := D4, illetve p¥ := DY6 a D deflexidja, illetve v-deflexidja).

A Hp FEhresmann-konnexio képtere megegyezik a 1 deflexid nullterével:
(5.28) Im(Hp) = Ker(p).

Amennyiben — specidlisan — D erdsen requldris, gy

(5.29) (p(X)=Hp(X) =X —iDxs (X € X(M)) és
(5.30) hp = lx(ray —iop.

Bizonyitds. El6szor ellendrizziik, hogy a 4.1.2.-beli feltételek teljestilnek.
Tetszdleges X € X(M) vektormezd és f € C°(M) fiiggvény esetén

(p(FX) = (FX)° = i(1") " Dyx)ed =
=YX+ fCXY - fVi(IJLV)leXC(S _ fci(/iv)leXvé _
=f (XC —i(uv)*lDXczS) +feX” —fci(uv)’chS(i)?) D=
= fYUp(X) — f9(XY - i(ﬂV)—1uv)?) _
= P'o(X) = fA(X" 1K) = f'Ep(X),
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és
Jolp(X)=IX—Ji(n') 'Dxed =JX = XV = 0"(X).

A horizontdlis projektort vizsgilva:

hp(X€) :=Hp 0j(X°) = Hp(X) = X —i(s") "} (Dx-0) =

= X —i(1") T (X®) = (Lerary — o (1) 7" o ) (X°);

hp(X") :=3Hpojoi(X) =0,

és a vertikélisan liftelt vektormezoket (5.30) jobb oldala is eltiinteti:
(Lecran —io (1) ™" o ) (X¥) =X" —i(n) 7 pi(X) =
= XY —i(p) (X)) = XY —iX =0.

Ervényes tehdt a hp = 1ypp) —io (u¥) =1 o p relécié.
Mivel

W(Hp(X)) = u(XE —io (1)~ (Dx<0)) =
= p(X) —poio(u) o p(X) = p(X) — u(X°) =0,

Im(Hp) C Ker(u) is teljestil.
Miésrészt tetszéleges € € Ker(u) vektormezét véve, és €-t € = hp+vp€ alakban
allitva el6,

(&) = p(hp&) + p(vpé) = w(Hp 0 j§)) + u(ioVp(§)) =
= poi(Vp(§)) = n'(Vp(§))
folytan
§€Ker(p) = p'(Vp(§) =0 = Vp() =0,

hiszen a feltevés értelmében p" bijektiv.
Vp(€) = 0 miatt egyben vp(§) =ioVp(§) =0, és ezért £ = hpé € Im(Hp),
tehat

EeKer(p) = &elIm(Hp),

és gy Ker(u) C Im(Hp). Ezzel a bizonyités teljes. O
Lokalis leiras. Felhaszndlva a D kovaridns derivalds (5.17)-ben bevezetett
Christoffel-szimbdlumait, tetszbleges j € {1,...,n} indexre
e} 0\ . y el
— | =\ = - D A r
b <8u3> <8u1> i) (3%)Y GuF
0 - D0 i e[ O
= — — D o = — — F - | =
oxJ i) 57 ouk  dxi Y (") ou’
) . )
= —_— F LT = — F LT
O Tur oz Y T ikTigyr
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ahol (5.20) alapjan
(L7) = (L) = (67 +y°Cr) "
Igy ha Hp Christoffel-szimbélumainak csalddja (N7}), akkor
Nj krékLr = NjL, = ykrskél =y ngv
kovetkezésképpen Hp Christoffel-szimbdlumai az
(5.31) NI(SL+y°Cl) =y"Ths  ije{l,....n}

reldciok dltal ((5.21) értelmében) egyértelmtien meghatdrozott N7 fiiggvények.
Ha — specidlisan — D erésen regularis, akkor (5.19) figyelembevételével azt
kapjuk, hogy

(5.32) Ni=y*Ti;  ijed{l...,n}.

5.2.2. Allitds. Ha D regquldris kovariins derivdlds, akkor pontosan egy olyan
H Ehresmann-konnexio létezik, amelynek eltinik a H-deflexidja. Ez a konnexio
a D dltal indukdlt Hp Ehresmann-konnexio.

Bizonyitds. Tekintsiik a H{p Ehresmann-konnexiét, J{ pedig legyen olyan
Ehresmann-konnexié, amelyre

Dy 5,0 =0, X € Sec(r*7).

Ekkor H és Hp kiilonbségtenzora (4.46) alapjan Vp o H, ahol Vp a Hp-hez
tartozé vertikalis leképezés, tehat

H—Hp =io(Vp oK)
Tekintsiik D u¥ v-deflexiéjat. Tetszéleges X € X(M) vektormezd esetén
1 (Vp o H)(X) = D, 5=
6 — Dy,

i(Vpo30(%)0 = Dige305)(%)

Dy(x) 060 = Dagz)0 = 1(Hp (X)) =
hiszen Dy 10 = 0 a feltétel szerint, és 1(Hp(X)) is elttinik (5.28) miatt. A
kapott eredménybdl p¥ bijektivsége miatt Vp o H = 0 kdvetkezik, amibdl a

kivant H = Hp relacié adodik. |

5.2.3. Lemma. Legyen adva egqy H: TM Xy TM — TTM FEhresmann-
konnexid és tekintsik az dltala indukdlt V Berwald-derivdldst. A

by X(M) — X(TM), X —tly(X) =X —iVxd

leképezés eqy Hy Ehresmann-konnezxiot hatdroz meg, amelynél U-Cv()A() =
Iy (X), X € X(M).
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Bizonyitds. V er6sen regularis, ugyanis

V(X)) = j[X¥, H 0 6] = j[X", 85 E X,

igy 5.2.1 értelmében a lemma igaz. O

5.2.4. Tétel (a tenzidé interpretacidja). A H és a Hy Ehresmann-
konnexidk kilonbségtenzora H tenzidja:

(5.33) H-—Hy =iot.
Bizonyitds. Tetszbleges X € X(M) esetén
Ho(X) = X —iVxed = XC — iVpxed — iVyxed =
= X© — iV 10 — iVioyxed = X¢ — v[X", O] — J[v X<, H 0 ] &
= X¢—v[X", C] - vX®=hX®—iV[X" (] =
= X" —it(X) = (H —iot)(X),

kovetkezésképpen H — Hy =iot . O

Megjegyzés. Ha (M, D) regularis vonalelem D-sokasdg, és Hp a D éltal
indukélt Ehresmann-konnexid, akkor az 8 Finsler-torziét eléallithatjuk T'(D)
segitségével is az

(5.34) S(X,Y) = T(D)(HX,iY), X,Y € Sec(r*r)
formula szerint, hiszen
S .o = e S et e (4.24)
T(D)(HX,iY) = Dy 5jiY — DigjHX —jHX,iY] =

¢ o % XY e %y
=Dy X +VyX =VLX - DLX = §(X,Y).

5.2.5. Definicié. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, Hp a D dltal
indukdlt Ehresmann-konnexid. A

(5.35)
T: Sec(r*7) x Sec(t* 1) — Sec(r*7)  T(X,Y) :=T(D)(HpX,HpY)

tenzort D horizontélis torzidjdnak nevezzik.
(5.2) alapjan

(5.36) T(X,Y) =Dy Y — Dy X —j[HpX,HpY].

Megmutathaté (ldsd [37]), hogy D torzidja el6allithaté a

(5.37) T(D)(&n) = T({&,dn) + 8(E, Vi) — 8(jn, VE)
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alakban, ahol &, € X(TM) és Vp a Hp-hez csatolt vertikélis leképezés.

A D" és a Hp-hez tartozé6 V" (ldsd (4.23)) h-kovaridns derivaldsok
kiilonbségtenzora a

(5.38) PX,Y) =Dy Y =V, 5V, XY €Sec(r'r)

(})—tenzor.

Azonnal 14thaté, hogy reguldris (M, D) vonalelem D-sokasdg esetén az in-
dukalt H p Ehresmann-konnexiébdl szarmazé V Berwald-derivalas pontosan ak-
kor esik egybe D-vel, ha az S és P kiilonbségtenzorok eltiinnek.

5.2.6. Lemma. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor a D dltal in-
dukalt Hp Ehresmann-konnexid erds torzidja megkaphato a

(5.39) T® = isT —i5P,
formula szerint.

Bizonyitds. 5.2.2. értelmében D Hp-deflexidja eltiinik. fgy, a rovidség
kedvéért az S := Hp o § jelolést alkalmazva, tetszéleges X € X(M) vektor-
mez6 esetén

(isT — isP)(X) = T(5, X) — P(6, X) (5.36).(5.38)

= DsX — Dynd —j[S, X" — Ds X + V[S, X"] =

4.36) s

= VIS, X¥] —j[8, x") “29 s (%),

5.2.7. Allitas. Legyen (M, D) reguldris wvonalelem D-sokasdg. A Hp
Ehresmann-konnexio akkor és csak akkor szarmazik egy szemispraybol 4.1.3.
szerint, ha D horizontdlis torzidja, valamint a P kilénbségtenzor kiézétt a

(5.40) T(X,Y)=P(X,)Y) - P(Y, X)
osszefliggés all fenn.

Bizonyitds. A formuléit elegend6 X ,}A/ bazikus vektormezokre ellendrizni.
Ekkor

T(X,Y)=DxY — Dyn X — j[X", Y1),
PX,Y)=DxnY — VY = DY — VX" YY),
PY,X) = Dy X — V[Y", XV,
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ahol a horizontalis liftelések Hp szerint értendok. fgy
(PX,7) — PV, X)) =i(Dxn¥ — Dya X — VX", vV + V[vh, xv]) (&
= i(Dxe¥ — Dy X — X" YY) X, Y] - (X VY] 4+ YR XY =
—iT(X, V) + X" YN - X" v 4+ v xv @
= iT(X, V) + (X, Y] — (X" v + [vh, xv)) “2Y
=i(T(X,Y) - T(X,Y)).
A (x)-gal jelolt lépésben azt hasznéltuk fel, hogy

Ix, v = Jh[X", Y] + Iv[x", vh] = Jhxt v Y ax, v =[x )
Ily moédon
T(X,Y)=P(X,Y)-P(V,X)+T(X,Y), X,Y € Sec(rr)

kovetkezésképpen (5.40) akkor és csak akkor teljesiil, ha Hp torzidja eltiinik.
Ez pedig ekvivalens azzal (14sd példdul [37]), hogy Hp a 4.1.3. 4ltal leirt médon
szemispraybdl szarmazik. o

5.3. Vonalelem D-sokasagok geodetikusai és
affinitasai
5.3.1. Lemma és definicié. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg. Tekintsink
eqy v: I — M gérbét, és legyen c: I — TM gérbe fedégorbéje v-nak, azaz
olyan T M -beli gorbe, amelyre T o c = ~ teljesil. Ha X € X(M), akkor
Xoc: I —TM xy TM, t+— (c(t), X(v()))
c-menti szelése a visszahizott nyaldbnak. Amennyiben
Do(Xoc) =0,

gy azt mondjuk, hogy az X vektormezd parhuzamos a - gérbe mentén a c
fed6gorbére vonatkozdan. Ha feddgorbe gyandnt a ~ gorbe v: I — TM se-
bességuektormezdjét valasztjuk, akkor

Dy(Xo%)=0
teljesiilése esetén az X vektormez6t v mentén parhuzamosnak nevezzik.

5.3.2. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, v: I — M egy girbe,
X € X(M). X akkor és csak akkor pdrhuzamos v mentén y-nak egy c
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fed8girbéjére vonatkozdan, ha kivdlasztva M-en egy (U, (u'),) térképet, és te-
kintve TM-en az dltala indukdlt térképet (1.11), a vektormezé X* = (yioX) [ U
komponensfiigguényei eleget tesznek az

(Xi09) + (T 00) 77 (XFor) +(Ciyoc) ' (XFory) =0
(ie{l,....n})

reldcionak, ahol a T% : 771 (U) — R és a Cly: 7' (U) — R fiigguények D
Christoffel-szimbdlumai a vdlasztott térképre vonatkozdan,

(5.41)

Fii=wlory, di=ylog ie{l,...,n}.
Specialisan, X akkor és csak akkor pdrhuzamos v mentén, ha

(XP07) + (T4 04) 77 (XFoy) + (Chod) 77" (X*oy) =0

(5.42) ! (ie{l,...,n})

Bizonyitds. Jegyezziik meg elGszor, hogy tetszoleges ¢ € I esetén

(0 = 00 () ai,.)c(t) oo/ 82)@ .

Itt zoc=u'oToc=u' oy =:~", tehit

fey
(D (Xoc)) @) "2" Doy X = D; (XkoT)z—
¢ &(t) &(t) Ouk
=(t)(X o T)i + (X" o7)(c(t)) Dege "
ouk &0 Gk




5.3. VONALELEM D-SOKASAGOK GEODETIKUSAI ES. .. 59

= (X" o7)'(1) ( 2 ) + Th(e(t) 7 (O (XF o)1) ( ai) +
e(t) c(t)

O (e(t)) & (#)(XF 0 )(t) ( 3(,?”») =
(t)
- ((Xi 07) + (T oc) v/ (XF0m) + (Cloc) & (X* 07)) ®) (a?ﬁ') ’
c(t)

amibdl kévetkezik az X y-menti vektormez6 c-re vonatkozé parhuzamossaganak

a koordinatas feltétele.

Ha specialisan ¢ = 4, akkor y*oc =: ¢t = ’y“, és (5.41) a (5.42) relaciéhoz vezet.
O

5.3.3. Kovetkezmény. Megtartva az eléz6 lemma feltételeit és jeloléseit, ha
az X, Y € X(M) vektormezdkre X oy =Y o+, akkor teljesiil, hogy

(5.43) Ds(X 04) = D5 (Y 04).
Bizonyitds. Ez kozvetlenill adédik (5.42)-b6l, mert
Xoy=Yoy <= v'oXoy=u'oYory, ic{l,...,n} <
— X'oy=Yloy, i€{l,...,n}.
O
Emlékeztetiink ra, hogy 1.6.3. értelmében egy vonalelem D-sokasdg geode-
tikusa olyan v: I — M reguldris gorbe, amely eleget tesz a D+ (6 o) = 0

feltételnek. (2.30) alapjan kozvetleniil adédik, hogy ez pontosan akkor teljestil,
ha

(5.44) D:(jo#) =0.

5.3.4. Lemma. Legyen (M,D) wonalelem D-sokasdg. Tegyiik fol, hogy
v: I — M reqularis gorbe, amelynek sebességuektormezdje kiterjeszthetd, azaz
van olyan X € X(M) vektormezd, hogy ¥ = X o . v akkor és csak akkor
geodetikusa D-nek, ha sebességuektormezdjének valamely — és ezért bdrmely —
kiterjesztése pdarhuzamos v mentén: ha v = X oy, X € X(M), akkor

(5.45) Dsi(X 04) =0.

Bizonyitds.  5.3.3. miatt (5.45) fiiggetlen a < kiterjesztésének meg-
valasztasatol. Tetszlleges t € I esetén

Xo(t) = X(3(1)) = (4(), X 07 0 4(1)) =
= (7(1), X o y(8)) = (¥(1), 3(2)) = 6 0 §(),

tehdt (5.45) ekvivalens azzal, hogy D (d07) = 0, vagyis azzal, hogy ~ geodetikus.
O
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5.3.5. Kovetkezmény. FEgy v: I — M requldris girbe akkor és csak ak-
kor geodetikusa egy (M, D) vonalelem D-sokasdgnak, ha tetszdleges (U, (uh)™_,)
térképre vonatkozd +' := u' o v koordindtafiigguényei eleget tesznek a

1

i i . y / i . 7 ’
(5.46) VA T od) 47 A+ (Clod) T At =0
relacionak, ahol a I‘;k és C’;k figguények D Christoffel-szimbolumai.

Bizonyitds. Mivel lokalis koordindtaeldallitasrél van szd, nem sértjik az
altalanossagot, ha foltessziik, hogy U folott X o v = 4. Ekkor

i i i . 7;/ i i// .
X'oy=y'oXoy=y'of=1", (X'oy)=9" (ie{l,...,n}),

és igy (5.42) (5.46)-ot eredményezi. o

5.3.6. Definicié. Ha (M, D) vonalelem D-sokasdg, akkor egy ¢ € Diff (M)
diffeomorfizmust affinitdsnak (vagy totélgeodetikus transzforméciénak) ne-
veziink, ha D tetszdleges v: I — M geodetikusa esetén p o 7y is geodetikusa
D-nek, azaz

(5.47) 5§=0, tel

D -
por(t)
D affinitasainak csoportjat Aff(D)-vel jeléljiik.

5.3.7. Lemma. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, Hp pedig a D-
bol szdrmazo Ehresmann-konnexid. Ekkor D geodetikusai egybeesnek Hp geode-
tikusaival.

Bizonyitds. Legyen egy ~v: I — M reguléris gorbe geodetikusa D-nek.
Ekkor barmely ¢ € I esetén
Dy =0 < Dé(3(t) =0 —=
= %(t) € Ker(D5) 22 5(t) € Im(Hp)

tehat v geodetikusa H p-nek is. O

5.3.8. Kovetkezmény. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor

(5.48) Aff(D) = AE(Hp).

5.4. Vonalelem D-sokasagok automorfizmusai

5.4.1. Definicié. Legyen (M, D) wonalelem D-sokasig és ¢ € Diff(M).
Ha ¢*D = D, dakkor azt mondjuk, hogy ¢ automorfizmusa D-nek. D
automorfizmus-csoportjdt Aut(D)-vel jeloljik.
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Az értelmezés szerint tehat
(5.49)
p € Aut(D) <= puD¢Y = Doy e02Y; €€ X(TM), Y € Sec(r*T).

5.4.2. Lemma. Legyen (M, D) wvonalelem D-sokasdg, p € Diff(M). Ha ¢
automorfizmusa D-nek, akkor D deflexidjdra, illetve v-deflexidjdra

(5.50) Oz 0= o (Ps)#, illetve
5.51) ppop' =p'opu
teljesiil.
Bizonyitds. A tett észrevételek az 5.1.10 lemmabdl adédnak. O

5.4.3. Lemma. Legyen (M, D) vonalelem D-sokasdg, o € Diff(M). o* D és D
torzidja kozott fenndll a

(5.52)  og (T(¢*D)(E ) = T(D) ((p)#&, (p)gms  &n € X(TM)

osszefliggés.
Bizonyitds.

o4 (T(@*D)(E,n) = o (¢ D)ein — (¥¥* D),i¢ — i€ n]) =
= Dig.)pep(in) — Do)y (G6) — i [(92) 16, (pu)gem] 27

= D) ,ed((9)#m) — D) und (@) #8) — i [(0s) 26, ()] =
=T(D) ((p«) £, (@) ) -

5.4.4. Kovetkezmény. Ha (M, D) vonalelem D-sokasdy, és ¢ € Aut(D), ak-
kor D torzidja invarians p-vel szemben, azaz teljesil, hogy

(5.53) o o T(D) =T(D) o ((px)g X (02)4)-

5.4.5. Allitds. Legyen adva egy (M, D) vonalelem D-sokasdg és ¢ € Diff (M).
@ akkor és csak akkor automorfizmusa D-nek, ha minden olyan c¢: I — TM
gorbe esetén, amelynek ¢: I — TTM sebességuektormezdje kiterjeszthetd c-
menti vektormezd, teljesil, hogy

(5.54) Dy oclpY) 0 (puoc) = (pa X 0)Do(Y 0¢), Y € Sec(%7).
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Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Legyen c¢: I — T'M olyan
gbrbe, hogy
¢=ctoc,
ahol ¢ az Im(c¢) C TM képhalmaz egy nyilt kérnyezetében értelmezett vektor-
mez0. Ekkor

| P B o —
PxO0C= Pux 0C=(u080C=

:90**05090;1030*00:(@*)#SO‘P*OQ

és igy tetszoleges t € I-re

(DoneclppY) 0 (pr 0 0)(t) = D oy¥ =

i i felt.
= D) peo(proa)t)P#Y = (D(y),e(0Y))(pu 0 0)(t) =

= (pu X u) 0 DeY 0t 0 p, 0 c(t) = (pu % ) DeY (c(t)) =

= (s X ©2)De(er))Y = (04 X <P*)(De(t)3~/) =
= (0« X ) (De(Y 0 0))(1);
ezzel megkaptuk az (5.54) reldciét.
(b) Megforditva, tegyiik fel (5.54) teljesiilését. Elegendd azt megmutatnunk,

hogy
(0« X u)D.Y = Dy, yoxY (Y €8Sec(r"7),2 € TTM).

Ha 2 € T,TM, vélasszunk olyan £ € X(T M) vektormezdt, amelyre £(v) = 2
teljestil. Legyen c: I — T'M v-bdl indulé integralgérbéje &-nek; ekkor

foc=¢, z=¢E(v) =£(¢(0)) = 0).

Igy
=~ =~ =~ (5.54)
(s X 0u) DY = (0s X 0:) Di0)Y = (04 X ) (De(Y 0¢))(0) "=
= (Dy,oc(@#Y) 0 (¢ 0¢))(0) = DY =
= Dy 0)p#Y = Do ()Y,
és ezt kellett belatnunk. !

5.4.6. Kovetkezmény. Ha (M, D) wvonalelem D-sokasdg, ¢ € Aut(D), és
v: I — M olyan gorbe, amelynek v: I — TTM gyorsuldsvektormezdje ki-
terjeszthetd, akkor

(5.55) D_:(p#Y) 0007 = (¢ X ) D5 (Y 04).
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5.4.7. Tétel. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, Hp a D dltal in-
dukdlt Ehresmann-konnexid, ¢ € Diff(M). ¢ akkor és csak akkor automorfiz-
musa D-nek, ha

a) p € Aut(Hp),

tovdbbd az 8§ Finsler-torzid és a P kildnbségtenzor invaridns p-vel szemben:

b) pg 08 =380 (pg X px),
es

¢) pp 0P ="Po(py X op).
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Ekkor tetszbleges X € X(M)
esetén
Pax 0 Hp 0 (971 X o7 )(X) = puw 0 Hp o (9t 0 X o7) =
=puoHpo(pi g oXopopTor) =
= Pax O:HDO(‘P*_lﬂogélXoTo‘P*_l) =
= puoHpop,'Xop ' = (p.)poHpop,'X =
= (p)s o (P35 X)° = (1) "D x)e0) =
_ o/ vr— _ felt.
= (po)a (P X i) ' Dy, x5 0) &
= X — (pu)poio () oy Dxed =
=X —iopgo(n) " opy' o Dxed °2Y
= X —io(p) o py 0 py' 0 Dxed = Hp(X),
kovetkezésképpen ¢ € Aut(Hp), tehdt a) teljesil. A Finsler-torzié és P

kiilonbségtenzor invariancidja szintén kozvetlen szamolassal ellendrizhetd.
Legyen XY € X(M) tetsz6leges. Ekkor egyrészt

oy S . 1 felt.
0 (S(X,Y)) = —pu(DyvX) — 0 jIX" V'] 'S

s v @)
= —DipyvepX —il(0)# X", (P4 X" =

= =D, vy X — jl(paX)", (puX)'] =

= S(QD#Xv QD#Y) = S(W#Xa QD#Y)a

masrészt

P (P(X,Y)) = pp(DxY) — oy o VX" Y] 2"

~ v )

= D) xr0nY — @z o VX" VY] Z
= Dy, xpaY = V[(p)2 X", (0.)aY"] =

= D, xmenY — Vi(eaX)", (04Y)'] =
= P(opX,p2Y) = Plog X, ppY).
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megkaptuk tehdt az a), b) és c) relacidt.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az a), b) és c) feltételek teljesiilnek.
Legyen X € X(M). Ekkor egyrészt

P 08(X,Y) = —pu(DyX) — o o J[X", V"] =
= —pu(DyvX) —jl(p) 2 X", (0u) Y],

masrészt,

~ ~ ~ . v a)
8o (puX,0uY) = Dy, yppsX —jlleaX)" (pxY)'] =

= =Dy paX —jl()a X", (92",
igy b) alapjan kovetkezik, hogy
(%) o#(DyvX) = D,y yvouX.

Hasonlé médon,

i 0 P(X, V) = pu(DxnV) — g 0 VX", V] 2
= o (DxnV) = V[(02) 2 X", (02) Y],

illetve

PPN N 1 felt.
PlosX,04Y) = Dy, xppsY — V[(paX)" (puY)'] =

= Digy vy = V() X" (02)3Y"],
és {gy c) miatt
(**) (2573 (DXh)/}) = D(W*)#Xh@#}/}.
() és (xx) alapjan kovetkezik, hogy
(+) p3(DeY) = D) pep2Y

minden ¢ € X(TM), Y € X(M) esetén teljesiil. Meg kell még mutatni, hogy
tetszéleges F' € C°(T M) fiiggvényt véve,

(++) o#(De(FY)) = D,y peppF'Y

is fennall, ebbdl ugyanis kivetkezik, hogy a kivént relacié barmely Y € Sec(7*7)
szelésre teljestil.
A Leibniz-szabdély és (1.2) alapjdn (++) bal oldala

0u(De(FY)) = p((EF)Y + FDeY) = ((6F) 0 97 oY + (F o 97 )pu(DeY),

a jobb oldala pedig

D) pep#(FY) = () #&(F oo NosY + (F o) Dy, eo4Y .
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Mivel (.)€ ~ &, (1.8) alapjan
©u

(EF) oot = (pu)pE(F o),

és {gy (+) figyelembevételével kovetkezik (++) teljestilése. a)

5.4.8. Allitds. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg, akkor
(5.56) Aut(D) C Afi(D).

Bizonyitds. Legyen v: I — M a D kovaridns derivalds geodetikusa, azaz
teljesiiljon Ds(;)0 = 0, minden ¢ € I-re. Beldtjuk, hogy tetszéleges ¢ € Aut(D)
esetén DWt)é =0. DWt)é = D, 0%(1)0, és mivel v geodetikus, (5.48) alapjan
4 = h o4 frhaté, ahol — a rovidség kedvéért — h a H p-hez tartozé horizontalis
projektor. fgy Gux 0 F(t) = Yux 0 o H(1).

Az 5.4.7. tétel miatt ¢ Hp-nek is automorfizmusa, ezért v, oh = h o @,,.
Ily médon, felhaszndlva azt is, hogy D Hp-deflexidja eltilinik,

(5 = Dhoap**o‘y(t)é‘ = D

Lp;’y t) Hpoj @;w t)
= (Déo3Hp)(jo'pont) = u”P(jo'ponlt) =0
adédik. Ez azt jelenti, hogy ¢ o v geodetikusa D-nek, tehdt ¢ € Aff(D). 0

5.4.9. Tétel. Ha (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg és ¢ € Diff (M), akkor
p € Aut(D) teljesilésének szikséges és elegendd feltétele a kovetkezd reldcidk
egyidejii érvényessége:

a) ¢ € Aff(D),
b) ¢y 0 T® =T 0 py,
c) op 08 =280 (py X py),
d) o oP =To(og X oy),
ahol T® a Hp indukdlt Ehresmann-konnexio erds torzidja.

Bizonyitds. (1) Tegylik fel el6szor, hogy ¢ € Aut(D). Ekkor 5.4.7. miatt c)
és d) automatikusan teljesiil, fenndll tovabbd, hogy ¢ € Aut(Hp). Ebbél 4.5.6.
alapjan adédik, hogy b) is érvényes, és hogy ¢ € Aut(S), ahol S := Hp o 4.
Azonban

o € Aut(S) 2 o e AfF(S) L2 e Af(Hp) B o e AH(D),

amivel igazoltuk a) teljesiilését.
(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy fenndllnak az a)-d) relaciék. Ekkor a
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p € Aff(D) a) feltétel iménti meggondoldsunk szerint ekvivalens azzal, hogy
p € Aff(S). p € Aff(S) és b) miatt pedig 4.5.6.-ra tekintettel ¢ € Aut(Hp)
kovetkezik. ¢ € Aut(Hp) valamint a c) és a d) feltétel a 5.4.7. tétel alapjan
biztositja a kivant ¢ € Aut(D) relacié teljesiilését. o

5.4.10. Kovetkezmény. Legyen (M,D) reguldris vonalelem D-sokasdg és
p € Diff(M). ¢ pontosan akkor automorfizmusa D-nek, ha teljesilnek a kévet-
kezdk:

a) ¢ € Aff(D),

b)) oy 05T =isT 0 py,

¢) pp oS =380 (py X py),
d) op 0P ="Po(oz X oz).

Bizonyitds. A tétel igazoldsdhoz csupdn annyit kell beldtni, hogy a 5.4.9.-
beli b) feltétel kicserélheté a b’) feltételre.
Els6ként tegyiik fel a 5.4.9. tételbeli feltételek teljesiilését. Ekkor tetszoleges
X,Y € X(M) vektormezdket véve,

oy 0 isT(X) P2 oy 0 (T3(X) +15P(X)) 'L

= T*(pp X) + P00, 05 X) P27 (04 X) +i5P(06.X) 27 15T 0 04 (X);

tehdt megkaptuk a b’) feltételt.
Megforditva, ha az 5.4.10. tétel feltételei teljesiilnek, akkor tetszéleges
X € X(M) vektormezd esetén

\l

o S (5.39)
ppT*(X) "2 04 (157(X) — isP(X)) &
= isT (4 X) — i5P(pX) = T* 0 pp(X),
vagyis érvényes 5.4.9.(b). Ezzel a megéllapitast igazoltuk. a]

Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg és Hp a D &ltal indukalt
Ehresmann-konnexié. A D kovaridns derivélds vertikdlis torzidja a

(5.57) T(D)(&,m) = DV — DyVE=VI[E, ], &n e X(TM)

leképezés, ahol V a Hp-hez tartozé vertikalis leképezés.
A vertikélis torzi6 segitségével a P kiilonbségtenzor leirhato a

(5.58) PX,Y) =T (D)(HpX,iY), X,Y € Sec(r*7)
formula szerint, ugyanis

TY(D)(HpX,iV) = Dy ViV — Dg VHpX — V[HpX,iv] 27

~ (5 38)

_ mh h
=DVY - Vhy P(X,Y).
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5.4.11. Tétel. Legyen (M, D) reguldris vonalelem D-sokasdg. p: M — M
diffeomorfizmus pontosan akkor automorfizmusa a D kovaridns derivildsnak,
ha

4) ¢ € AfE(D),
B) ¢y oTV(D) =T"(D) o ((px)# X (px)#),
C) pu o T(D) =T(D) o ((pu)# X (0x)z)-

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(D). Méar tudjuk, hogy ekkor
p € Aff(D). Megmutatjuk, hogy B) és C) is teljesiil, a relaciék bal és jobb
oldalat (XY, YY), (X¥,Y") és (X", Y") (X,Y € X(M)) alakii parokon értékelve
ki.
Sziikségesség.
B) ellenérzése.

vyv Ve ey iy vy (2:21),(2.16

T(D)((px)# X", ()2 Y") =D(p)uxv3 () # Y — D,y pyvi(ps) g XV —
—i[(p) 2 XY, ()2 Y] = D, x)i(ppY )" —
— D yyd(eaX)" —jl(peX)", (p2Y)"] = 0;

@u o T(D)(X",YM) =pu(Dx. ¥ —j[X*, V")) = puDx.V &

= D)o 02 Y,

T(D)((pu)# X", (0)#Y") =D,y ,xvd 0 (92)#Y" = Dy yyri(pa) 4 XV —
— 3l X ()Y "ET Dy xepn Y -
— il X)", (pY)"] = Dy, xvpn Y.

o 0 T(D) (X", Y") =pu(Dxn¥ — Dyn X —jIX", Y") '&

= Dipypxr9nY = Dig) o X—
—illp)# X", (po)#Y g,

T(D)((px)2 X", (02)#Y") =Dy, x03 0 (92) 2 Y™ — D) yri o (04) 2 X" —
— (P2 X" ()Y = Dy, x00Y —
— D(yy o X = il(pa) 2 X", (04) £ Y.
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C) ellenérzése.

euT"(D)(X",Y") =pu(DxVY" — Dy VXY — VX", V")) ‘&
= Dy px02Y = Digopyr- X,
V(D) () X", (0:)#Y") =D (o) xv V()Y = D)y V(os) p XV —
— V() X", ()2 Y] = D,y pxxVoiopy —
= DigypyvVoiopuX —V[(pgX)", (pxY)"] =
= D(%)#ngo#? — D(%)#yv)?.
pp o T'(D)(X*,Y") =g (~ Dy X — V[, Y #H72
= —Dig )y rreaX = V(@) X", (92",

TV (D)((ps) 2 X", (00)#Y") =Dy, x3V 0 (0:) Y™ = Dy ,ynV o (0u) X" —

v 5.4.7. s
— V() # X", (0)2Y "] "=" =Dy yronX —

- V[(‘P*)#va (‘P*)#Yh]'

s o TV (D)X, V") = (VX" Y")) " —V[(0.) 6 X", (0.) Y "],
T(D)((ps) 2 X" (02)2Y") =Dy, x0V 0 (0u) Y "~
— Dy vV o ()3 X" = V[(00) 2 X", (0) 2 Y"] =
= —V[(p) 4 X", (0u) V"],

Elegenddség. Ha a tételbeli feltételek teljesiilnek, akkor azonnal kévetkezik, hogy
pp 0157 = 15T 0y,

pp o8 =380 (ps X px),
ppoP="Po(pp X pu),

hiszen mindhérom torzié TV(D)-b6l vagy T(D)-bol szarmaztathaté (1dsd 5.35,
5.34, 5.58), igy 5.4.10. alapjan adédik az &llités. o



6. fejezet

Appendix: a koordinatas
nézopont

6.1. Térképcsere

(1) Az R™ valds vektortér kanonikus bézisdra az (e;)? ; jelolést haszndljuk,
ennek dudlisa (¢')i; ekkor €’(e;) = 0% (4,5 € {1,...,n}).
Az alapulvett M sokasdgon és a hozza kapcsolédd vektornyaldbokon végzett
koordinatas szamolashoz M egy p pontja koriil rogzitiink egy

(6.1) U, u) = U, (u),); uti=eou (te{l,...,n})

térképet.
Bazis-tétel (O’Neill). A (6.1) térkép rogzitése utdn tetszéleges v € T, M
érintOvektor egyértelmiien eléallithato

(6.2) v =v(u) (aii)p

alakban.

Léancszabdly parcidlis derivaltakra (Spivak I) Ha ¢ sima leképezése az
M sokasdgnak egy N sokasagba, f: N — R sima fiiggvény, (U, (u?)?_,) térkép
egy p € M pont koriil, (V, (zj);-”zl) pedig térkép o(p) koriil, akkor

63 A2, :;S;<¢<p>>“§y<p>, pe {1},
(2) Legyen
(6.4 @ 8) = @ ())
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tovabbi térkép a p € M pont koriil. A (6.1) és (6.4) kozottl dtmenetleképezés
@:=tou"t:uUUNU) CR" — aUNU) C R™.

Ennek koordinatafiiggvényei

(6.5) @' =€ o, ie{l,...,n};

segitségiikkel az ,uj térkép” koordinatafliggvényei a

(6.6) Wt =plou

alakban adhaték meg. A (6.1), illetve (6.4) térképhez tartozé koor-
dinatavektormezdket a
o 0w 0

ot~ Out oud’

(6.7) 1e{l,...,n}

transzformécids szabdly koti 6ssze. Ez kozvetleniil adédik a bézis-tétel alapjan,
eszerint ugyanis tetszoleges g € U esetén

(), = ((5#), ) (), = o (),

Az itt fellépd (W' (q)) métrix invertalhaté (hiszen béziscsere matrixa), az in-

out

i’

verze (81“ (q)), igy fenndll a

o 0w 0

(68) oa ~ 0w o

Osszefliggés is.
Duaélisan, minden w € T;; M kovektor egyértelmtien el6allithatd

(6.9) w=w ( aii) (du'),

alakban. (6.7) és (6.9) kozvetlen kovetkezményeként kapjuk, hogy a (6.1)~(6.4)
térképcsere esetén a koordindta 1-formék a

out
oud

,kovarians szabdly” szerint transzforméalédnak.

Szintén azonnal addédik, hogy a a?n koordindtavektormezok altal

(6.10) di' = —du?, i€ {l,...,n}

—

82,- = -9 o7 bézikus vektormezk a

out
79\ o’ /(‘3\
(6.11) ow = (au ”) 50

szdrmaztatott
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Osszefiiggés szerint transzformdlédnak.

(3) Tekintsiik az M sokasag 7: TM — M érintényaldbjat. A (6.1) térkép
altal indukalt térkép T M-en

(6.12) (rH U (2t y)iny) . ati=utor Y= (W)

(Iasd (1.11)-et és a 2.1. szakasz elejét). Attérve a (6.1) térképrél a (6.4) térképre,
az indukalt térképek koordinatafiiggvényeinek kapcsolatat a

(6.13) F=wor @ giouor, ie{l,...n}
és

 Ou .
(6.14) = (85]’ OT) ¥, ie{l,...,n}

relacidk adjak. Ez utébbi igazolsara legyen v € 71 (U NU) tetszéleges. Ekkor

7 ) = @) o= (05)y (o) "2 O (7))o 0) =

= (gg; OT> (0)y’ (v) = ((gj; °T> yj) (v),

ami (6.14) helyességét jelenti. A (6.3) lancszabaly alkalmazésaval

07 (6.13) O(ii' o 7) <8ﬂi 7_) O(uF o)

oxi OxJ ur ° oxd
_ % or) sk = o’ o (619) oy
“\ouk°T )% T 9w °T T oyl
tehat
(6.15) or _ou 0y

— 0T = .
dxd  oul oyI
Hasonlé médon

07’
1 - =0
(6.16) 5 =0

0F (oan) 0 ((08 1\ i\ (615 O (0 N\ _
oz Oxd \ \ ouF Y = 9w \0at? ) T

CPE L, wat  PE
= BwiozY Oz* 07 dwidzk Y

mig
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tehat
o7 023t
.1 _ = R .
(6.17) o7 Oxidck?
Itt
P e 0 (00 Ny (@ \O(uor)
OxiOxk Oxi \ OuF oulouk oxi
B aQai 5l _ az,az
— \ OulduF °T)% = Oud Ou* °T
igy
1 = :
(6.18) O’ <<9W<9u’C ° T) 4

is irhat6. Hap e U NU, v € T, M tetszOleges, akkor a bazis-tétel alapjan

o (2) ~Zu(L
() -Eo(

igy (6.15)-(6.18) felhaszndldsdval a

).t
).

oy’
ozt
0y’
oy’

(v) ((927)”7
o).

5

0 o 0 o2 0
21 - = , -t [ ——— F—
(6:21) oz (31# °T> 031 (auzauk ”) Y o5
és
o oy d di/ d
6.22 A :
( ) ayz 83/2 8:&] (aul OT) agj
transzformécids szabalyok addédnak.
6.2. Szemispray-koefficiensek és  konnexié6-
paraméterek transzformaciés szabalyai

(1) Legyen S: TM — TTM szemispray. (3.1) értelmében

; 0

0
s ) Y oz

ay"’

%

S

_ 0
@’ oF

0

—2G"—
Gagl
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igy U NU folott

0 = 0 (6.19),(6.22)

- — 2G7 — =

oI ¢ oy

[0zt 0O oyt 0 =0yt 0

J - — -— | —2G7 = — =
(ai:a o0 T 91 8y1) 957 Dy’

; 0z 9 5‘y ~; Oy d (6.15)

= -2 - =

=V 55 o < o7 2% 6y3> oy

ou’ ~ 8y 8 (6.14)
= y oT . =
auj a$’ j x] yl

0 - .ayi o0y 0
=yt — J 7
Y ou <2G A

S=y

kovetkezésképpen térképcsere esetén S koefficiensei a

1_.0y°
— =7 == ; 1,...
3y3 Vo el

(6.23) G'= GJ
transzforméciés szabdly szerint valtoznak.

(2) Tekintsiink egy H: TM xp TM — TTM Ehresmann-konnexiét. En-
nek paraméterei a (6.1), illetve a (6.4) térképre vonatkozdan a

IR a 9 IR o .0
H (W) i 9o Nigyo Hetvea 3 (am) o ow Vg

reldcidk éltal meghatdrozott Ni: 7='(U) — R, illetve Ni: r71(Uf) — R
fiiggvények; i, 7 € {1,...,n} (lasd 4.14).
Mivel egyrészt tetszoleges | € {1,...,n}-re

o | @y 0F 1817’“ wiy  0F 001 T 9oy L oGk oy

0 k87y 0
T ot 8901 o ok 8xl oy’
masrészt
e} (6.11) ou? ) ou? e} .
“(am) - “((aaz”) au> (aul”>%<3m>_

<5uj > 0 (auj > ; 0 (615 027 0 Ay’ ;0
= - T N,

oul °T)owr N\ow °T) oy T 0iaw 0 oyt

(a)_a k0 @iopeon 927 9 9y 9 o0y D

kovetkezésképpen a kiilonboz6 térképekre vonatkozd Christoffel-szimbdélumok
kozOotti transzformdcios szabaly

Oy’ i _ 09 g O

(6.24) ot 7 T ogk LT 970

i,le{l,...,n}.

73
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(3) Legyen
D: X(TM) x Sec(t*1) — Sec(r*7),  (£,Y) — D¢Y
kovaridns derivalds a 7*7 visszahizott nyaldbon, és tekintsiik D (5.17)-ben be-

vezetett
Fszr_l(U)—>R, Cikj:T_l(U)—>]R; i,j,ke{l,...,n}

Christoffel-szimbélumait. Ekkor U N U f6l5tt
) ) (6.11),(6.22) ay° )

,Liki' = o = D(‘?g}"i — =
I% Ot ay7 Ouk a7 207 Oyk Ous
g ( d ags) 0 0§05 0 000 D (eange)

~ 9yl \ 9y OyF ;

0% T Oy 0F o awe " Byl Dy 0w
i 005 Oy 9 -, 0" 0 Y’ D
TS0y Oyk Ot oul TS Oyd OyF Ot ot

) s (6.15 - ) iy .
(felhasznélva, hogy agr gzk (6.15) agr (9% o 7) = 0), igy a konnexiéparaméterek

masodik csaladja a

N agr ags ayz
6.25 = Cl =
( ) ik s ayj 6yk 8513

ijke{l,... n}

tenzori transzformécids szabély szerint ((3)-tenzorként) transzformalédik.
Hasonl6é médon, de kicsit hosszabb szdmoléssal:
( E =D . @ /8\ —
K gui — T8 st 5w Oyk Ous
CoE 9 9 9y, 05 9
T Oxi T OyF 0w | Oad v OyF Ous
005 O 0T 9 9y D 9§95 5 0 0§ 0 9 9
©Oxd oyk TPoul T Oxd 0FT Oyk Ous - Oxd Oyk "Poul T Oxd O Oyk Ous
_ (05 05y OF Da R2i 95 0p 4\ O _
Oxd Oyt~ " Qxd 0" dxkdx™  Oxd Oyt ") Oul
O3 05 Oy' vy 05 O 0y’ | 050w 0P 0y 0
Oxd Qyk Oyl "5 Oxd Oyk Oyt " Qxd 9" dxkdx™ OF ) Out

- (ayayay rs ¥ 507 By ot T 0akox o

agr ags ayz < agr ags ayz 1 anl 8yz> E
ou?

a (x)-gal jelolt 1épésben azt haszndlva fel, hogy
0z" 0x™ (6.15) OF" Oy™
oxi 9zr Oyl O

o [oy™ _, - o [ou™ or)ar (6.14),(6.15) Oy™ 5m
oy Y our 7)Y T Ty T

oyl

oyl
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fgy a konnexiéparaméterek elsé csaladja kozott a

(6 26) i_ — f\l ai agé ayz ~l ag7 8:&6 ayl anl 6yl
' RIS gy yk Ot T " O dyk ot | Dai Bk Oyt

transzformécids szabdly adédik.

(4) Legyen D: X(M) x Sec(7*1) — Sec(7*7) kovaridns derivdlds a
m: B — M k-rangi vektornyaldbon, és tekintsiik ennek az (1.20) &ltal
értelmezett I'fy: U — R (o, 8 € {1,...,k}, i € {1,...,n}) Christoffel-
szimbGlumait. Valasszunk egy tovabbi (U, (@)1 ,) térképet U NU # () feltétellel,
és Sec(m)-nek egy (6)k_, U folétti lokélis bazisat. Ez utébbiakra vonatkozéan
D Christoffel-szimbdlumait a

Do 65 =T%64

2al
relacidk értelmezik. Egyértelmiien létezik olyan
(Fg) L UNU — GLi(R)
leképezés, hogy tetszbleges ¢ € U N U pontban
0a(9) = FJ(0)55(q)-
Ennek segitségével egyrészt
D%aa = F;Yaa7 = I‘Zal*:’,j‘&)\

irhatd, masrészt

D s o, (@ D o4 Lﬁﬁfw =
out out 9ud
oul - ot OFP _ (6.8) [ O ~ 4= OF
=—FPD s G _ag, = | Z— AT @Gy,
oul @ 557 o6+ out Ou’ 96 out ™ ¢ s+ ou’ oA

A két reldciot Osszevetve, a Christoffel-szimbélumok kozotti

L0 e OF)
A BT o
(6.27) L F = éW,/Foél“jﬁ+ S

transzformécids szabdalyhoz jutunk.

6.3. A Varga Ottoé-féle invarians differencial

Alapulvéve egy M n-dimenzids sima sokasdgot, [23] dolgozatdban M. Ha-
shiguchi bizonyos feltételeknek eleget tevé Christoffel-szimbdélumok kijel6lésével
értelmezett ., affin konnexiot”. Az el6irdsai a kdvetkezdk:
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(i) M tetszbleges (U, (u')? ;) térképe esetén adottak olyan

;k: 70'_1(2/[) — R, Fék: 70'_1(1/1) — R, i,5,ke{l,...,n}

sima fiiggvények, amelyek egy (U, (u)? ;) — (Z/Nl,(ﬂl)?zl) térképcsere
esetén a (6.25), illetve (6.26) transzformécids szabélyok szerint véltoznak.

(i) A C;k fiiggvények (—1)-edfokd, a F;k fiiggvények nulladfokd pozitiv ho-

mogének:
oCt ort
Jkyr:_ l_]w Jjk T — .
8y7’ J 8yr

(iii) C;kyk =0 (,erds regularits”, v.6. (5.18))
Ha

e~ e~ — e~

ER R
527 Ouk IRy 507 OuF Ry

akkor igy egy jol definidlt, er6sen reguléris

D g ke{l,....,n},

D: X(TM) x Sec(#"7) — Sec(#"7)

kovaridns derivaldshoz jutunk, amely rendelkezik a kovetkezd homogenitdsi tu-
lajdonsaggal: tetsz8leges £ € X(TM) és Y € Sec(? 1) esetén
D(hk)#g(ﬁ,\ oY o h;l) =hyo (DEXN/) o h;l,
ahol tetszéleges \ pozitiv valds szam esetén
hy:veTMv+— v eTM,
ha: (u,v) € TM x 3 TM — (Au,v) € TM x 3; TM.
Ez a homogenitdsi feltétel a Finsler-geometriai alkalmazisokban fontos,
disszertaciénkban erre nem volt sziikség.

Varga Ott6 [42] dolgozataban mésként jar el: az in. invaridns differencidlra i
el6 axiomakat. Eljarasa mai nyelven a kovetkezoképpen interpretalhato: Egy

D: Sec(#"7) — Hom (X(TM),Sec(3" 7)), X +— DX

(T M)

leképezés invarians differencial, ha eleget tesz az aldbbi feltételeknek:

—

ID1 Tetsz8leges M-en adott (U, (u')?_,) térkép és X & X 2= U {516t szelés

esetén

— —

p) oD
out (DX)'® out’

DX = (aX'+wiX/) @
@)

ahol d a kiilsé differencidl operatora T'M-en, w;- (i,j € {1,...,n}) 1-formak

70'_1(1/{) C TM t6l6tt (az Gn. konnexid 1-formdk).
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ID2 Végrehajtva egy (U, (u)iy) ~ (U, (@)P,) térképcserét, ha
DX o (DX’) ® 525, akkor U NU fol6tt

—\" Ny (6.15) , . ;07" Nk
— J s J — J
<DX> = (DX) ( o OT>< = (DXY 55 = (DX) ayj>'

ID3 A (DX)' =dX' + w;)N(j 1-formak nulladfokd pozitiv homogének.

ID4 Tetszbleges X € X(M) vektormezd esetén
(D8)(X") = X
(erds regularitds; v.6. (5.5)).

Egy (Tfl(u), (xi, yi)?zl) indukalt térkép folott az w} 1-formék az
ok = Diude? + Gy, (B G € 026" @)

alakban allithatok elg. ID3 értelmében az w} formdak nulladfokd pozitiv ho-
mogének, ami definicié szerint azt jelenti, hogy

Lcw;» = 0,
ahol Lo a C szerinti Lie-derivalds operdtora T'M-en. Ez ekvivalens azzal (lasd
példaul [15], p.189), hogy a T fiiggvények nulladfokd, a C%; fiiggvények (—1)-
edfoku pozitiv homogének. A D invaridns differencidl birtokdban kovaridns de-
rivalast a
(€,Y) € X(TM) x Sec(?'7) — DY := (DY)(£) € Sec(?'7)

eléirssal értelmezhetiink. Ennek az (U, (u®)?_,) térképre vonatkozé, a
5 T T T
Dot pur = Tingyrr MO0V Dosgur = Cingyr
reldcidk 4ltal meghatédrozott 0 (5,6 € {1,...,n}) Christoffel-
szimb6lumai megegyeznek az w; 1-formdk komponenstiiggvényeivel, nevezetesen

F;k:f;k? C;kzc_’;k, Z,j,ke{l,,n}

Valéban, példaul

9 (TN 0 \m
Uit g = D32 gk = (Dauk) (ax) =
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tehat F;k = f‘;k, minden szdbajové indexre.

Kovetkezik az elmondottakbdl, hogy mind a Hashiguchi-féle, Christoffel-
szimbdélumokkal alkalmazé megkozelités, mind a Varga Otté-féle invarians dif-
ferenciél, mind pedig a targyaldsunkban alkalmazott Koszul-féle definicié (lasd
5.1.1. definici6 és 1.6. szakasz) ugyanahhoz a differencidloperatorhoz vezet.



7. fejezet

(")sszefoglalé

7.1. Vektornyalabok és kovarians derivalas

Az elsé  fejezetben  rigzitjik  jeloléseinket, megdllapoddsainkat és
emlékeztetink néhdny olyan alapveté fogalomra és tényre, amelyeket a
disszertdaciéban dllanddan alkalmazni fogunk.

(a) Sokasdgon egy véges (de nem nulla) dimenzidji, Hausdorft, &sszefiiggo,
megszamlalhaté bazisi sima sokasdgot értiink. C°°(M) az M sokasigon
értelmezett valos értékii sima fliggvények gytiriije, Diff (M) jeloli az M sokasag
Osszes diffeomorfizmusai altal alkotott csoportot.

(b) Egy m: E — M sima sziirjekcié k-rangi valds vektornyaldb, ha
(1) tetsz8leges E, := n~1(p) fibruma k-dimenziés valés vektortér;
(2) minden p € M ponthoz megadhaté p-nek egy U kdrnyezete, valamint egy
©: U x R¥ — 771(UY) diffeomorfizmus 1igy, hogy barmely q € U esetén a

v € RY — (q,v) € E,

leképezés linedris izomorfizmus.
Ekkor FE-t, M-et, illetve 7-t rendre totdltérnek, bdzissokasdgnak, illetve pro-
jekcionak nevezziikk. Egy o: M — FE leképezés szelése m-nek, ha mw oo = 1.
Ha U4 C M nyilt halmaz, o: Y — E sima leképezés és m o o = 1, akkor o-t
U folotti lokdlis szelésnek hivjuk. 7 szeléseinek C°°(M)-modulusét Sec(r)-vel
jeloljik.

Ha n: E — M k-rangi val6s vektornyaldb, akkor minden p € M pontnak
létezik olyan U kérnyezete, amely folott megadhato lokalis szelések egy (04)%_,
sorozata gy, hogy az

131
UXRE — 7' U), || : — vloi(g) + - + vFor(q)

Vi
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leképezés diffeomorfizmus. Ez egy karakterisztikus tulajdonsiga a vek-
tornyaldboknak, amelyet a disszertaciéban definidlé tulajdonsidgként kezeliink.

(c) Egy m: By — M; és me: E5 — My vektornyaldb kozotti
nyaldbleképezésen olyan (F, f) leképezéspart értiink, ahol F': By — FE» és
f: M7 — M> sima leképezések, amelyekre mo o F' = f o my teljesiil, és barmely
p € M; pont esetén az F | (E), lesziikités (R-) linedris leképezés (Ej),-bél
(E3) f(p)-be. Egy (F,f) nyaldbleképezést nyaldbizomorfizmusnak hivunk, ha
F diffeomorfizmus. Egy vektornyaldb oOnmagira valé nyaldbizomorfizmusat
nyaldbautomorfizmusnak nevezziik.

(d) Legyenek m: Ey — M és mo: B3 — M koz0s bézissokasiggal ren-
delkezé vektornyaldbok. Egy F: E; — FEy leképezést erds nyaldbleképezésnek
mondunk, ha (F,1,;) nyaldbleképezés m1-bél ma-be. A  disszertaciéban
gyakran alkalmazzuk az erds nyaldbleképezések alaplemmdjat (1.2.2.): egy
F: Sec(m) — Sec(ms) leképezés akkor és csak akkor C°°(M)-linedris, ha
létezik olyan F': Fy — Fs er6s nyaldbleképezés, amelyre F (o) = F oo teljesil,
minden o € Sec(m;) esetén.

(e) Ha (F, f) nyaldbautomorfizmusa a w: E — M vektornyaldbnak, akkor
egy o € Sec(m) szelés F éltali eldretoltja a

Fyo :=Foogof!
szelés. Barmely h € C* (M) fliggvény esetén teljesiil, hogy
Fy(ho) = (ho f 1) Fyo.

(f) Egy M n-dimenzidés sokasdg érintényaldbja az a 7: TM — M (oly-
kor 7ps-mel jelolt) vektornyaldb, ahol tetszéleges p € M pont fibruma a T, M
érintotér. Ha ¢: M — N sima leképezés, akkor ¢ érintdleképezése vagy de-
rivaltja az a @, : TM — TN leképezés, amelyet a

(p)(0)(h) :==v(hoy);  veT,M, heC®N)
el6irds értelmez. (., @) nyaldbleképezése Tas-nek rn-re, és igy
TN O Px = POTNM, TTN © Psxx = P« OTT M-

(g) X(M) := Sec(tar) jeloli az M-en értelmezett vektormezdk C°(M)-
modulusdt; [X,Y] az X, Y € X(M) vektormez&k Lie-zdrdjele. Egy & € X(T'M)
vektormezd és egy TM-en értelmezett A (7)-tenzor [€, A] Frélicher-Nijenhuis
zdrdjelén az

(€, Aln = [€, An] — A€, 7], n e X(TM)

eldiréssal definialt (})-tenzort értjiik.
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(h) Az X € X(M) és az Y € X(N) vektormezSt p-megfelelének nevezziik
egy p: M — N sima leképezésre vonatkozdan, ha ¢. o X = Y o ¢; ekkor az
X ~ Y jelolést hasznaljuk. ¢ € Diff (M) esetén ¢ X (ldsd (e)) az az egyetlen

©

vektormez$ M-en, amely ¢-megfelelésben all X-szel.

(i) Az R sokasdg szokdsos (R,r) := (R,1r) térképéhez tartozé ko-

ordindtavektormezét L-rel jeldljik. Egy v: I — M (sima) gbrbe se-

bességuektormezdje a y 1= v, o %, gyorsuldasvektormezdje a

. : . d d d
v:z’y:’y*oa: (’Y*Odr>*0dr
-, illetve y-menti vektormez6. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor
PoT=@u0d,  Poq=pumo¥.
(j) Egy m: E — M vektornyaldbon adott kovaridns derivdldson olyan
D: X(M) x Sec(w) — Sec(m), (X,0)— Dxo

leképezést értiink, amely az elsé valtozdjaban tenzoridlis, a masodikban pedig
derivécié. Ha (F, f) automorfizmusa m-nek, és

(F#D)xo = F;;lDf#XF#U,

akkor F#D szintén kovaridns derivalds m-n, ezt D F altali visszahtzottjdnak
hivjuk. F#D = D esetén azt mondjuk, hogy F automorfizmusa D-nek, a D
automorfizmusai altal alkotott csoportot Aut(D)-vel jeldljiik.

(k) Ha n: E — M egy vektornyaldb és c¢: I — M egy sima gorbe,
akkor egy s: I — FE sima leképezést c-menti szelésnek mondunk, ha
mos = c. A c-menti szelések egy C°°(I)-modulust alkotnak, amelyet Sec.(m)-vel
jelolink. Ha D kovaridns derivalds m-n, akkor egyértelmiien létezik olyan
D.: Sec.(m) — Sec.(mw) R-linedris leképezés, amely eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek:

(1) barmely s € Sec.(m) és f € C°°(I) esetén D.(fs) = f's+ fD.s,
(2) ha o € Sec(m) és s := g oc, akkor (D.s)(t) = Deyyo, t € 1.
A D, leképezést a D-hez csatolt c-menti kovaridns derivdldsnak nevezzik.

(1) A 7y érintényaldb 7 folotti visszahizottja (pull-backje) az a 77 vek-
tornyalab, amelynek totaltere

TM xp TM :={(v,w) e TM x TM | 7(v) = 7(w)},

és projekcidja a (v,w) € TM xTM —— v € TM leképezés. Sziikségiink van arra
a 7" 7 visszahtizott nyaldbra is, ahol #: TM — M a 7 a hasftott érintényaldb:
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TM :=TM \ o(M) (0o € X(M) a zérus vektormezd), 7 := 7 P TM.
7*7 szeléseinek Sec(7*7) C*° (T M)-modulusat generaljak az

X:veTM— X(v) := (v, X(7(v))) € TM x»y TM, X € X(M)

bdzikus vektormezdk. A §: v € TM +—— §(v) := (v,v) € TM xpy TM szelést
T*7 kanonikus szelésének hivjuk.

(m) Egy D: X(TM) x Sec(t*1) — Sec(7*7) kovaridns derivalds geo-
detikusdn olyan ~: I —— M regularis gorbét értiink, amely eleget tesz a
D5 (6 0%) = 0 feltételnek; ami ekvivalens a Dx ;)6 = 0, t € I feltétellel (ldsd

(k)/(2))-

7.2. Strukturak az érintonyalabon

Ebben a fejezetben réviden osszefoglaljuk a Ty érintdnyalabon értelmezhetd
alapvetd kanonikus objektumokat, és leirjuk, hogyan vdltoznak egy eldretolds
hatdsdra.

() f¥:=forés fCrve€TM r— f(v) :==v(f) € Regy f € C®(M)
fliggvény wvertikdlis, illetve teljes liftje. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor
(fop)®=fop..

(b) Egy TM-en értelmezett & vektormez6t vertikdlisnak mondunk, ha
¢ ~ 0; a vertikélis vektormez6k XY(T'M) algebrédja részalgebrija az X(TM)

Lie-algebréanak. Egy X € X(M) vektormezd vertikdlis liftje az az egyértelmiien
létez6 XV vertikdlis vektormezd, amely eleget tesz a XY f¢ = (X f)" feltételnek,
barmely f € C*(M) esetén. Létezik egy kitiintetett vertikdlis vektormez&
T M-en, a C-vel jelolt Liouville-vektormezd, amelyet azzal jellemezhetiink, hogy

Cfi=0é&Cf= f°(f € C®(M)).
(c) Tetszileges X € X(M) vektormezéhoz egyértelmiien létezik olyan
X¢ € X(TM) vektormez6, amelyre X¢fY = (X f)¥ és Xf¢ = (X f)¢ teljesiil

barmely f € C°(M) esetén; ezt a vektormez6t X teljes liftjének nevezziik.
Ekkor X¢ ~ X és X ~ Y maga utdn vonja X¢ ~ Y teljesiilését (2.1.3.
P

lemma). Ha v € Diff(M ) akkor (¢.)#X¢ = (puX)C.
(d) Fontos szerepet jatszik a
0 — TM xp TM — TTM == TM x 3y TM — 0,

kanonikus egzakt sorozat, ahol i és j az alabbiak szerint van értelmezve:

i(v,w) == &(0); c(t) :=v+itw (teR);  j(2) = (rrm(2),7(2)):
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A J :=1o0] leképezést TTM wvertikdlis endomorfizmusanak hivjuk. A 7.1./(d)-
ben mondottak alapjén i és j C°° (T M )-homomorfizmusokat indukal a megfelel§
szelések modulusai kozott, ezeket szintén i-vel és j-vel jeloljik. Hasznosak a
kovetkezd relacidk:

C=1i, [0,J]=-7J;
jXe=X, joX'=0, JX°=X", [X“J]=[X5J]=0, (XeX(M)).

Koénnyen ellenérizhet6, hogy tetszbleges v: I —— M sima gorbe esetén
joy =904 (2.2.1. lemma).

(e) Ha ¢ € Diff (M), és @. X ¢, jeldli a
(u,v) € TM Xp TM — (pu(u), ps(v)) € TM xpp TM

leképezést, akkor (p. X @, @.) nyaldbautomorfizmusa 7*7-nak. gp#)? -mal
jeloljiik egy X € Sec(7*7) szelés ¢, X ¢, altali eldretoltjat; ekkor (v.6. 7.1./(e))
paX = (P x @) o X ol

Specidlisan, tetszéleges M-en adott X vektormezé esetén go#)A( = @( (2.3.2.
lemma), teljesiil tovabba, hogy w46 = 6.
2.3.3. Lemma. Ha ¢: M — M sima leképezés, akkor

Qax 0i =10 (s X ), (s X Px) 0§ = j 0 Pux, Pux 0J =J 0.

Amennyiben ¢ diffeomorfizmus, tgy (2.3.4. kdvetkezmény)
(P)xC=C,  (p)pX" = (pX)" (X € X(M));

tovdbbd (2.3.5. kovetkezmény)

(pu)goi=1o0py, wpoj=jo(p)p, (pe)g oI =T o (i) g

7.3. Spray-sokasagok

Ebben a fejezetben definidljuk a mdsodrendi vektormezdéket és legfonto-
sabb variansaikat. Felidézzik és Osszegyijtjik a hozzdjuk kapcsolodé alapvetd
tényeket, €s megtesszik elsé észrevételeinket az affinitdsaik és automorfizmusaik
kapcsolatdra vonatkozéan.

(a) Egy TM folstt sima S: TM — TTM leképezés szemispray, ha
Tram © S = 1pag, zérusvektort zérusvektorba visz, és eleget tesz a jS = 0 (vagy
— ekvivalens médon — a JS = C) feltételnek. Egy szemisprayt mdsodrendi
vektormezonek mondunk, ha a teljes értelmezési tartomanyan sima. Sprayn
olyan C'-osztdlyd szemisprayt értiink, amely mésodfokd pozitiv homogén
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abban az értelemben, hogy [C,S] = S. Egy C?-osztalyd sprayt affin spraynek
neveziink.

(b) Ha S szemispray TM-en, akkor tetszbleges & € X(TM), illetve
X € X(M) esetén J[J¢,S] = J¢ (Grifone-relicid), teljesiil tovabba, hogy
[XVY,S] = X¢ +n, ahol n € XV(TM).

(c) Egy reguldris v: I — M gorbe geodetikusa egy S szemispraynek, ha a
sebességvektormezdje integralgdrbéje S-nek, azaz ha Soy = 4. Egy p: M — M
diffeomorfizmus affinitdsa (vagy totdlgeodetikus transzformdcidja) egy S szemi-
spraynek, ha megérzi a geodetikusokat (mint parametrizalt gérbéket), vagyis
ha

‘o > ~v'=Solp 5 v, minden v: I — M geodetikus esetén.
Egy S szemispray affinitdsai Lie-csoportot alkotnak, amelyet Aff(.S)-sel jeloliink.

(d) Ha S szemispray és ¢ € Diff (M), akkor (¢.)xS szintén szemispray,
és — specidlisan — spray, ha S is spray. ¢-t S automorfizmusanak hivjuk, ha
(p)pS = S, azaz ha .. 0 S = S o ¢.. Aut(S) jeloli S automorfizmusainak
csoportjat.

(e) Ha S szemispray és ¢ € Diff (M), akkor tetszéleges v: I — M geodeti-
kus esetén

(psx 0S8 —So0p.)oy=0 (3.2.2.);
teljesiil tovabbd, hogy

AfE(S) = Aut(S)  (3.2.5.).

7.4. Ehresmann-konnexiok

Ebben a fejezetben az Ehresmann-konnexiokat vizsgdaljuk. Egyrészt néhany
fontos ismert tételt igazolunk 1ij eszkozok és dtletek segitségével (4.1.3.,
4.8.2.-4.8.5.), mdsrészt pedig — és ez a fejezet f6 eredménye — egy Ehresmann-
konnexid automorfizmusait jellemezzik az affinitdsai és az erds torzidja
segitségével (4.5.7.). Mindez, egy gondos diszkusszid révén, lehetévé teszi annak
a klasszikus tételnek egy élesitését, amely szerint ’eqy sokasdg diffeomorfizmusa
pontosan akkor automorfizmusa eqy kovaridns derivdldsnak, ha affinitds és
megorzi a torziot’.

(a) Egy M sokasdg folotti H Ehresmann-konnezion a 7.3./(d)-beli kanoni-
kus egzakt sorozat olyan jobboldali hasitasat értjiik, amely TM x v T M {616tt
sima, és amelyre tetszéleges p € M, v € T, M esetén H(o(p),v) := (0.)p(v) tel-
jesiil, ahol 0 € X(M) a zérus vektormez6. h := Hoj, v := lppp—h, V:=i"lov
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és Sq¢ := H o § rendre a H Ehresmann-konnexidhoz csatolt horizontdlis pro-
jektor, vertikdlis projektor, vertikdlis leképezés és szemispray. Egy X € X(M)
vektormezd (H szerinti) horizontdlis liftje az X" := H(X) = hX® € %(%M)
vektormezo.

(b) Ha S szemispray M folott, akkor egyértelmiien létezik olyan Hg
Ehresmann-konnexio, hogy
N 1
Hs(X) = §(Xc - [XY,9)) bérmely X € X(M)-re (Crampin).
A H-hoz tartoz6 horizontalis projektor

1

hg = 5(13€(TM) - [5,9]) (Grifone)

(4.1.3. allitas).
(c) Legyen H Ehresmann-konnexié az M sokasdg folott. Ha
VeY = jvE, HY ]+ V[he,iY]); €€ X(TM), Y € Sec(? 1),

akkor V kovaridans derivalds 7°'*7'—n, amelyet a H &ltal indukdlt Berwald-
derivdldsnak hivunk. A

V%}N/ = V}Q?f/, illetve a V‘;})N/ = Vi)}f/ (X,Y € Sec(¥ 1))

formuldval értelmezett V", illetve V¥ operdtor a (H-hoz tartozé) h-Berwald
derivdlds, illetve (kanonikus) wvertikdlis derivdlds. (Konnyen lathaté, hogy
VY nem fiigg az Ehresmann-konnexié megvalasztdsétol.) Egy H Ehresmann-
konnexié t tenzidja, T torzidja, és T*® erds torzidja rendre a t := vhs,
T(X,Y) := VEEY - V%X —J[HX, HY] (X,Y € Sec(?*T)) és TS ==t + 4T
tenzor. H homogén, ha a tenzidja eltlinik. Homogén esetben az Sg¢ csatolt
szemispray spray. Megforditva, ha Sy¢ spray, akkor t(§) = 0 (4.2.3. lemma).
4.3.2. Allitss. %iTS = JH —Hg,,, ahol az Hg,, Ehresmann-konnexié az Sy
szemispraybdl szarmazik (lasd (b)).
Kovetkezményként adodik (4.3.3., 4.3.4.), hogy egy H Ehresmann-konnexict
tekintve az aldbbi hdrom feltétel ekvivalens: (i) H erds torzidja eltiinik.
(ii) H = Hs,,. (iii) t =0 és T = 0.
Ugyancsak 4.3.2. alapjan nyerhet6 a
4.3.5. Kovetkezmény (Unicitds-tétel). Egy Ehresmann-konnexict
egyértelmiien meghatdrozza az erds torzidja és az altala indukalt szemispray.

(d) Amennyiben H Ehresmann-konnexié M folott és ¢ € Diff (M), dgy
" H = @7l o H o (v« X ¢.) szintén Ehresmann-konnexié, H ¢ A&ltali
visszahizottja. Ha @#H = FH, és igy @.. o H = H o (¢, X @,), akkor p-t H
automorfizmusdnak nevezzik. Aut(H) jeloli H automorfizmusainak csoportjat.
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A kivetkezd allitasok ekvivalensek:

(i) ¢ € Aut(H), (i) (s X px) 0V =V 0y,
(iii) puxoh=hop., (Iv) QPwmoV=Vo P,
(v) ()2 X" = (pxX)", minden X € X(M)-re

(4.5.2. 4llitas). Ha (i)-(v) valamelyike, és ezért barmelyike teljesiil, akkor t, T
és TS eleget tesz a

ppot=topy, oz 0T =To (pg X pz), g o T> =T 0 py

felcserélési reldcicknak (4.5.3. allitas).
4.5.4. és 4.5.5. Allitasok. Legyen H egy M sokasdg f6l6tti Ehresmann-
konnexid, és legyen V a H altal indukalt Berwald-derivalds. Ekkor

Aut(H) € Aut(V) N Aut(Sy).
Megforditva, ha S szemispray M folott, akkor
Aut(S) C Aut(Hs).

4.5.6. Tétel. Az M sokasdg egy ¢ diffeomorfizmusa akkor és csak akkor
automorfizmusa egy (M f6l6tti) H Ehresmann-konnexidnak, ha automorfizmusa
Sgc-nak és eleget tesz a w4 o T® = T* o py reldciénak.

(e) Egy v: I — M regularis gorbe geodetikusa a H Ehresmann-
konnexiénak, ha Vo4 = 0, vagy — ekvivalens médon — ho% = 4. H geodetikusai
egybeesnek a csatolt Sq¢ szemispray geodetikusaival (4.4.2. allitds). H homo-
genitasa esetén JH-nak és az altal indukalt Berwald-derivalasnak ugyanazok a
geodetikusai (4.4.4. lemma). Ez a tulajdonsdg pontosan akkor teljesiil, ha Sq
spray (4.4.6. allitas).

(f) Egy ¢ € Diff(M) leképezés affinitisa egy (M sokasig folotti) H
Ehresmann-konnexiénak, ha megérzi a geodetikusokat mint parametrizalt
gorbéket (v.6. 7.3./(c)). A H Osszes affinitasa altal alkotott csoportot Aff(H)-val

jeloljiik. Ugyanigy definidlhatjuk egy 7*7-n értelmezett D és egy M-en adott D

kovaridns derivédlas Aff(D) és Aff(lo)) affinitdscsoportjat. Az (e) pontban tett
észrevételekbol azonnal adédik, hogy

Aff(H) = Aff(Sy) (4.4.3. kovetkezmény);
és hogy
Aff(H) = Aff(V), ha H homogén (4.4.5. kovetkezmény).

Mivel Aut(Sy) = Aff(Sy) (ldsd 3.2.5.), a 4.5.6. tétel a kovetkezd fontos
eredményhez vezet:
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4.5.7. Kovetkezmény. ¢ pontosan akkor automorfizmusa a H Ehresmann-
konnexiénak, ha affinitdsa H-nak és 4 o TS =TS o0 .

Végiil, tekintve egy D kovariéns derivaldst az M sokasagon, 1j jellemzését adjuk

o
a D-automorfizmusoknak.

)

4.5.8. Tétel. ¢ € Aut(D) pontosan akkor teljesiil, ha ¢ € Aff(lo)) és

p
¢u 0isT = isT 0 pu, ahol T(X,Y) = i"Y(T(D)(X,Y))", T(D) D torzidja és
X, Y € X(M).

7.5. Vonalelem D-sokasagok

Ebben a fejezetben a 77 nyaldbon adott kovaridns derivdldsokat vizsgdlunk.
Tobbféle regularitds-fogalmat vezetink be és jellemezziik ezeket. Megmutat-
juk, hogy bdrmely T*T-on adott reguldris kovaridns derivdldasbol kanonikusan
szarmaztathato egy FEhresmann-konnexio. Konstrukcidink egy Ehresmann-
konnexid tenzidjanak 1j interpretdcidjihoz is elvezetnek. A fejezet fé6 eredményei
(5.4.7., 5.4.9., 5.4.11.) kordbbi dllitdsok (4.5.6., 4.5.8.) dltaldnositisai a TF7
visszahuzott nyaldbon adott reguldris kovarians derivdldsokra.

(a) Vonalelem D-sokasdgon olyan (M, D) péart értiink, ahol M egy sima
sokasdg, D pedig kovaridns derivalas a 7*7 visszahtizott nyaldbon. A D-hez
tartozo D" v-kovaridns derivdldst a DLY = D;3Y (X,Y € Sec(777)) el8irdssal
értelmezziik. D torzidja a

T(D)(&:n) == Dejn — Dyj€ —jl&,nl; & n € X(I'M)
formulaval definidlt T'(D) (;)—tenzor. Az
$(X,Y):=VLX - DLX;  X,Y €Sec(r'r)

eléirdssal adott 8 kiilonbségtenzort D Finsler-torzidjaként is emlitjiik. Ha egy
H Ehresmann-konnexiot is kijeloliink M f6lott, akkor a D kovaridns derivalds
T (H-) horizontdlis torzidjat, TV (D) (H-) vertikdlis torzidjat, és P horizontdlis
kilonbségtenzorat rendre a

T(X,Y) := Dy 3 Y — Dy X — jIHX, HY],
TY(D)(&,m) := DV — Dy VE = V[E, 1],
‘:P()A(:, )7) = D‘,}QN(? - v}(}??

formuldkkal vezetjilk be, ahol X,Y € Sec(r*7), &1 € X(T'M). Megjegyezziik,
hogy P(X,Y) = TV(D)(HX,iY).

(b) Legyen D kovaridns derivalds 7*7-n. A p := D¢, illetve p¥ := poi
(})—tenzort D deflexiojanak, illetve v-deflexidjanak nevezziik. D reguldris, ha
p fibrumonként injektiv; erdsen reguldris, ha p' = lgec(rr); vertikdlisan
természetes, ha DV = V.
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5.1.4. Lemma. " = lgec(r+7) — 459 -

5.1.6. Kovetkezmény. FEgy kovaridns derivdlds pontosan akkor ver-
tikalisan természetes, erésen reguldris, illetve reguldris, ha § = 0, is8 = 0,
illetve ha lgec(r+7y — 158 bijektiv. A vertikdlis természetesség maga utan vonja
az er0s regularitast, az erGs regularitasbdl pedig kovetkezik a regularitas.

(c) Legyen D kovaridns derivalds 7*7-n és legyen H M {ol6tti Ehresmann-
konnexié. Ha Dg?f/ = D%;()N/ ()?, Y € Sec(7*7)), akkor azt mondjuk, hogy D"
a H-hoz tartozé h-kovaridns derivilds. D H-deflexidja a p’t := D"6 = poH
G)—tenzor. D H-hoz csatolt, ha Ker(u) = Im(H); D erdsen csatolt a H-hoz, ha
u="V. Megmutatjuk a kovetkezdket:

— egy H Ehresmann-konnexio altal indukalt Berwald-derivalas pontosan akkor
erdsen csatolt H-hoz, ha H homogén (5.1.8.);

— D akkor és csak akkor csatolt H-hoz, ha reguldris és °* = 0 (5.1.9./(1));

— D pontosan akkor erésen csatolt H-hoz, ha erésen reguldris és p*¢ = 0

(5.1.9./(2)).

(d) Legyen D reguldris kovaridns derivalds a 7*7 visszahtzott nyaldbon. A
5.2.1. tétel, 5.2.2. és 5.2.7 allitdsok eredményeit a kovetkezOképpen foglalhat-
juk Ossze: Egyértelmiien létezik olyan Hp Ehresmann-konnexié, hogy D Hp-
deflexidja eltiinik. Bazikus vektormez6kon Hp hatasdt a

Hp(X) = XS —i(u") 'Dxs, X € X(M).
Osszefiiggés adja meg. A Hp-hez tartozé horizontdlis projektor a
hD = ].x(T]\/[) — i(‘LLV)ilDXc(S

leképezés, és Im(Hp) = Ker(u). Hp akkor és csak akkor szdarmazik szemi-
sprayb6l a 7.4./(b) szerinti értelemben, ha T(X,Y) = P(X,Y) — P(Y,X)
(X,Y € Sec(r*7)), ahol T és P a Hp-hez tartozé horizontalis torzid,
illetve kiilonbségtenzor. Ha - specidlisan — D erdsen reguldris, akkor
}CD(X) = X¢ - licd, hD = 13€(TM) —iOIlJ/

Hp-t a D altal indukdlt Ehresmann-konnexiénak nevezziik.

(e) Legyen adott egy H Ehresmann-konnexié, és legyen V a 3 altal indukélt
Berwald-derivdlas. Ekkor tekinthetjiik a V &ltal indukdlt Hy Ehresmann-
konnexiét, és a kovetkezd eredményhez jutunk:

A tenzié interpreticidja (5.2.4.) : it =H — Hy .

(f) A dolgozat 6 részét lezard 5. fejezetben tobbféle jellemzést adunk egy
T*71-n értelmezett D reguldris kovaridns derivalas automorfizmusaira. Az 5.4.7.,
5.4.9. és 5.4.11. tételek eredményei az aldbbiakban foglalhatok Gssze.

Tekintve a D 4dltal indukalt Hp Ehresmann-konnexidt, és képezve erre vo-
natkozéan a TS, T és TV(D) torzidkat, valamint a P kiilénbségtenzort, egy
o € Diff (M) diffeomorfizmusra a kévetkezd éllitdsok ekvivalensek:
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(i) ¢ € Aut(D).

(i) ¢ € Aut(Hp), és p eleget tesz a 08 = 8o(pu Xpx), px0P = Po(pu Xpy)
reldcidknak.

(iii) p € AfE(D), és ¢ eleget tesz a pyp o TS =TS0y, pup 08 =80 (pu X pu),
0P =DPo(pu X u) relicicknak.

(iv) ¢ € A(D), ds  eleget tesz a pp 0 T(D) = T(D) o ((¢)4 % (Pe)et)
w0 TV(D) =TV(D) o ((px)s X (¢x)#) reldcicknak.

7.6. Appendix: a koordinatas nézopont

Az Appendixben levezetjiik egy szemispray koefficienseinek, egy Ehresmann-
konnexié és egy, a 7*r nyaldbon adott kovaridns derivdlds, valamint
egy tetszoéleges 7 vektornyaldbon adott kovaridns derivalas Christoffel-
szimbdlumainak transzformdciés szabalyat térképcsere esetén. Mai nyelven
torténé (de koordindtds) leirdasat adjuk a Varga Otté altal bevezetett invaridns
differencidlnak. Kideriil, hogy ez az operator azonosithaté a Hashiguchi-féle
,vonalelem-sokasdgon adott affin konnexié”-val, és hogy mindkét differencidldsi
eljarés a disszertaciéban szerepld, a 7*7 nyaldbon értelmezett kovaridns derivalas
egy-egy lokalis megjelenitésének tekintheto.



8. fejezet

Summary

8.1. Vector bundles and covariant differentia-
tion

The aim of the first chapter is to fix our notation, conventions, and to recall
some basic concepts and facts which will be used throughout the Thesis.

(a) By a manifold we always mean a connected, Hausdorff, second coun-
table smooth manifold of finite (positive) dimension. C*°(M) is the ring of
smooth real-valued functions on a manifold M, Diff (M) denotes the group of
diffeomorphisms of M.

(b) A real vector bundle of rank k over a manifold M is a smooth map
m: E — M such that
(1) each fibre E, := n~(p), p € M is a k-dimensional real vector space;
(2) for each p € M there is a neighbourhood U of p in M and a diffeomorphism
©: U x R¥ — 771(U) such that for each ¢ € U, the map

veERF — (q,v) € E,

is a linear isomorphism.
Then E, M and 7 are called the total space, the base manifold and the projection,
respectively. A smooth map o: M — FE is a section of 7 if w o o0 = 1;;. More
generally, a section over an open subset &/ C M is a smooth map o: U4 — FE
with 7o o = 1. Sec(w) denotes the C°°(M)-module of sections of 7.

If 7: E — M is a real vector bundle of rank k, then for each point p € M
there exists a neighbourhood U of p and a family (c,)%_; of sections over U
such that the map

v
UXRE — 7 U), || : — vtoi(g) + - + vFor(q)

Vi
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is a diffeomorphism. This is a characteristic property of vector bundles, used in
the Thesis as the defining property.

(c) If m: By — M; and my: B3 — M, are two vector bundles, then a
bundle map of 7 into ms is a pair (F, f) of smooth maps F: E; — F> and
f: My — Ms such that o o F' = f oy, and for each p € M; the restriction
F T (E1)p is an (R-) linear map of (Ey), into (Es)f(p). A bundle map (F, f) is
called an isomorphism if F' is a diffeomorphism. An automorphism of a vector
bundle is an isomorphism of the bundle onto itself.

(d) Let m: By — M and me: B2 — M be vector bundles with
common base manifold. Then a smooth map F: E; — Fs is said to be
a strong bundle map if (F,15;) is a bundle map of m into 7. Throughout
the Thesis is (tacitly) used the fundamental lemma of strong bundle maps
(1.2.2): a map F: Sec(m) — Sec(ms) is C°°(M)-linear, if and only if, there
is a strong bundle map F': Ey — E5 such that F(o) = Foo, for all o € Sec(my).

(e) If (F, f) is an automorphism of the vector bundle 7: E — M, then the
push-forward of a section o € Sec(w) by F is the section

Fyo = Fooo f7L.
Then for any function h € C*°(M) we have
Fy(ho) = (ho f~)Fyo.

(f) The tangent bundle of an n-dimensional manifold M is the vector bundle
7: TM — M (denoted also by 737) whose fibre at a point p € M is the tangent
space T, M. If ¢o: M — N is a smooth map, then its tangent map or derivative
p«: TM — TN is given by

(p)@)() = v(hog);  veT,M, heC=(N).
Then (¢4, ) is a bundle map of 77 into 7y, and hence
TN OPx = POTM, TTN © Pxx = Px O TTM -

(g) X(M) := Sec(rar) is the C°°(M)-module of vector fields on M; [X,Y] is
the Lie bracket of X, Y € X(M).If ¢ € X(T'M) and A: X(TM) — X(TM) is a

type (;) tensor on TM, then their Frlicher-Nijenhuis bracket is the (7) tensor

[€, A] given by

(€, Aln = [€, An] — A[g,m],  n € X(TM).

(h) Two vector fields X € X(M), Y € X(N) are called p-related with
respect to a smooth map p: M — N if ¢, 0 X = Y o; then we write X ~ Y.
]

If ¢ € Diff(M), then ¢4 X (see (e)) is the unique vector field on M which is
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p-related to X.

(i) We denote by £ the canonical vector field on R arising from the usual
chart (R,7) := (R, 1g). The velocity field of a (smooth) curve v: I — M is
A=y 0 d%, the acceleration field of ~ is

..__:_.oi_ Oi oi
TEIEE G T\ %y , dr’

If op: M — M is a smooth map, then
POY=0x0F,  POY=Pux0F.
(3) A covariant derivative in a vector bundle 7: E — M is a map
D: X(M) x Sec(m) — Sec(r), (X,0) — Dxo

such that D is tensorial in X and a derivation in o. If (F, f) is an automorphism
of m, and

(F#D)xo := F;' Dy, x Fyo,

then F#D is also a covariant derivative in 7, the pull-back of D via F. If
F#D = D, then F is called an automorphism of D. Aut(D) denotes the group
of automophisms of the covariant derivative D.

(k) Let 7: E — M be a vector bundle, and ¢: I — M a smooth curve. A
smooth map s: I — F is said to be a section along c if w o s = ¢. The sections
along ¢ form a C'°°(I)-module denoted by Sec. (). If D is a covariant derivative
in 7, then there is a unique R-linear map D, : Sec.(m) — Sec.(7) such that
(1) if s € Sec.(m) and f € C*°(I), then D.(fs) = f's+ fD,s,

(2) if 0 € Sec(7) and s := 0 oc, then (D.s)(t) = Deyyo, t € 1.
D, is called the covariant derivative along c.

(1) The pulli-back of Tp over T is the vector bundle 77 with total
space TM xp TM = {(v,w) € TM xTM | 7(v) = 7(w)}, and projection
(vyw) € TM x TM ~— v € TM. We also consider the vector bundle 7,
where #: TM — M is the deleted bundle for 7, i.e., TM := TM \ o(M),

0 € X(M) is the zero vector field, and 7 := 7 [ TM.
The C*°(TM)-module Sec(7*7) is generated by the basic vector fields

X:veTMv— X(v) = (v, X(7(v))) € TM xy TM, X € X(M).

The section 6: v € TM — 6(v) := (v,v) € TM x py TM is called the canonical
section of TFT.

(m) By a geodesic of a covariant derivative
D: X(TM) x Sec(t*T) — Sec(7*7) we mean a regular curve v: [ — M
satisfying the condition D5(d0%) = 0. Equivalently (see (k)/(2)), v is a geodesic
of D, if and only if, Dx ;6 =0, for all ¢ € I.
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8.2. Structures on the tangent bundle

In this chapter we offer a brief summary of the basic canonical objects living
on the tangent bundle Tp;. In particular, we describe, how these objects change
under a push-forward operation.

(a) f¥:=forand f¢:veTM+— f(v) :=v(f) € R are the vertical and
the complete lift of a function f € C°°(M), respectively. If p: M — M is a
smooth map, then (f o p)¢ = f€ o p,.

(b) A vector field £ on T'M is called vertical, if & ~ 0; the vertical vector

fields form a subalgebra XV(T'M) of the Lie algebra X(T'M). The wvertical lift
of a vector field X on M is the unique vertical vector field XV which satisfies
XVfe=(X[f)forall f e C>°(M). We have a canonical vertical vector field, the
Liouwille vector field C on T M. It may be characterized by the two conditions
Cf'=0and Cf°= f¢ for all f e C>(M).

(c) The complete lift of a vector field X € X(M) is the unique vector field

X¢ € X(T'M) satisfying X°f¥ = (X f)" and X f¢ = (X f) for all f € C>(M).

Then X¢ ~ X, and X ~ Y implies X¢ ~ Y° (Lemma 2.1.3). If ¢ € Diff (M),
T @ P

then (¢.)x X = (pxX)".
(d) We have the canonical ezact sequence
0 — TM x 3y TM —— TTM = TM x 3y TM — 0
of strong bundle maps defined by
i(v,w) :=¢(0); c(t) :==v+tw (t €R) and j(z) := (trm(2), 7 (2)).
J :=1i0jis said to be the vertical endomorphism of TTM. By 8.1/(d), i and j

induce C*°(T'M)-homomorphisms at the level of sections, which we denote by
the same symbols. We have the relations

C =14, [C, ] =-T;
and, for each X € X(M),
X=X, joX'=0, JX°=X', [X"J]=[X%J]=0

It is easy to check that jo#4 = § o4, for any smooth curve v: I — M (Lemma
2.2.1).

(e) If ¢ € Diff (M), and ¢. X @, denotes the map

(u,v) € TM X pg TM — (p4(u), ps(v)) € TM xpy TM,
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then (@« X @, px) is an automorphism of 7*7. We denote by w#)z the push-
forward of a section X € Sec(7*7) by . X @4; then (confer 8.1/(e))

eaX = (s X py) 0 X 00"

We have, in particular, for any vector field X on M, w#)/f = @( (Lemma
2.3.2), and pud = 0.
Lemma 2.3.3. If p: M — M is a smooth map, then

Oax 01 =10 (s X @4), (Px X ©4) 0§ =J 0 Pux, Pix 0 = J 0 s

If ¢ is a diffeomorphism, then (Corollary 2.3.4)
(P)#C=C, ()X = (ppX)" (X € X(M));

furthermore (Corollary 2.3.5)

(pu)g0i=10py, pxoj=jo(p)s, (pa)g o d =T o (i) g

8.3. Spray manifolds

In this chapter we define the second-order vector fields and their most
important mutations. We collect some basic facts on semisprays, and we have
a first look at their affinity and automorphism groups.

(a) Amap S: TM — TTM, smooth on ZOFM, is said to be a semispray, if
Tram © S = 1y, it sends zeros to zeros, and satisfies the condition jS = ¢ (or,
equivalently, JS = C). A semispray is called a second-order vector field, if it
is smooth on its whole domain. By a spray we mean a semispray of class C*,
which is positive-homogeneous of degree two in the sense that [C,S] = S. An
affine spray is a spray of class C2.

(b) If S is a semispray on T'M, then

JJE, S]=J¢  forall €€ X(TM) — Grifone’s relation;
[XY,8]=X"4+n, neX'(TM), forall X e X(M).

(c) A regular curve v: I — M is a geodesic of a semispray S if its velocity
field is an integral curve of S, i.e., S oy = 4. A diffeomorphism ¢: M — M is
an affinity (or totally geodesic transformation) of S if it preserves the geodesics
considered as parametrized curves, i.e., if

'go.c;ﬂy‘:So‘cptlwy', for all geodesic v: I — M.

The affinities of a semispray S form a Lie group, denoted by Aff(.S).
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(d) If S is a semispray and ¢ € Diff (M), then (p4)xS is also a semispray,
which remains a spray, if S is spray. ¢ is called an automorphism of S, if
(ps)pS =5, 1e., pur 08 = Sop,. Aut(S) denotes the group of automorphisms
of S.

(e) We have the following simple results (3.2.2, 3.2.5): if S is a semispray
and ¢ € Diff (M), then

(psx 0SS —Sop,)od =0, for all geodesics v: I — M,
Aff(S) = Aut(9).

8.4. Ehresmann connections

This chapter is devoted to our investigations on Ehresmann connections. On
the one hand, using new ideas and tools, we reproduce some important known
results (4.1.8, 4.8.2-4.3.5). On the other hand, and this is the main result of
the chapter, we characterize the automorphisms of an Ehresmann connection
in terms of its affinities and strong torsion (4.5.7). After a careful discussion,
we obtain a strengthening of the classical theorem: ’a diffeomorphism is an
automorphism of a covariant derivative on a manifold, if and only if, it is an
affinity and preserves the torsion’.

(a) Roughly speaking, an Ehresmann connection H over a manifold M
is a left splitting of the canonical exact sequence in 8.2/(d), smooth only

on TM x TM, and given on o(M) xp TM by H(o(p),v) = (04)p(v);
p € M,veT,M. We associate to any Ehresmann connection J the horizontal
projector h := JH o j, the vertical projector v = lpry — h, the vertical map
V:=i"lov and the semispray Ssc := H 0. The horizontal lift of a vector field

X € X(M) with respect to H is X" := H(X) = hX°© € X(TM).

(b) If S is a semispray over M, then there is a unique Ehresmann connection
Hg such that

He(X) = (X = [XY,9)]) for all X € X(M) (Crampin),
with horizontal projector
hs = L (ziran — [S9) (Grifone)
(Proposition 4.1.3).

(c) Let H be an Ehresmann connection over M. If

VeY :=j[v&, HY]+ VIhE,iY]); €€ X(TM), ¥ € Sec(? 1),
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then V is a covariant derivative in 70'*7, called the Berwald derivative induced
by H. The operators V" and V¥ defined by

V%f/ = V:}{)?f/ and V‘;}f/ = Vi)}f/ (X,Y € Sec(?'7))

are called the h-Berwald derivative (belonging to H) and the (canonical) vertical
derivative, respectively. The latter does not depend on the choice of the Ehres-
mann connection. The tension t, the torsion T, and the strong torsion T® of H
are defined, respectively, by t := V"6, T(X,Y) = V%Y — V%X —J[HX, HY]
(X,Y € Sec(#'7)) and T= := t + isT. K is called homogeneous if its tension
vanishes. In the homogeneous case the associated semispray Sg¢ is a spray.
Conversely, if Sy is a spray, then t(0) = 0 (Lemma 4.2.3).

Proposition 4.3.2. 1iT® = H — Hs, , where Hg, is the Ehresmann
connection determined by Ss¢ accoroding to (b).
As a corollary, we obtain that the following three conditions concerning an
Ehresmann connection 3 are equivalent: (i) the strong torsion of H vanishes.
(i) H = Hsg,,. (iii) t =0 and T = 0 (4.3.3, 4.3.4). 4.3.2 also implies

Corollary 4.3.5 (unicity theorem). An Ehresmann connection is uniquely
determined by its strong torsion and associated semispray.

(d) If H is an Ehresmann connection over M and ¢ € Diff(M), then
O#H == 7} o Ho (p. x @) is also an Ehresmann connection, the pull back of
H via . If o#*H = 3, and hence @, o H = H o (¢, X ©.), then ¢ is called
an automorphism of H. Aut(H) denotes the group of automorphisms of H. The
following are equivalent:

(i) ¢ € Aut(H), (i) (s X px) 0V =V 0y,
(iii) puxoh=hop., (iv) QPwmoV=VvVo P,
(v) (pa)gX" = (pgpX)", forall X € X(M)

(Proposition 4.5.2). If one, and hence all of these conditions are satisfied, then
t, T and T*® satisfy the relations

puot=tops,  ppoT =To(px Xpx),  PpoT*=T opy

(Proposition 4.5.3).
Propositions 4.5.4 and 4.5.5. Let H be an Ehresmann connection over
M, and let V be the Berwald derivative induced by H. Then

Aut(H) C (Aut(V) N Aut(Sy)) .
Conversely, if S is a semispray over M, then
Aut(S) C Aut(Hg).

Theorem 4.5.6. A diffeomorphism ¢ of M is an automorphism of an
Ehresmann connection H over M, if and only if, ¢ € Aut(Ss¢) and satisfies the



8.5. D-MANIFOLDS WITH LINE-ELEMENTS 97

relation @z o T® = T® o p4.

(e) A regular curve v: I — M is said to be a geodesic of an Ehresmann
connection H if Vo4 = 0, or, equivalently, if h o 4 = 4. The geodesics of H
coincide with the geodesics of the associated semispray Sg¢ (Proposition 4.4.2).
If H is homogeneous, then H and the Berwald derivative induced by H have
the same geodesics (Lemma 4.4.4). The latter property holds, if and only if,
Sq¢ is a spray (Proposition 4.4.6).

(f) A map ¢ € Diff (M) is said to be an affinity of an Ehresmann connec-
tion H over M, if it preserves the geodesics as parametrized curve (cf. 8.3/(c)).
Aff(H) denotes the group of affinities of H. We define in the same way the affi-

nity groups Aff(D) and Aff (b) of a covariant derivative D in 7*7 and a covariant

derivative D on M, respectively. Our observations in (e) imply immediately the
following corollaries:

Aff(H) = Aff(Sq() (Corollary 4.4.3);
Aff(H) = Aff(V), if H is homogeneous (Corollary 4.4.5).

Since Aut(Sy¢) = Aff(Sg¢) by 3.2.5, Theorem 4.5.6 leads to the important
Corollary 4.5.7. ¢ € Aut(H) if and only if ¢ € Aff(H) and

py o TS =T% 0 py.

Finally, we consider a covariant derivative D on the manifold M , and give a

o
new characterization of D-automorphisms.

Theorem 4.5.8. ¢ € Aut(lo)) if and only if ¢ € Aﬂ(lo)) and ¢y 05T =

o

isT o pu, where T()?,?) = i Y T(D)(X,Y)) (T(ﬁ) is the torsion of b;
X,Y € X(M)).

8.5. D-manifolds with line-elements

In this chapter we consider covariant derivatives in the pull-back bundle
T*1. We define various reqularity concepts and characterize them. We show that
any regular covariant derivative in 7T gives rise to canonically an Ehresmann
connection. These constructions lead naturally to a new interpretation of the
tension. The main results of the chapter (5.4.7, 5.4.9, 5.4.11) generalize our
previous results (4.5.6, 4.5.8) to this context.

(a) By a D-manifold with line-elements we mean a pair (M, D) consisting of
a manifold M and a covariant derivative D in 7*7. The v-covariant derivative

DY belonging to D is given by DLY = Di)?? (X,Y € Sec(r*7)). The torsion
T(D) of D is defined by

T(D)(&,n) := Dejn — Dyjé =3[, m); &,n € X(TM).



98 8. FEJEZET. SUMMARY

The difference tensor 8 given by
$(X,Y)=VLX - DLX;  X,Y €Sec(r"r)

is mentioned as the Finsler torsion of D. In the presence of an Ehres-
mann connection H we define the (H-) horizontal torsion T, the (H-) verti-
cal torsion TV(D), and the horizontal difference tensor P as follows: for each
X,Y € Sec(r*7); &, € X(TM),

T(X,Y) := DyzY — Dyp X — jIHX, HY],
T¥(D)(&,m) := DeVn — Dy VE = VIE, ],
(\P()’Z, }A}) = DS}C)?? - VH)}}A}

We note that P(X,Y) = TV(D)(HX,iY).

(b) Let D be a covariant derivative in 77. The (}) tensors p := D§ and
1Y = poi are said to be the deflection and the v-deflection of D, respectively.
We say that D is regular, if p' is fibrewise injective; strongly regular, if
p = lgec(r=r); vertically natural, if DY = VY.

Lemma 5.1.4. " = lgec(r=r) — 69 -

Corollary 5.1.6. D is vertically natural <= § = 0; D is stron-
gly regular <= is8 = 0; D is regular <= lgec(r+7) — 458 Is bijective.
Vertical naturality implies strong regularity, strong regularity implies regularity.

(c) Let a covariant derivative D in 7*7 and an Ehresmann connection H
over M be given. Define the h-covariant derivative D" by D}(}N/ := D, ;Y for
all )~(,)~/ € Sec(7*7). Then p”* := D" = p o H is said to be the H-deflection of
D. D is associated to H, if Ker(n) = Im(H); D is strongly associated to H, if
@ ="V. We show:

— the Berwald derivative induced by H is strongly associated to H, if and only
if, H is homogeneous (5.1.8);

— D is associated to 3, if and only if, D is regular and p”¢ =0 (5.1.9/(1));
— D is strongly associated to 3, if and only if, D is strongly regular and p”t

(5.1.9/(2)).

0

(d) Let D be a regular covariant derivative in 7*7. The results of Theorem
5.2.1 and Propositions 5.2.2, 5.2.7 may be summarized as follows.
There is a unique Ehresmann connection Hp such that the H p-deflection of D
vanishes. On basic vector fields Hp acts by

Hp(X) = X —i(n’) 'Dxes, X € X(M).

The horizontal projector associated to Hp is

hp = lyran — i(p”) ™ Dxed;
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and Im(Hp) = Ker(p). Hp is generated by a semispray according to 8.4/(b),
if and only if, T(X,Y) = P(X,Y) — P(Y,X) (X,Y € Sec(r*7)), where
T and P are the horizontal torsion and difference tensors with respect to
Hp. If, in particular, D is strongly regular, then Hp(X) = X°¢ — iDx<J,
hp = 1x(ra) —iop. Hp is said to be the Ehresmann connection induced by D.

(e) Let an Ehresmann connection H be given, and let V be the Berwald
derivative induced by H. Then we may consider the Ehresmann connection
Hy induced by V, and obtain the following

Interpretation of the tension (5.2.4): it = H — Hy .

(f) Finally, we turn to the various characterizations of the automorphisms of
a regular covariant derivative D in 7%7, and summarize the result of Theorems
5.4.7, 5.4.9, 5.4.11. We consider the induced Ehresmann connection Hp, and
form the torsions T, T, TV(D) and the difference tensor P with respect to Hp.
For a diffeomorphism ¢ of M the following are equivalent:
(i) ¢ € Aut(D).
(ii) ¢ € Aut(Hp) and ¢ satisfies the relations gz 08 = 80 (Yu X pu), pxpoP =
Po(pg X oz)-
(iii) ¢ € Afi(D) and ¢ satisfies the relations @z o TS = TS 0y, ppr o8 =
80 (py X o), g 0P =P o (pg X pg).
(iv) ¢ € Aff(D) and ¢ satisfies the relations @4 0T (D) = T(D)o((px) 2 X (0s)),
pg o TV(D) =T (D) o ((px)# X (px)2)-

8.6. Appendix: a coordinate view

We deduce the rules of transformation under a change of the chart of the
functions (semispray coefficients, Christoffel symbols) which describe locally, i.e.,
in a chart, our basic objects. We present a modern interpretation of the invariant
differential introduced by Ott6 Varga [42]. It turns out that this operator, as
well as Hashiguchi’s ’affine connection in a manifold with line elements’ ([23])
are just different sides of the same coin, a covariant derivative operator in 77
in the sense of the Thesis.
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