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Bevezet�es

Annak r�ovid v�azol�as�aval kezdj�uk, hogy mi a h�attere �es a magyar�azata a
disszert�aci�o c��m�eben { �es azt�an a munka sor�an v�egig { alkalmazott termi-
nol�ogi�anak.

Ismeretes, hogy Hermann Weyl volt az els}o, aki r�amutatott a kovari�ans
deriv�al�as Riemann-strukt�ur�akt�ol f�uggetlen fogalm�anak fontoss�ag�ara [44]. Ha M
egy (sima) sokas�ag, D pedig kovari�ans deriv�al�as M -en, akkor D-t igen gyakran
konnexi�ok�ent, vagy Weyl nyom�an a�n konnexi�ok�ent eml��tik (b�ar ez ut�obbi
kifejez�es m�as �ertelemben is haszn�alatos), az (M,D) p�art pedig a�n�osszef�ugg}o
sokas�agnak vagy a�n sokas�agnak mondj�ak. Az "a�n�osszef�ugg}o sokas�ag"
elnevez�es manaps�ag m�ar kiss�e r�egiesen hangzik �es egyre ritk�abb. Az "a�n
sokas�ag" elnevez�es ellen az sz�ol, hogy ez k�et�ertelm}u: a�n sokas�agon gyakran
�un. a�n strukt�ur�aval ell�atott sokas�agot �ertenek; egy a�n strukt�ura kijel�ol�ese
ekvivalens egy torzi�o- �es g�orb�uletmentes kovari�ans deriv�al�as megad�as�aval. Az
ilyen �ertelemben vett a�n sokas�agoknak igen gazdag elm�elete van, amelybe j�o
betekint�est enged p�eld�aul a [19] dolgozat.

Mindenezek alapj�an �ugy d�ont�ott�unk, hogy egy kovari�ans deriv�al�assal
ell�atott sokas�agra a Serge Lang [24] �altal haszn�alt D-sokas�ag elnevez�est
fogadjuk el �es alkalmazzuk.

Munk�ankban a helyzet l�enyegesen bonyolultabb, mint a D-sokas�agok
klasszikus elm�elet�eben. Azt, hogy mir}ol is van sz�o, intuit��ve nagyon vil�agosan
le��rja Masao Hashiguchi [23] dolgozat�anak els}o paragrafus�aban. Szabad
ford��t�asban: amikor egy M di�erenci�alhat�o sokas�ag olyan geometriai tulaj-
dons�ag�aval foglalkozunk, amelyek nem csup�an M pontjait�ol f�uggenek, hanem a
pontbeli nemz�erus �erint}ovektorokt�ol is, akkor M -et vonalelem-t�ernek (space
with line-elements) nevezz�uk, az �erint}ovektorokat pedig t�amaszelemeknek
h��vjuk. Fontos megjegyezni, hogy a vonalelem, illetve vonalelemt�er (espace
d'elements lin�eaires) fogalma m�ar �Elie Cartan Finsler-tereket t�argyal�o
klasszikus munk�aj�aban is k�ozponti szerepet kapott (l�asd [8]).

Disszert�aci�onk szint�en az ilyen "ir�anyf�ugg}o objektumok" elm�elet�ehez
k��v�an hozz�aj�arulni. Ezekhez a vizsg�alatokhoz elengedhetetlen egy alkalmas
kovari�ans deriv�al�as (vagy "konnexi�o") bevezet�ese. Ilyen kovari�ans deriv�al�ast
�ertelmezett 1949-ben Varga Ott�o [42] a klasszikus tenzorkalkulus eszk�ozeivel,
majd hasonl�o m�odon { de t}ole f�uggetlen�ul { M. Hashiguchi 1958-ban [23].�At�ultetve Lang terminol�ogi�aj�at erre a szitu�aci�ora, egy kovari�ans deriv�al�assal
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ell�atott vonalelem-sokas�agot nevezt�unk vonalelem D-sokas�agnak. Varga
Ott�o elj�ar�as�at a koordin�at�as nyelvezet meg}orz�es�evel, de moderniz�alt form�aban
v�azoljuk az Appendixben (6.3). A vonalelem D-sokas�agok Varga Ott�o kez-
dem�enyezte elm�elet�et a k�es}obbiekben t�obb hazai geom�eter is tov�abb�ep��tette,
illetve gazdag��totta; elegend}o ezzel kapcsolatban So�os Gyula [33], Tam�assy
Lajos [40], Nagy P�eter [30] �es Szab�o Zolt�an [35] dolgozat�ara utalnunk.

A vonalelemt�er Cartan �altal bevezetett intuit��v fogalm�anak pontoss�a t�etele a
�br�alt nyal�abok elm�elet�enek keretei k�oz�ott v�alt lehets�egess�e. A "vonalelemt�er"megfelel}oje ekkor egy olyan vektornyal�ab, amelynek b�azissokas�aga egy M so-
kas�ag nemz�erus �erint}ovektorainak ◦

TM sokas�aga, tot�altere a
◦
TM ×M TM := {(u, v) ∈ ◦

TM × TM | ◦τ(u) = τ(v)}
�br�alt szorzat (itt τ : TM −→ M a term�eszetes projekci�o, ◦

τ := τ �
◦
TM),

projekci�oja az
(u, v) ∈ ◦

TM ×M TM 7−→ u ∈
◦
TM

lek�epez�es. Ezt a nyal�abot disszert�aci�onkban a visszah�uzott nyal�abk�ent eml��tj�uk
�es ◦

τ
∗
τ -val jel�olj�uk. Mivel vizsg�alataink egy r�esz�eben a z�erusvektorok t�orl�ese nem

sz�uks�eges, gyakran szerepeltetj�uk a
τ∗τ : TM ×M TM −→ TM

visszah�uzott nyal�abot is. Vonalelem D-sokas�agon ezek ut�an olyan (M,D)
p�art �ert�unk, ahol M egy sokas�ag, D pedig a ◦

τ
∗
τ vagy a τ∗τ vektornyal�abon

adott kovari�ans deriv�al�as.
Annak felismer�ese, hogy a Finsler-geometri�aban alkalmazott k�ul�onb�oz}o (L.

Berwald , E. Cartan �es H. Rund �altal bevezetett) kovari�ans deriv�al�asok
egys�eges �es indexmentes t�argyal�as�aul alkalmas fogalmi keret�ul szolg�alnak a
(mi sz�ohaszn�alatunkkal) vonalelem D-sokas�agok, az 1960-as �evek elej�en t�ort�ent
meg. Ennek a n�ez}opontnak a szisztematikus �erv�enyes��t�es�evel els}ok�ent tal�an
H. Akbar-Zadeh munk�aiban tal�alkozhatunk (l�asd p�eld�aul [1]); ezekr}ol j�o
�osszefoglal�o �attekint�est ad 2006-ban publik�alt monogr�a��aja [2]. A MakotoMat-
sumoto �altal egy �evtized alatt, 1960 �es 1970 k�oz�ott igen alaposan kidolgozott
elm�elet m�as utat k�ovet. Matsumoto egy speci�alis princip�alis nyal�ab princip�alis
konnexi�oik�ent t�argyalja az �un. Finsler-konnexi�okat [27], [28]. Az alkalmazott
princip�alis nyal�abhoz csatolt vektornyal�ab azonban �eppen a τ∗τ visszah�uzott
nyal�ab, ��gy a princip�alis nyal�ab megk�ozel��t�es ugyanarra az eredm�enyre ve-
zet, mint a vektornyal�ab-n�ez}opont�u t�argyal�as. �Erdemes megeml��teni, hogy
P. Dombrowski egy Matsumoto-cikkr}ol ��rt, de �on�all�o �erdekess�eggel b��r�o
refer�atum�aban [17] Matsumoto eredm�enyeit �eppen a visszah�uzott nyal�ab
nyelv�ere ford��tja le. �Attekintve a k�ul�onb�oz}o, lehets�eges megk�ozel��t�eseket, M.
Crampin egy 2000-ben publik�alt dolgozat�aban [13] ism�etelten �es hat�asosan
a visszah�uzott nyal�abon alapul�o t�argyal�as mellett �ervel. Ez a n�ez}opont �es a



v

hozz�akapcsol�od�o fogalmi-kalkulat��v appar�atus r�eszletes kifejt�est nyert a [37]
munk�aban. Disszert�aci�onk �altal�anos elm�eleti h�atter�e�ul ez a munka szolg�al,
terminol�ogi�ankban �es jel�ol�eseiben, apr�obb elt�er�esekt}ol eltekintve, ezt k�ovetj�uk.

Tov�abbi kulcsfogalom dolgozatunk c��m�eben az Ehresmann-konnexi�o.
Ez az elnevez�es a di�erenci�algeometria irodalm�aban t�obb, egym�ast�ol elt�er}o
�ertelemben is szerepel. Disszert�aci�onkban Ehresmann-konnexi�on { r�oviden
sz�olva { a

0 −→ TM ×M TM −→ TTM −→ TM ×M TM −→ 0
kanonikus egzakt sorozat olyan jobb oldali has��t�as�at �ertj�uk, amelynek simas�ag�at
csak ◦

TM×M TM f�ol�ott k��v�anjuk meg. (A pontos de�n��ci�ot illet}oen l�asd 4.1.1-et.)
Megjegyezz�uk, hogy ez a fogalom a [37]-ban horizont�alis lek�epez�esk�ent szerepel.

Ill}o e helyen r�oviden sz�olnunk Charles Ehresmann konnexi�oelm�elethez
val�o legfontosabb hozz�aj�arul�as�ar�ol. Ehresmann konnexi�oelm�eleti vizsg�alataihoz
a "nyersanyagot" �Elie Cartan e t�em�aban ��rt dolgozatai szolg�altatt�ak. Egy
h�aromr�eszes, 1923-ban, 1924-ben �es 1925-ben publik�alt cikksorozat�aban [8] Car-
tan bevezette egy sokas�agon az a�n konnexi�o fogalm�at, �es �ertelmezte az eh-
hez kapcsol�od�o alapvet}o geometriai adatokat: torzi�o, g�orb�ulet, holon�omia, ... .
R�eszletesen t�argyalta ezek alkalmaz�asait a klasszikus �es a relativisztikus mecha-
nik�aban, �es megmutatta fontoss�agukat az �altal�anos relativit�aselm�elet geomet-
riai jelent�es�enek tiszt�az�asa szempontj�ab�ol. Kifejtette speci�alisan, hogy egy kon-
nexi�o szerinti p�arhuzamos eltol�as hogyan kapcsolhat�o �ossze a Galilei-f�ele tehe-
tetlens�egi elvvel, illetve { �altal�anosabban {, hogy mik�ent alkalmazhat�o egy gra-
vit�aci�os mez}oben mozg�o r�eszecske mozg�as�anak le��r�as�ara; foglalkozott tov�abb�a
a klasszikus mez}oelm�eletek (elektom�agnesess�eg, hidrodinamika) a�n konnexi�ok
seg��ts�eg�evel t�ort�ent}o geometriz�al�as�aval. K�es}obbi munk�aiban Cartan kiterjesz-
tette vizsg�alatait az "in�nit�ezim�alis konnexi�ok" tov�abbi t��pusaira, ��gy a kon-
formnak, euklideszinek, illetve projekt��vnek mondott konnexi�okra.

Cartan munk�ainak nyelvezete �es appar�atusa a mai olvas�o sz�am�ara neh�ez
�es f}oleg idegen; leford��t�asa a mai matematika nyelv�ere nem is olyan egyszer}u
feladat. Tudnunk kell, hogy az eml��tett id}oszakban, az 1920-as �evekben, m�eg
a sokas�ag fogalma sem krist�alyosodott ki teljesen, ez csup�an 1936-ban Huss-
ler Whitney egy nevezetes dolgozat�aban [45] v�alt t�ort�ent meg. �Erdemes meg-
eml��teni ehhez kapcsol�od�oan, hogy 1927-ben Cartan publik�alt egy k�onyvet a
Riemann-geometri�ar�ol. Ezt 1946-ban egy l�enyegesen kib}ov��tett m�asodik kiad�as
k�ovett, amelyet 1983-ban R. Hermann komment�arj�aval angolra is leford��tottak.
Cartan m�eg m}uve m�asodik kiad�as�aban sem v�allalkozott arra, hogy kit�erjen a
sokas�agok pontos �ertelmez�es�ere; k�onyv�enek 56. oldal�an ezt olvashatjuk:
"La notion generale de vari�et�e est assez di�cle �a d�e�nier avec precision."

("A sokas�ag fogalma t�ul bonyolult ahhoz, hogy prec��zen de�ni�aljuk.") Ma m�ar
ezt nem ��gy l�atjuk: az �altal�anos topol�ogia �es a di�erenci�alsz�am��t�as modern
eszk�ozeivel a sokas�agok pontos �ertelmez�ese nem �utk�ozik semmilyen neh�ezs�egbe.

Charles Ehresmann volt az, aki 1950-ben megalkotta a konnexi�o modern
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fogalm�at, �br�alt nyal�abok �altal�anoss�ag�aban [18]. Amennyiben a nyal�ab ren-
delkezik �un. strukt�ura-csoporttal �es az Lie-csoport { �es ��gy maga a nyal�ab
princip�alis �br�alt nyal�ab { akkor a konnexi�o olyan 1-formak�ent �ertelmezhet}o,
amely �ert�ekeit a strukt�ura-csoport Lie-algebr�aj�aban veszi fel, �es eleget tesz
bizonyos axi�om�aknak. (Az Ehresmann-konnexi�o elnevez�es az ilyen konnexi�o
1-form�akra is haszn�alatos, l�asd p�eld�aul [34].) Ehresmann a Cartan �altal beveze-
tett k�ul�onb�oz}o konnexi�okat Cartan-konnexi�oknak nevezte (nem t�evesztend}oek
�ossze a Finsler-geometri�aban haszn�alatos Cartan-deriv�al�assal), �es megmutatta,
hogyan nyerhet}ok ezek egy princip�alis �br�alt nyal�abon adott konnexi�o speci�alis
eseteik�ent.

Disszert�aci�onk f}o t�em�aja az a�nit�as- �es az automor�zmus-csoport kapcso-
lat�anak tiszt�az�asa Ehresmann-konnexi�ok, illetve a τ∗τ visszah�uzott nyal�abon
adott regul�aris kovari�ans deriv�al�asok eset�en. E vizsg�alatokkal p�arhuzamban az
Ehresmann-konnexi�ok �altal�anos elm�elet�et is kieg�esz��tj�uk n�eh�any �uj �eszrev�etellel,
valamint n�eh�any fontos ismert t�etel �uj bizony��t�as�aval. A dolgozat 6 fejezetb}ol
�ep�ul fel, bele�ertve egy Appendixet.

Az els}o fejezet az alapvet}o meg�allapod�asok r�ogz��t�ese mellett n�eh�any,
a tov�abbiakban felhaszn�al�asra ker�ul}o fontos fogalomra �es t�enyre eml�ekeztet,
valamint egyszer}u technikai jelleg}u �eszrev�eteleket tartalmaz. A k�es}obbiekben j�ol
haszn�alhat�o �ertelmez�es�et adjuk a τ∗τ nyal�abon de�ni�alt kovari�ans deriv�al�asok
geodetikusainak ("autoparalel g�orb�einek").A m�asodik fejezetben bevezetj�uk �es a sz�uks�eges m�elys�egig t�argyaljuk a
disszert�aci�o szempontj�ab�ol fontos speci�alisabb fogalmakat �es konstrukci�okat.
Le��rjuk, hogy az �erint}onyal�ab kanonikus objektumai, valamint bizonyos
vektormez}ok �es szel�esek hogyan transzform�al�odnak az alapsokas�ag egy di�eo-
mor�zmusa �altal sz�armaztatott el}oretol�as (push-forward) alkalm�aval.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogy egy szemispray automor�zmus-
�es a�nit�ascsoportja egybeesik (3.2.5.).

A negyedik fejezet t�argyalja a disszert�aci�oban az Ehresmann-konnexi�okkal
kapcsolatban felvetett probl�em�ak jelent}os r�esz�et. A bevezet}o szakaszban
Crampin �es Grifone egy alapvet}o t�etel�ere adunk egy, az ismertekn�el n�emileg
egyszer}ubb bizony��t�ast. R�eszletesen le��rjuk az Ehresmann-konnexi�o �es egy
di�eomor�zmus �altali visszah�uzottja alapvet}o geometriai adatainak kapcsolat�at
(4.2.10. lemma). A 4.3. szakaszban k�et Ehresmann-konnexi�o k�ul�onbs�egtenzor�at
t�argyaljuk. Megmutatjuk, hogy { egy kanonikus, injekt��v nyal�ablek�epez�est}ol
eltekintve { egy Ehresmann-konnexi�onak �es a hozz�a csatolt szemisprayb}ol
sz�armaz�o Ehresmann-konnexi�onak a k�ul�onbs�egtenzora az Ehresmann-konnexi�o
er}os torzi�oj�anak 12 -szerese. Ebb}ol, egyebek mellett, k�ozvetlen�ul k�ovetkezik az a
fontos, ismert t�etel, hogy egy Ehresmann-konnexi�ot egy�ertelm}uen meghat�aroz
az er}os torzi�oja �es a hozz�a csatolt szemispray. A 4.4. szakaszban megmutat-
juk, hogy egy Ehresmann-konnexi�o a�nit�as-csoportja megegyezik a hozz�a
csatolt szemispray a�nit�as-csoportj�aval, homog�en Ehresmann-konnexi�o eset�en
pedig a csatolt Berwald-deriv�al�as a�nit�as-csoportj�aval. A 4.5. szakasz teljes
eg�esz�eben �uj eredm�enyeket tartalmaz. Igazoljuk, hogy egy Ehresmann-konnexi�o
automor�zmus-csoportja r�eszcsoportja az �altala induk�alt Berwald-deriv�al�as
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automor�zmus-csoportj�anak. Bebizony��tjuk, hogy az alapsokas�ag egy di�eo-
mor�zmusa akkor �es csak akkor automor�zmusa egy Ehresmann-konnexi�onak,
ha automor�zmusa a hozz�a csatolt szemispraynek �es invari�ansan hagyja az
er}os torzi�ot. Eredm�enyeinkb}ol k�ovetkezik, hogy egy di�eomor�zmus pontosan
akkor automor�zmusa egy Ehresmann-konnexi�onak, ha a�nit�as �es invari�ansan
hagyja az er}os torzi�ot. Megmutatjuk ennek alapj�an, hogy az a klasszikus t�etel,
miszerint egy sokas�agon adott kovari�ans deriv�al�as automor�zmusai �eppen a
torzi�ot invari�ansan hagy�o a�nit�asok, kis m�ert�ekben �eles��thet}o.

Az �ot�odik fejezet els}o szakasza a visszah�uzott nyal�ab kovari�ans deriv�al�asaival
kapcsolatos k�ul�onb�oz}o regularit�asi felt�eteleket �es egy Ehresmann-konnexi�ohoz
val�o csatolts�agukat t�argyalja. Az 5.2. szakasz els}o t�etel�eben explicite le��rjuk,
mik�ent konstru�alhat�o regul�aris kovari�ans deriv�al�asb�ol Ehresmann-konnexi�o,
majd (5.2.2.) bebizony��tjuk, hogy ez az egyetlen olyan Ehresmann-konnexi�o,
amelyre vonatkoz�oan az adott kovari�ans deriv�al�as horizont�alis-de
exi�oja elt}unik.
Speci�alisan: egy Ehresmann-konnexi�o �altal induk�alt Berwald-konnexi�ob�ol is
sz�armazik egy Ehresmann-konnexi�o; megmutatjuk, hogy a k�et Ehresmann-
konnexi�o k�ul�onbs�egtenzora �eppen az eredeti Ehresmann-konnexi�o tenzi�oja.
Az 5.3. szakaszban igazoljuk, hogy a visszah�uzott nyal�abon �ertelmezett
regul�aris kovari�ans deriv�al�asok a�nit�as-csoportja egybeesik az induk�alt
Ehresmann-konnexi�o a�nit�as-csoportj�aval. Az 5.4. szakasz a 4.5. szakasszal
�all��that�o p�arhuzamba, �es mik�ent az, ez is csupa �uj eredm�enyt tartalmaz. F}obb
t�eteleink, jelent}osen t�amaszkodva az Ehresmann-konnexi�okra vonatkoz�o anal�og
t�etelekre, a regul�aris kovari�ans deriv�al�asok automor�zmusait jellemzik olyan
a�nit�asokk�ent, amelyek bizonyos torzi�okat invari�ansan hagynak.

A disszert�aci�o valamennyi fontosabb eredm�eny�et indexmentes sz�amol�assal,
ill. meggondol�asokkal igazoljuk; a koordin�at�as megk�ozel��t�es ezekn�el a
probl�em�akn�al szinte �attekinthetetlen�ul bonyolult lenne, ugyanakkor a t�argyal�as
sor�an a fontos objektumok mindegyik�enek megadjuk a koordin�at�as el}o�all��t�as�at
is. Mindezek mellett a koordin�at�as n�ez}opontnak szentelj�uk a teljes Appendixet,
amelyben levezetj�uk egy szemispray koe�cienseinek, tov�abb�a egy Ehresmann-
konnexi�o, egy τ∗τ nyal�abon adott kovari�ans deriv�al�as, valamint egy tetsz}oleges
vektornyal�abon adott kovari�ans deriv�al�as Christo�el-szimb�olumainak transz-
form�aci�os szab�alyait t�erk�epcsere eset�en. A kifejt�es sor�an id}or}ol-id}ore kit�er�unk a
bevezetett fogalmak �es a nyert eredm�enyek t�ort�eneti vonatkoz�asaira is, ebben a
tekintetben azonban nem t�orekedhett�unk teljess�egre.





1. fejezet

Vektornyal�abok �es

kovari�ans deriv�al�as

1.1. �Altal�anos meg�allapod�asok
(i) Sokas�agon egy v�eges (de nem nulla) dimenzi�oj�u, Hausdor�, �osszef�ugg}o,

megsz�aml�alhat�o b�azis�u sima sokas�agot �ert�unk.
Az R val�os sz�amegyenes sokas�ag-strukt�ur�aj�at az (R, r) := (R, 1R) egytag�uatlasz de�ni�alja.

(ii) Legyen M �es N k�et sokas�ag. Az M N -be val�o sima lek�epez�eseinek hal-
maz�at C∞(M,N)-nel jel�olj�uk. Amennyiben N = R, �ugy a C∞(M) :=
C∞(M, R) jel�ol�est haszn�aljuk.
A k�ovetkez}okben lek�epez�esen { ha m�ast nem mondunk { sima lek�epez�est
�ert�unk.

(iii) Egy M sokas�ag �osszes di�eomor�zmusa csoportot alkot a lek�epez�es-
kompoz��ci�o m}uvelet�evel, ezt a csoportot Di�(M)-mel jel�olj�uk:

Di�(M) := {ϕ ∈ C∞(M,M) | ϕ di�eomor�zmus}
(iv) Koordin�at�as sz�amol�asokban k�ovetj�uk az Einstein-f�ele �osszegz�esi kon-

venci�ot.

1.2. Szel�esek �es vektornyal�abok
Legyen E �es M sokas�ag, π : E −→ M sima sz�urjekci�o. π p ∈ M f�ol�otti

�bruma Ep := π−1(p). Egy σ : M −→ E lek�epez�es szel�ese π-nek, ha π◦σ = 1M ;
ezen szel�esek halmaz�at Sec(π)-vel (olykor Sec(E)-vel) jel�olj�uk:

Sec(π) := {σ ∈ C∞(M,E) | π ◦ σ = 1M} .

1
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Ha U ⊂ M ny��lt halmaz, σ ∈ C∞(U , E) �es π ◦ σ = 1U , akkor σ-t U f�ol�otti
lok�alis szel�esnek nevezz�uk.

Megmutathat�o, hogy ha π : E −→ M sz�urjekt��v szubmerzi�o, akkor b�armely
p ∈ M pontnak van olyan k�ornyezete, amely f�ol�ott l�etezik lok�alis szel�es { �es
megford��tva. L�asd [7].

Legyen k pozit��v eg�esz. Egy π : E −→ M sima sz�urjekci�o k-rang�u val�os
vektornyal�ab, ha tetsz}oleges pont f�ol�otti �bruma k-dimenzi�os val�os vektort�er,
�es minden p ∈M ponthoz megadhat�o p-nek egy U k�ornyezete, valamint U f�ol�otti
lok�alis szel�esek egy (σα)kα=1 sorozata �ugy, hogy az

U × Rk −→ π−1(U),
q,

 ν1...
νk


 7−→ ν1σ1(q) + · · ·+ νkσk(q)

lek�epez�es di�eomor�zmus. Ekkor (σα(q))kα=1 minden q ∈ U pont eset�en
b�azisa az Eq vektort�ernek. Azt mondjuk, hogy (σα)kα=1 lok�alis b�azisa a π
vektornyal�abnak.

Ha π : E −→ M vektornyal�ab, akkor Sec(π) term�eszetes m�odon C∞(M)-
modulus. Ennek z�eruseleme az

o : M −→ E, p 7−→ o(p) := 0p := {Ep z�erusvektora}
z�erusszel�es.
1.2.1. De�n��ci�o. Egy π1 : E1 −→ M1 �es π2 : E2 −→ M2 vektornyal�ab k�oz�otti
nyal�ablek�epez�esen olyan (F, f) lek�epez�esp�art �ert�unk, ahol F ∈ C∞(E1, E2),
f ∈ C∞(M1,M2), �es teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:
(i) π2 ◦ F = f ◦ π1 (�brumtart�as).
(ii) Minden p ∈ M eset�en Fp := F � (E1)p : (E1)p −→ (E2)f(p) line�aris le-

k�epez�es (linearit�as).
(F, f) er}os nyal�ablek�epez�es, ha M1 = M2 := M �es f = 1M . Ha F di�eomor-
�zmus, akkor nyal�abizomor�zmusr�ol besz�el�unk. Egy vektornyal�ab �onmag�ara
val�o nyal�abizomor�zmus�at nyal�abautomor�zmusnak mondjuk.

A "nyal�ablek�epez�es" elnevez�est gyakran csak az (F, f) p�ar els}o tagj�ara, az
F : E1 −→ E2 �brumtart�o, �brumonk�ent line�aris lek�epez�esre haszn�aljuk.

Megmutathat�o (l�asd p�eld�aul [20]), hogy egy (F, f) nyal�ablek�epez�es pontosan
akkor nyal�abizomor�zmus, ha
(1) Fp : (E1)p −→ (E2)f(p) minden p ∈M eset�en line�aris izomor�zmus, �es
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(2) f : M1 −→M2 di�eomor�zmus.
A k�ovetkez}o alapvet}o t�enyt, amelynek bizony��t�asa megtal�alhat�o p�eld�aul [4]-

ben, gyakran fogjuk alkalmazni.
1.2.2. Lemma (Az er}os nyal�ablek�epez�esek alaplemm�aja.). [4] Tekintve
egy F : E1 −→ E2 er}os nyal�ablek�epez�est, az

F : Sec(π1) −→ Sec(π2), σ 7−→ F(σ) := F ◦ σ

lek�epez�es C∞(M)-line�aris. Megford��tva, ha egy F : Sec(π1) −→ Sec(π2)lek�epez�es modulus-homomor�zmus, akkor van olyan F : E1 −→ E2 er}os
nyal�ablek�epez�es, hogy F(σ) := F ◦ σ teljes�ul minden σ ∈ Sec(π1) szel�es eset�en.

Legyen π : E −→ M egy vektornyal�ab, (F, f) automor�zmusa π-nek. Ekkor
tetsz}oleges σ ∈ Sec(π) szel�es eset�en

F#σ := F ◦ σ ◦ f−1(1.1)
szel�ese π-nek. Ezt a F#σ szel�est a σ szel�es F �altali el}oretolt j�anak h��vjuk.

Az F# : Sec(π) −→ Sec(π) lek�epez�es bijekt��v, (F#)−1 = (F−1)#. Teljes�ultov�abb�a, hogy tetsz}oleges h ∈ C∞(M) f�uggv�eny eset�en
F#(hσ) = (h ◦ f−1)F#σ,(1.2)

��gy F# modulus-homomor�zmus a
h ∈ C∞(M) 7−→ h ◦ f−1 ∈ C∞(M)

gy}ur}u-izomor�zmus f�ol�ott.
Lok�alis le��r�as. Tegy�uk fel, hogy (σα)kα=1 egy U ⊂ M ny��lt halmaz f�ol�otti

lok�alis b�azisa Sec(π)-nek, �es ��gy minden q ∈ U eset�en (σα(q))kα=1 b�azisa Eq-nak.Ha (F, f) automor�zmusa π-nek, akkor
∀q ∈ U : F (σβ(q)) ∈ Eq, β ∈ {1, . . . , k} ,

�es ez�ert egy�ertelm}u m�odon
F (σβ(q)) = Fα

β (q)σα(f(q))
��rhat�o. �Igy az (Fα

β (q)) ∈ GLk(R) invert�alhat�o m�atrixhoz, illetve az
(Fα

β ) : U −→ GLk(R), q 7−→ (Fα
β (q))

sima lek�epez�eshez jutunk, amelynek seg��ts�eg�evel F lok�alisan az
F ◦ σβ = Fα

β (σα ◦ f); β ∈ {1, . . . , k}(1.3)
formul�akkal ��rhat�o le. Ezt felhaszn�alva

(F#σβ)(f(q)) (1.1)= F (σβ(q)) (1.3)= (Fα
β (σα ◦ f))(q), q ∈ U ;

k�ovetkez�esk�eppen
F#σβ = (Fα

β ◦ f−1)σα, β ∈ {1, . . . , k} .(1.4)
Hasonl�oan kapjuk, hogy

F−1# σβ = ((F−1)αβ ◦ f)σα.(1.5)
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1.3. Az �erint}onyal�ab
Legyen M n-dimenzi�os sokas�ag, �es tekints�uk ennek a TM := ⋃

p∈M

TpM

�erint}osokas�ag�at. Az M sokas�ag �erint}onyal�abja az a
τ : TM −→M

n-rang�u vektornyal�ab, ahol τ a
v 7−→ τ(v) := p, ha v ∈ TpM

term�eszetes projekci�o. (Sz�uks�eg eset�en τ helyett a b�azissokas�agra utal�o τM -et
��runk.)

τ szel�eseinek C∞(M)-modulus�ara az X(M) := Sec(τ) jel�ol�est haszn�aljuk �es
X(M) elemeit vektormez}okk�ent eml��tj�uk.

Az R sokas�ag (R, r) t�erk�ep�ehez tartoz�o koordin�atavektormez}o a
d
dr

: R −→ TR

lek�epez�es.
Legyen M �es N sokas�ag, ϕ : M −→ N sima lek�epez�es. Ekkor ϕ �erint}o-

lek�epez�ese az a
ϕ∗ : TM −→ TN, v ∈ TpM 7−→ ϕ∗(v) := (ϕ∗)p(v) ∈ Tϕ(p)N

lek�epez�es, ahol tetsz}oleges h ∈ C∞(N) eset�en
(ϕ∗)p(v)(h) := v(h ◦ ϕ).

(ϕ∗, ϕ) nyal�ablek�epez�es τM : TM −→ M �es τN : TN −→ N k�oz�ott. Ha
speci�alisan ϕ ∈ Di�(M), akkor (ϕ∗, ϕ) nyal�abautomor�zmusa τ -nak, (ϕ∗∗, ϕ∗)pedig a τTM : TTM −→ TM vektornyal�abnak.

Az �erint}olek�epez�es de�n��ci�oj�ab�ol k�ovetkezik, hogy
τ ◦ ϕ∗ = ϕ ◦ τ,(1.6)

τTM ◦ ϕ∗∗ = ϕ∗ ◦ τTM .(1.7)

Ha M �es N k�et sokas�ag, ϕ : M −→ N pedig sima lek�epez�es, akkor azt
mondjuk, hogy egy X ∈ X(M) �es egy Y ∈ X(N) vektormez}o ϕ-megfelel}o, ha
ϕ∗ ◦X = Y ◦ϕ. Ilyenkor azt ��rjuk, hogy X ∼

ϕ
Y . Ismert, hogy ez a rel�aci�o akkor

�es csak akkor teljes�ul, ha b�armely g ∈ C∞(N) f�uggv�eny eset�en
X(g ◦ ϕ) = (Y g) ◦ ϕ.(1.8)
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Ennek alkalmaz�as�aval egyszer}uen ad�odik, hogy ha X1 ∼
ϕ

Y1 �es X2 ∼
ϕ

Y2,
[X1, X2] ∼

ϕ
[Y1, Y2],(1.9)

teh�at a ϕ-megfelel�es sor�an a Lie-z�ar�ojel meg}orz}odik.
Egy ξ ∈ X(TM) vektormez}o �es egy TM -en �ertelmezett (11)-t��pus�u A tenzor

[ξ, A] Fr�olicher-Nijenhuis z�ar�ojelen az
[ξ,A]η := [ξ, Aη]−A[ξ, η], η ∈ X(TM)(1.10)

el}o��r�assal de�ni�alt (11)-tenzort �ertj�uk.
Meg�allapodunk abban, hogy koordin�at�as sz�amol�asokhoz az M sokas�agon ki-

jel�ol�unk egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet, �es TM -en az �altala induk�alt(
τ−1(U), (xi, yi)ni=1

) ; xi := ui ◦ τ, yi(v) := v(ui); v ∈ TM(1.11)
t�erk�epet tekintj�uk.

P�elda. Legyen ϕ : M −→ M sima lek�epez�es. Ha U ∩ ϕ(U) 6= ∅, akkor ϕ∗koordin�atakifejez�ese
ϕ∗ =(U) yj

(
∂ϕi

∂uj
◦ τ

)(
∂

∂ui
◦ ϕ ◦ τ

)
.(1.12)

ϕ∗∗ hat�asa a

(ϕ∗∗)v
(

∂

∂xj

)
v

=
(

∂ϕi

∂uj
◦ τ

)
(v)
(

∂

∂xi

)
ϕ∗(v)

+ yk(v)
(

∂2ϕi

∂uj∂uk
◦ τ

)
(v)
(

∂

∂yi

)
ϕ∗(v)

;
(1.13)

(ϕ∗∗)v
(

∂

∂yj

)
v

=
(

∂ϕi

∂uj
◦ τ

)
(v)
(

∂

∂yi

)
ϕ∗(v)

,(1.14)

formul�ak seg��ts�eg�evel ��rhat�o le, ahol v ∈ τ−1(U).

1.4. G�orb�ek
Egy M sokas�agbeli g�orb�en egy γ : I −→ M sima lek�epez�est �ert�unk, ahol

I ⊂ R egy (rendszerint) ny��lt intervallum.
A γ g�orbe sebess�eg- illetve a gyorsul�asvektormez}oje

_γ := γ∗ ◦
d
dr

: I −→ TM,(1.15)
illetve

�γ := __γ := ( _γ)∗ ◦ d
dr

=
(

γ∗ ◦
d
dr

)
∗
◦ d
dr

: I −→ TTM.(1.16)
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Egy g�orb�et regul�arisnak mondunk, ha minden t ∈ I eset�en _γ(t) 6= 0.
Tekintve egy γ : I −→M g�orb�et, _γ �es �γ k�oz�ott fenn�all a

τ∗ ◦ �γ = _γ(1.17)
rel�aci�o.

Val�oban, felhaszn�alva az (1.15)-�ot �es (1.16)-ot (valamint a l�ancszab�alyt),

τ∗ ◦ �γ = τ∗ ◦
(

γ∗ ◦
d
dr

)
∗
◦ d
dr

=
(

τ ◦ γ∗ ◦
d
dr

)
∗
◦ d
dr

=
= (τ ◦ _γ)∗ ◦ d

dr
= γ∗ ◦

d
dr

= _γ.

1.4.1. Lemma. Ha γ : I −→ M egy g�orbe �es ϕ : M −→ M sima lek�epez�es,
akkor

_p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗ ◦ _γ,(1.18)
�p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗∗ ◦ �γ.(1.19)

Bizony��t�as. A de�n��ci�o �es a l�ancszab�aly alkalmaz�as�aval azt kapjuk, hogy
_p−−−qϕ ◦ γ = (ϕ ◦ γ)∗ ◦ d

dr
= ϕ∗ ◦ γ∗ ◦

d
dr

= ϕ∗ ◦ _γ,

illetve
�p−−−qϕ ◦ γ = (ϕ∗ ◦ _γ)∗ ◦ d

dr
= ϕ∗∗ ◦ ( _γ)∗ ◦ d

dr
= ϕ∗∗ ◦ �γ.

�

1.5. A τ ∗τ visszah�uzott nyal�ab
A τ : TM −→M �erint}onyal�ab τ f�ol�otti visszah�uzott ja (pull-backje) az a

τ∗τ : TM ×M TM −→ TM

TM f�ol�otti n = dim(M)-rang�u vektornyal�ab, amelynek tot�altere
TM ×M TM = {(v, w) ∈ TM × TM | τ(v) = τ(w)} ,

egy v ∈ TM pont f�ol�otti �bruma a
{v} × Tτ(v)M ∼= Tτ(v)M
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vektort�er; a projekci�o a pr1 : TM × TM −→ TM , (v, w) 7−→ v term�eszetes
projekci�o TM ×M TM -re val�o lesz}uk��t�ese.

Diagramon:
TM ×M TM

pr2- TM

TM

τ∗τ

?

τ
- M

τ

?

A τ∗τ visszah�uzott nyal�ab szel�eseinek C∞(TM)-modulus�ara { a
kor�abbiaknak megfelel}oen { az Sec(τ∗τ) jel�ol�est haszn�aljuk.

K�ozvetlen�ul l�athat�o, hogy
X̃ ∈ Sec(τ∗τ) ⇐⇒

{
∃X ∈ C∞(TM,TM) : τ ◦X = τ �es
∀v ∈ TM : X̃(v) = (v,X(v)) .

Azt mondjuk, hogy X az X̃ szel�es f}o r�esze. Sec(τ∗τ) elemei term�eszetes
m�odon azonos��that�ok a f}o r�esz�ukkel, ezzel az azonos��t�asi lehet}os�eggel esetenk�ent
k�ul�on komment�ar n�elk�ul �el�unk. Sec(τ∗τ) elemeire a τ -menti vektormez}o elne-
vez�est is haszn�aljuk.

Ha X ∈ X(M), akkor
X̂ : v ∈ TM 7−→ X̂(v) := (v,X(τ(v)) ∈ TM ×M TM

τ -menti vektormez}o, amelyet b�azikus vektormez}o-nek mondunk.
A b�azikus vektormez}ok lok�alisan gener�alj�ak a szel�esek modulus�at, ezt a

k�es}obbiekben a tenzori�alis rel�aci�ok igazol�as�an�al gyakran alkalmazni fogjuk.
Speci�alisan, ha (U , (ui)ni=1) t�erk�ep M -en, akkor a
∂

∂ui
◦ τ ←→ ∂̂

∂ui
: v ∈ τ−1(U) 7−→

(
v,

(
∂

∂ui

)
τ(v)

)
, (i ∈ {1, . . . , n})

szel�esek lok�alis b�azis�at alkotj�ak Sec(τ∗τ)-nak.
A τ∗τ visszah�uzott nyal�abnak egy kit�untetett szel�ese a

δ : v ∈ TM 7−→ δ(v) := (v, v) ∈ TM ×M TM

lek�epez�es, ezt kanonikus szel�esnek h��vjuk.

1.6. Kovari�ans deriv�al�as vektornyal�abon
Egy π : E −→M vektornyal�abon adott kovari�ans deriv�al�ason olyan

D : X(M)× Sec(π) −→ Sec(π),
(X, σ) 7−→ D(X, σ) = DXσ = Dσ(X)
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lek�epez�est �ert�unk, amely els}o v�altoz�oj�aban tenzori�alis �es a m�asodik v�altoz�oj�aban
deriv�aci�o. Ez ut�obbi azt jelenti, hogy

DX(fσ) = (Xf)σ + fDXσ,

minden f ∈ C∞(M) f�uggv�eny eset�en.
Ha (U , (ui)ni=1) t�erk�ep M -en, �es (σα)kα=1 lok�alis b�azisa Sec(π)-nek U f�ol�ott,

akkor a
D ∂

∂ui
σβ = �α

iβσα; i ∈ {1, . . . , n} , β ∈ {1, . . . , k}(1.20)
rel�aci�ok �altal de�ni�alt

�α
iβ : U −→ R

sima f�uggv�enyeket a D kovari�ans deriv�al�as adott t�erk�epre �es lok�alis b�azisra
vonatkoz�o Christo�el-szimb�olumainak h��vjuk.

A k�ovetkez}o �eszrev�etel j�ol ismert �es egyszer}uen ellen}orizhet}o.
1.6.1. Lemma �es de�n��ci�o. Tegy�uk fel, hogy (F, f) automor�zmusa π-nek.
Ha

(F#D)Xσ := F−1# Df#XF#σ; X ∈ X(M), σ ∈ Sec(π),(1.21)
akkor F#D is kovari�ans deriv�al�as a π vektornyal�abon, amelyet D F �altali vissza-
h�uzottj�anak (pull-backj�enek) h��vunk.
Amennyiben F#D = D, �ugy azt mondjuk, hogy F automor�zmusa D-nek.
D �osszes automor�zmusa csoportot alkot a kompoz��ci�o m}uvelet�evel, ezt a cso-
portot Aut(D)-vel jel�olj�uk.

Lok�alis le��r�as. Mik�ent a Christo�el-szimb�olumok bevezet�es�en�el, jel�olj�unk
ki M -en egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet, �es legyen (σα)kα=1 U f�ol�otti lok�alis b�azisa
Sec(π)-nek. A lok�alis b�azis tagjainak F �altali el}oretoltjait (1.4) adja, m��g a ∂

∂uikoordin�atavektormez}ok f �altali el}oretoltjai

f# ∂

∂ui
=
(

∂f j

∂ui
◦ f−1

)
∂

∂uj
, f j := uj ◦ f.(1.22)

Ha D = F# ~D, akkor tetsz}oleges X ∈ X(M) �es σ ∈ Sec(π) eset�en
DXσ = (F# ~D)Xσ := (F#)−1 ~Df#XF#σ,

ahonnan
F#DXσ = ~Df#XF#σ.(1.23)
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Legyen { speci�alisan { X := ∂
∂ui (i ∈ {1, . . . , n}), σ := σα (α ∈ {1, . . . , k}).

Ekkor egyr�eszt
F#D ∂

∂ui
σα

(1.20)= F# (�γ
iασγ) (1.2)= (�γ

iα ◦ f−1)F#σγ
(1.4)=

= (�γ
iα ◦ f−1) (Fλ

γ ◦ f−1)σλ = ((�γ
iαFλ

γ

)
◦ f−1)σλ.

M�asr�eszt:
~Df# ∂

∂ui
F#σα

(1.4),(1.22)= ~D(
∂fj

∂ui ◦f−1
)

∂

∂uj

(
F β

α ◦ f−1)σβ =

=
(

∂f j

∂ui
◦ f−1

)(
F β

α ◦ f−1) ~D ∂

∂uj
σβ +

(
∂f j

∂ui
◦ f−1

)
∂
(
F β

α ◦ f−1)
∂uj

σβ =

=
((

∂f j

∂ui
F β

α

)
◦ f−1

)
~�λ

jβσλ +
(

∂f j

∂ui
◦ f−1

)
∂
(
Fλ

α ◦ f−1)
∂uj

σλ =

=
((

∂f j

∂ui
F β

α

(~�λ
jβ ◦ f

)+ ∂(uj ◦ f)
∂ui

(
∂
(
Fλ

α ◦ f−1)
∂uj

◦ f

))
◦ f−1

)
σλ =

=
((

∂f j

∂ui
F β

α

(~�λ
jβ ◦ f

)+ ∂
(
Fλ

α ◦ f−1 ◦ f
)

∂ui

)
◦ f−1

)
σλ =

=
((

∂f j

∂ui
F β

α

(~�λ
jβ ◦ f

)+ ∂Fλ
α

∂ui

)
◦ f−1

)
σλ,

ahol ~�λ
jβ f�uggv�enyek ~D Christo�el-szimb�olumai az alapulvett t�erk�epre �es

lok�alis b�azisra vonatkoz�oan. (1.23) �ertelm�eben a levezetett rel�aci�ok bal oldalai
egyenl}oek, ��gy a jobb oldalak is azok.
Ez azt adja, hogy ~D �es D = F# ~D Christo�el-szimb�olumait a

�γ
iαFλ

γ = ∂f j

∂ui
F β

α (~�λ
jβ ◦ f) + ∂Fλ

α

∂ui
(1.24)
(α, λ ∈ {1, . . . , k} , i ∈ {1, . . . , n}) rel�aci�o k�oti �ossze, speci�alisan F akkor �es
csak akkor automor�zmusa a D kovari�ans deriv�al�asnak, ha az F -et lok�alisan
reprezent�al�o

(Fα
β ) : U −→ GLk(R)

m�atrix�ert�ek}u lek�epez�es, valamint az M -en induk�alt f : M −→ M di�eomor�z-
mus komponensf�uggv�enyei eleget tesznek a

�λ
iβFα

λ = ∂f j

∂ui
Fλ

β (�α
jλ ◦ f) + ∂Fα

β

∂ui
(1.25)
(α, β ∈ {1, . . . , k} , i ∈ {1, . . . , n}) parci�alis di�erenci�alegyenlet-rendszernek.

Tekints�unk tov�abbra is egy π : E −→ M vektornyal�abot. Ha I ⊂ R ny��lt
intervallum �es c : I −→ M sima g�orbe, akkor egy s : I −→ E sima lek�epez�est
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c-menti szel�esnek mondunk, ha π ◦ s = c, �es ��gy minden t ∈ I-re s(t) ∈ Ec(t).A c-menti szel�esek k�ezenfekv}o m�odon C∞(I)-modulust alkotnak, erre a Secc(π)jel�ol�est haszn�aljuk.
1.6.2. Lemma �es de�n��ci�o. Ha D kovari�ans deriv�al�as a π vektornyal�abon,
akkor l�etezik egy �es csak egy olyan

Dc : Secc(π) −→ Secc(π), s 7−→ Dcs

R-line�aris lek�epez�es, amely eleget tesz a k�ovetkez}o felt�eteleknek:
(i) B�armely f ∈ C∞(I) �es s ∈ Secc(π) eset�en

Dcfs = f ′s + fDcs(1.26)
ahol f ′ az f f�uggv�eny szok�asos deriv�altja.

(ii) Ha σ ∈ Sec(π) �es s := σ ◦ c ∈ Secc(π), akkor b�armely t ∈ I-re
(Dcs)(t) = D _c(t)σ.(1.27)

A Dc lek�epez�est a D-hez csatolt c-menti kovari�ans deriv�al�asnak nevezz�uk;
tetsz}oleges s ∈ Secc(π) eset�en a Dcs c-menti szel�est az s c-menti kovari�ans
deriv�altj�anak h��vjuk.
Ha Dcs = 0, akkor azt mondjuk, hogy az s szel�es p�arhuzamos c ment�en (a D
kovari�ans deriv�altra vonatkoz�oan).

A lemma ��gy megfogalmazva megtal�alhat�o a Greub{Halperin{Vanstone mo-
nogr�a�a [20] 2. k�otet�eben (Chapter VII, Problem 11). A bizony��t�asa l�enyeg�eben
�ugy t�ort�enhet, mint a sokas�agokon adott g�orbementi kovari�ans deriv�al�asra vo-
natkoz�o megfelel}o �all��t�as�e, l�asd p�eld�aul [36].
1.6.3. De�n��ci�o. A τ∗τ nyal�abon adott D : X(TM) × Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ)
kovari�ans deriv�al�as geodetikus�an olyan γ : I −→ M regul�aris g�orb�et �ert�unk,
amelyre

D _γ(δ ◦ _γ) = 0(1.28)
teljes�ul, ahol δ a kanonikus szel�es.

(1.27) alapj�an tetsz}oleges t ∈ I-re
D _γ(δ ◦ _γ)(t) = D�γ(t)δ,(1.29)

��gy γ pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a
D�γ(t)δ = 0, t ∈ I(1.30)

felt�etelnek.



2. fejezet

Strukt�ur�ak az

�erint}onyal�abon

2.1. Liftek
Egy f ∈ C∞(M) f�uggv�eny TM -be val�o vertik�alis lift je az

f v := f ◦ τ ∈ C∞(TM);
teljes lift je az

f c : TM −→ R, v 7−→ f c(v) := v(f) = (df)τ(v)(v)
f�uggv�eny.

Lok�alis le��r�as. Kijel�olve az M sokas�agon egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet, �es te-kintve TM -en az �altala induk�alt t�erk�epet (l�asd (1.11)), f c koordin�atakifejez�ese

f c =(U) yi

(
∂f

∂ui
◦ τ

)
= (ui)c

(
∂f

∂ui

)v
.

Speci�alisan:
xi := ui ◦ τ = (ui)v, yi := (ui)c.

K�ozvetlen�ul ad�odik a de�n��ci�ob�ol, hogy tetsz}oleges f, h ∈ C∞(M) f�ugg-
v�enyek eset�en

(fh)c = f chv + f vhc.(2.1)
2.1.1. Lemma. Ha egy ξ ∈ X(TM) vektormez}ore minden f ∈ C∞(M)
f�uggv�eny eset�en ξf v = ξf c = 0 teljes�ul, akkor ξ = 0, k�ovetkez�esk�eppen TM
b�armely vektormez}oj�et egy�ertelm}uen meghat�arozza az M -beli f�uggv�enyek ver-
tik�alis- �es teljes liftjein val�o hat�asa.

11
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Bizony��t�as. Tekints�uk az (U , (ui)ni=1) t�erk�ep �altal induk�alt (1.11) t�erk�epet
TM -en, �es legyen ξ =(U) ξi ∂

∂xi + ξn+i ∂
∂yi . V�alasszuk f f�uggv�enyk�ent az uj

f�uggv�enyeket (j ∈ {1, . . . , n}). Ekkor a felt�etelek szerint
0 = ξ(uj)v = ξ(xj) = ξj , �es 0 = ξ(uj)c = ξ(yj) = ξn+j

teljes�ul, amib}ol k�ovetkezik, hogy ξ = 0. �

A fenti lemm�an�al er}osebb �eszrev�etel is igaz: K. Yano �es A. Ledger megmu-
tatta (l�asd [46]), hogy TM vektormez}oit m�ar az M -beli f�uggv�enyek teljes liftjein
val�o hat�asuk meghat�arozza. A disszert�aci�oban azonban csak a 2.1.1 lemm�ara
fogunk t�amaszkodni.

Egy ξ ∈ X(TM) vektormez}ot vertik�alisnak nevez�unk, ha ξ ∼
τ
0. Az (1.9)

rel�aci�ob�ol k�ovetkez}oen vertik�alis vektormez}ok Lie-z�ar�ojele is vertik�alis, emiatt a
vertik�alis vektormez}ok Lie-r�eszalgebr�aj�at alkotj�ak az X(TM)-nek, ezt Xv(TM)-
mel jel�olj�uk.

Lok�alis le��r�as. Az (1.11)-ben le��rt induk�alt t�erk�epet haszn�alva, a vertik�alis
vektormez}ok koordin�atael}o�all��t�asa

ξ =(U) ξn+i ∂

∂yi
, ξn+i ∈ C∞(τ−1(U)).

Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}oh�oz egy�ertelm}uen l�etezik olyan Xv ver-
tik�alis vektormez}o, hogy tetsz}oleges f ∈ C∞(M) eset�en

Xvf c = (Xf)v.(2.2)
Ezt a vektormez}ot az X vektormez}o vertik�alis lift j�enek nevezz�uk.

Lok�alis le��r�as.
Xv =(U) (Xi)v ∂

∂yi
, ha X � U = Xi ∂

∂ui
;(2.3)

speci�alisan (
∂

∂ui

)v
= ∂

∂yi
.(2.4)

Az
`v : X ∈ X(M) 7−→ `v(X) := Xv ∈ X(TM).(2.5)

lek�epez�est vertik�alis liftel�esnek h��vjuk.
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K�onnyen l�athat�o, hogy tetsz}oleges X ∈ X(M) �es f ∈ C∞(M) eset�en
(fX)v = f vXv.(2.6)

Felhaszn�alva a 2.1.1. lemm�at, l�etezik egy �es csak egy olyan C ∈ X(TM)
vektormez}o, hogy b�armely f ∈ C∞(M) eset�en

Cf v = 0 �es Cf c = f c.(2.7)
Az els}o felt�etel miatt C vertik�alis, ezt a speci�alis vektormez}ot a TM -en adott
Liouville-vektormez}onek nevezz�uk.

Lok�alis le��r�as.
C =(U) yi ∂

∂yi
.(2.8)

Szint�en 2.1.1.-et haszn�alva, minden X ∈ X(M) vektormez}oh�oz egy�ertelm}uen
l�etezik olyan Xc ∈ X(TM) vektormez}o, amelyre tetsz}oleges f ∈ C∞(M) eset�en

Xcf c = (Xf)c �es(2.9)
Xcf v = (Xf)v(2.10)

teljes�ul. Ezt a vektormez}ot az X vektormez}o teljes lift j�enek h��vjuk.
Lok�alis le��r�as. Ha X =(U) Xi ∂

∂ui , akkor

Xc =(U) (Xi ◦ τ) ∂

∂xi
+ yj

(
∂Xi

∂uj
◦ τ

)
∂

∂yi
= (Xi)v ∂

∂xi
+ (uj)c

(
∂Xi

∂uj

)v
∂

∂yi
;

(2.11)

speci�alisan (
∂

∂ui

)c
= ∂

∂xi
.(2.12)

Tetsz}oleges X ∈ X(M) eset�en
Xc ∼

τ
X.(2.13)

Val�oban, tekintve egy f ∈ C∞(M) f�uggv�enyt �es felhaszn�alva (2.10)-et,
Xc ∼

τ
X

(1.8)⇐⇒ Xc(f ◦ τ) = (Xf) ◦ τ ⇐⇒ Xcf v = (Xf)v.

Szint�en egyszer}uen ad�odik, hogy
(fX)c = f vXc + f cXv; X ∈ X(M), f ∈ C∞(M).(2.14)
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2.1.2. Lemma. Ha ϕ ∈ C∞(M,M), akkor
(f ◦ ϕ)c = f c ◦ ϕ∗, f ∈ C∞(M).(2.15)

Bizony��t�as. Tetsz}oleges v ∈ TM vektorra
(f ◦ ϕ)c(v) := v(f ◦ ϕ) = ϕ∗(v)(f) = f c(ϕ∗(v)) = (f c ◦ ϕ∗)(v),

ami az �eszrev�etel helyess�eg�et jelenti. �

2.1.3. Lemma. Legyen X, Y ∈ X(M), �es tegy�uk fel, hogy ϕ : M −→ M sima
lek�epez�es. Ha X ∼

ϕ
Y , akkor Xc ∼

ϕ∗
Y c.

Bizony��t�as. Az (1.8) rel�aci�o �es a 2.1.1. lemma miatt elegend}o megmutatni,
hogy tetsz}oleges f ∈ C∞(M) eset�en

Xc(f c ◦ ϕ∗) = (Y cf c) ◦ ϕ∗ �es Xc(f v ◦ ϕ∗) = (Y cf v) ◦ ϕ∗.

Val�oban, (2.15)-�ot alkalmazva
Xc(f c ◦ ϕ∗) = Xc(f ◦ ϕ)c = (X(f ◦ ϕ))c =
= (Y f ◦ ϕ)c = (Y f)c ◦ ϕ∗ = (Y cf c) ◦ ϕ∗,

illetve
Xc(f v ◦ ϕ∗) =Xc(f ◦ τ ◦ ϕ∗) = Xc((f ◦ ϕ)v) = (X(f ◦ ϕ))v =

= ((Y f) ◦ ϕ)v = (Y f) ◦ ϕ ◦ τ = (Y f) ◦ τ ◦ ϕ∗ =
= (Y f)v ◦ ϕ∗ = (Y cf v) ◦ ϕ∗.

�

A k�es}obbiekben szerepl}o �all��t�asok bizony��t�as�ahoz felhaszn�aljuk az al�abbi j�ol
ismert rel�aci�okat, ahol X, Y ∈ X(M).

[Xv, Y v] = 0,(2.16)
[Xv, Y c] = [X, Y ]v,(2.17)
[Xc, Y c] = [X, Y ]c,(2.18)
[C,Xv] = −Xv,(2.19)
[C,Xc] = 0.(2.20)

Ha az Xi (i ∈ {1, . . . , n}) vektormez}ok lok�alisan (egy U ⊂ M ny��lt halmaz
f�ol�ott) gener�alj�ak az X(M) modulust, akkor az ((Xv

i )ni=1, (Xc
i )ni=1) vektormez}ok

lok�alisan gener�alj�ak az X(TM) modulust.
Ez az �eszrev�etel lehet}ov�e teszi, hogy TM -en megfogalmazott tenzori�alis

�all��t�asok igazol�as�an�al tetsz}oleges TM -beli vektormez}ok helyett X(M) egy
(lok�alis) b�azisa tagjainak vertik�alis- �es teljes liftjeit szerepeltess�uk.
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2.2. A kanonikus egzakt sorozat
Tekints�uk a τ : TM −→ M �es a τTM : TTM −→ TM �erint}onyal�abot, vala-

mint a τ∗τ : TM ×M TM −→ TM visszah�uzott nyal�abot.
1. �Ertelmezz�unk egy

i : TM ×M TM −→ TTM

lek�epez�est a k�ovetkez}ok�eppen: ha (v, w) ∈ TM ×M TM �es c(t) := v + tw
(t ∈ R), akkor

i(v, w) := _c(0).
2. Legyen

j := (τTM , τ∗) : TTM −→ TM ×M TM,

z ∈ TvTM 7−→ (v, (τ∗)v(z)).
Az i �es j lek�epez�est kanonikus injekci�onak, illetve kanonikus sz�urjekci�onak ne-
vezz�uk.

Lok�alis le��r�as. Az (U , (ui)ni=1) t�erk�ep �altal induk�alt t�erk�epet haszn�alva (l�asd(1.11)), ha v ∈ τ−1(U), w ∈ Tτ(v)M �es z ∈ TvTM , akkor

i(v, w) = yi(w)
(

∂

∂yi

)
v

, j(z) =
(

v, zi

(
∂

∂ui

)
τ(v)

)
.

K�ozvetlen�ul ad�odik, hogy i er}os nyal�ablek�epez�es τ∗τ �es τTM k�oz�ott, j pedig
τTM �es τ∗τ k�oz�ott.

A
0 −→ TM ×M TM

i−→ TTM
j−→ TM ×M TM −→ 0

sorozat egzakt: i injekt��v, j sz�urjekt��v �es Im(i) = Ker(j).
Az ut�obbi rel�aci�ob�ol k�ovetkez}oen

j ◦ i = 0.(2.21)
A TTM vertik�alis r�esznyal�abja a

V TM := Ker(τ∗) = Im(i) ⊂ TTM

kanonikus r�esznyal�ab.
Az er}os nyal�ablek�epez�esek alaplemm�aja (1.2.2) �ertelm�eben i �es j modulus-

homomor�zmusokat induk�al a megfelel}o szel�esek modulusai k�oz�ott az
X̃ ∈ Sec(τ∗τ) 7−→ iX̃ := i ◦ X̃ ∈ X(TM) �es

ξ ∈ X(TM) 7−→ jξ := j ◦ ξ ∈ Sec(τ∗τ)
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el}o��r�as szerint; ezeket a homomor�zmusokat v�altozatlanul i-vel �es j-vel jel�olj�uk.�Igy C∞(TM)-homomor�zmusok egy
0 −→ Sec(τ∗τ) i−→ X(TM) j−→ Sec(τ∗τ) −→ 0

egzakt sorozat�ahoz jutunk. Ekkor Xv(TM) = i(Sec(τ∗τ)), speci�alisan tetsz}oleges
X ∈ X(M) vektormez}o vertik�alis liftj�et, illetve a Liouville-vektormez}ot (l�asd
(2.2), illetve (2.7)) megkaphatjuk az al�abbi m�odon:

Xv = iX̂,(2.22)
C = iδ.(2.23)

K�ozvetlen�ul ad�odik, hogy b�armely X ∈ X(M) vektormez}ore teljes�ulnek a
jXc = X̂(2.24)

�es a
jXv = 0(2.25)

rel�aci�ok.
A

J := i ◦ j ∈ End (X(TM))(2.26)
lek�epez�est vertik�alis endomor�zmusnak h��vjuk.

(2.22) �es (2.24) alapj�an kapjuk, hogy
JXc = Xv, ha X ∈ X(M).(2.27)

Egyszer}u sz�amol�assal ellen}orizhet}ok az (1.10)-ben bevezetett Fr�olicher-Nijenhuis
z�ar�ojellel kapcsolatban az

[Xv,J] = [Xc,J] = 0, X ∈ X(M),(2.28)
[C,J] = −J(2.29)

formul�ak.
2.2.1. Lemma. Tetsz}oleges γ : I −→M sima g�orbe eset�en

j ◦ �γ = δ ◦ _γ.(2.30)
Bizony��t�as. Felhaszn�alva (1.17)-et, tetsz}oleges t ∈ I eset�en

j(�γ(t)) = ( _γ(t), τ∗(�γ(t))) = ( _γ(t), _γ(t)) =
= δ( _γ(t)) = δ ◦ _γ(t),

ami igazolja az �eszrev�etelt. �
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Lok�alis le��r�as. Az (1.11)-beli t�erk�epet haszn�alva,

i ∂̂

∂ui
= ∂

∂yi
,(2.31)

j ∂

∂xi
= ∂̂

∂ui
, �es j ∂

∂yi
= 0,(2.32)

tov�abb�a
J ∂

∂xi
= ∂

∂yi
, �es J ∂

∂yi
= 0.(2.33)

2.3. Szel�esek �es kanonikus objektumok transz-
form�aci�oi

Legyen ϕ ∈ Di�(M). Az 1.2. szakaszban le��rtaknak megfelel}oen egy
X ∈ X(M) vektormez}o ϕ∗ �altali el}oretoltj�at ϕ#X-vel jel�olj�uk:

ϕ#X := ϕ∗ ◦X ◦ ϕ−1.
Egy ξ ∈ X(TM) vektormez}o ϕ∗∗ �altali el}oretoltj�ara (az el}oz}oekkel �osszhangban)az (ϕ∗)#ξ jel�ol�est haszn�aljuk. Teh�at

(ϕ∗)#ξ = ϕ∗∗ ◦ ξ ◦ ϕ−1
∗ ;

diagramon:
TTM

ϕ∗∗- TTM

TM

ξ

6

ϕ∗
- TM

(ϕ∗)#ξ

6

.

(1.9)-b}ol k�ovetkez}oen az el}oretolt �es a Lie-z�ar�ojel k�epz�ese felcser�elhet}o:
ϕ#[X, Y ] = [ϕ#X, ϕ#Y ]; X, Y ∈ X(M);(2.34)

(ϕ∗)#[ξ, η] = [(ϕ∗)#ξ, (ϕ∗)#η]; ξ, η ∈ X(TM).(2.35)

A 2.1.3. lemma k�ozvetlen k�ovetkezm�enye, hogy amennyiben ϕ ∈ Di�(M) �es
X ∈ X(M), �ugy

(ϕ∗)#Xc = (ϕ#X)c .(2.36)
Szint�en egyszer}uen ellen}orizhet}o, hogy �erv�enyes a k�ovetkez}o
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2.3.1. Lemma. Ha ϕ ∈ Di�(M) �es
ϕ∗ × ϕ∗ : (u, v) ∈ TM ×M TM 7−→ (ϕ∗(u), ϕ∗(v)) ∈ TM ×M TM,

akkor (ϕ∗ × ϕ∗, ϕ∗) automor�zmusa a τ∗τ visszah�uzott nyal�abnak.
Egy X̃ ∈ Sec(τ∗τ) szel�es ϕ∗ × ϕ∗ �altali el}oretoltj�at ϕ#X̃-mal jel�olve, (1.1)-

nek megfelel}oen
ϕ#X̃ = (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̃ ◦ ϕ−1

∗ .(2.37)
2.3.2. Lemma. Megtartva az el}oz}o lemma jel�ol�eseit, tetsz}oleges X ∈ X(M)
eset�en

ϕ#X̂ = ϕ̂#X.(2.38)
Bizony��t�as.

ϕ#X̂ := (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ (1TM , X ◦ τ) ◦ ϕ−1
∗ = (ϕ∗, ϕ∗ ◦X ◦ τ) ◦ ϕ−1

∗ =
= (1TM , ϕ∗ ◦X ◦ τ ◦ ϕ−1

∗
) = (1TM , ϕ∗ ◦X ◦ ϕ−1 ◦ τ

) =
= (1TM , ϕ#X ◦ τ) =: ϕ̂#X.

�

Hasonl�oan egyszer}u sz�amol�as mutatja, hogy
ϕ#δ = δ.(2.39)

2.3.3. Lemma. Tetsz}oleges ϕ : M −→ M sima lek�epez�es eset�en �erv�enyesek a
k�ovetkez}ok:

ϕ∗∗ ◦ i = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ;(2.40)
(ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j = j ◦ ϕ∗∗;(2.41)

ϕ∗∗ ◦ J = J ◦ ϕ∗∗.(2.42)
Bizony��t�as. Legyen (U , (ui)ni=1) t�erk�ep M -en �es tekints�uk az �altala in-

duk�alt (1.11) t�erk�epet TM -en. Felhaszn�alva ϕ∗∗ koordin�atakifejez�es�et ((1.13)
�es (1.14)), tetsz}oleges (v, w) ∈ TM ×M TM p�arokra:

ϕ∗∗ ◦ i(v, w) =ϕ∗∗

(
yi(w)

(
∂

∂yi

)
v

)
= yi(w)

(
∂ϕj

∂ui
◦ τ

)
(v)
(

∂

∂yj

)
ϕ∗(v)

;

i (ϕ∗(v), ϕ∗(w)) =yj (ϕ∗(w))
(

∂

∂yj

)
ϕ∗(v)

= ϕ∗(w)(uj)
(

∂

∂yj

)
ϕ∗(v)

=

= yi(w)∂ϕj

∂ui
(τ(v))

(
∂

∂yj

)
ϕ∗(v)

,
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mivel ϕ∗(w)(uj) := w(uj ◦ ϕ) = w(ϕj) = w(ui)∂ϕj

∂ui (τ(v)). Ezzel bel�attuk (2.40)
helyess�eg�et.
Ha z := zi

(
∂

∂xi

)
v
+ zn+i

(
∂

∂yi

)
v
∈ TvTM , ahol v ∈ TpM , akkor (2.32)-t is

�gyelembe v�eve

j ◦ ϕ∗∗(z) = j
(

zj

(
∂ϕi

∂uj

)v
(v)
(

∂

∂xi

)
ϕ∗(v)

)
=

=
(

ϕ∗(v), zj

(
∂ϕi

∂uj

)v
(v)
(

∂

∂ui

)
τ(ϕ∗(v))

)
=

=
(

ϕ∗(v), zj

(
∂ϕi

∂uj

)v
(v)
(

∂

∂ui

)
ϕ(p)

)
=

= (ϕ∗(v), ϕ∗(τ∗(z))) = (ϕ∗ ◦ τTM )× (ϕ∗ ◦ τ∗)(z) = (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j(z),
��gy (2.41) is teljes�ul.
V�eg�ul a (2.42) rel�aci�o a (2.40) �es (2.41) alapj�an

ϕ∗∗ ◦ J = ϕ∗∗ ◦ i ◦ j = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j =
= i ◦ j ◦ ϕ∗∗ = J ◦ ϕ∗∗.

�

2.3.4. K�ovetkezm�eny. Ha ϕ ∈ Di�(M), akkor
(ϕ∗)#C = C;(2.43)

(ϕ∗)#Xv = (ϕ#X)v .(2.44)
Bizony��t�as.

(ϕ∗)#C := ϕ∗∗ ◦ i ◦ δ ◦ ϕ−1
∗ = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ δ ◦ ϕ−1

∗ =
= i ◦ ϕ#δ

(2.39)= i ◦ δ = C;

(ϕ∗)#Xv = ϕ∗∗ ◦ i ◦ X̂ ◦ ϕ−1
∗ = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̂ ◦ ϕ−1

∗ =
= i ◦ ϕ#X̂

(2.38)= iϕ̂#X = (ϕ#X)v.
�

2.3.5. K�ovetkezm�eny. Ha ϕ ∈ Di�(M), akkor
(ϕ∗)# ◦ i = i ◦ ϕ#,(2.45)
ϕ# ◦ j = j ◦ (ϕ∗)#,(2.46)

(ϕ∗)# ◦ J = J ◦ (ϕ∗)#.(2.47)



20 2. FEJEZET. STRUKT�UR�AK AZ �ERINT }ONYAL�ABON

Bizony��t�as. Tetsz}oleges X̃ ∈ Sec(τ∗τ) eset�en
(ϕ∗)#iX̃ = ϕ∗∗ ◦ i ◦ X̃ ◦ ϕ−1

∗
(2.40)=

= i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̃ ◦ ϕ−1
∗ = iϕ#X̃,

��gy (ϕ∗)# ◦ i = i ◦ ϕ# .
Tekintve egy ξ ∈ X(TM) vektormez}ot,

ϕ#(jξ) := (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j ◦ ξ ◦ ϕ−1
∗

(2.41)=
= j ◦ ϕ∗∗ ◦ ξ ◦ ϕ−1

∗ = j(ϕ∗)#ξ,

ami (2.46)-ot adja.
A (2.47) rel�aci�o az el}oz}oek k�ozvetlen k�ovetkezm�enye. �



3. fejezet

Spray-sokas�agok

3.1. M�asodrend}u vektormez}ok
3.1.1. De�n��ci�o. Egy S : TM −→ TTM lek�epez�est szemispraynek nevez�unk,
ha eleget tesz a k�ovetkez}o felt�eteleknek:
Spr1. τTM ◦ S = 1TM , S(0p) = 00p

, 0p ∈ TpM .
Spr2. jS = δ, illetve { ekvivalens m�odon { JS = C .
Spr3. S sima ◦

TM := ⋃
p∈M

TpM \ {0p} f�ol�ott.
Amennyiben a Spr3 helyett az er}osebb
Spr3+. S sima TM -en
felt�etel teljes�ul, �ugy azt mondjuk, hogy S m�asodrend}u vektormez}o M f�ol�ott.
Egy C1-oszt�aly�u szemisprayt spraynek, egy m�asodrend}u vektormez}ot pedig a�n
spraynek nevez�unk, ha m�asodfok�u pozit��v homog�en abban az �ertelemben, hogy
teljes�ul r�a a tov�abbi
Spr4. [C,S] = S

felt�etel.
Megjegyz�es. Egyszer}uen ad�odik, hogy egy spray pontosan akkor a�n spray,

ha C2-oszt�aly�u.
Lok�alis le��r�as. Tegy�uk fel, hogy S : TM −→ TTM szemispray. Tekints�unk

M -en egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet, �es legyen (τ−1(U), (xi, yi)ni=1) az �altala induk�altt�erk�ep TM -en. Spr1 alapj�an τ−1(U) f�ol�ott
S =(U) Si ∂

∂xi
+ Sn+i ∂

∂yi

21
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��rhat�o, ahol Si, Sn+i (i ∈ {1, . . . , n}) sima f�uggv�enyek τ−1(U) ∪ ◦
TM f�ol�ott.

A jS = δ felt�etel miatt Si ∂̂
∂ui = yi ∂̂

∂ui , amib}ol
Si = yi i ∈ {1, . . . , n}

k�ovetkezik.
Tradicion�alis okokb�ol bevezetve a

Gi := −12Sn+i, i ∈ {1, . . . , n}
f�uggv�enyeket, S koordin�atakifejez�ese az

S = yi ∂

∂xi
− 2Gi ∂

∂yi
(3.1)
alakot �olti.
Amennyiben { speci�alisan { S spray, �ugy a Gi f�uggv�enyek m�asodfok�u po-
zit��v homog�enek. Ha { r�aad�asul { S kvadratikus spray, akkor megadhat�oak
Gi

jk : U −→ R sima f�uggv�enyek �ugy, hogy

Gi = 1
2(Gi

jk ◦ τ)yjyk; Gi
jk = Gi

kj .(3.2)

A tov�abbiakban egy szemisprayvel ell�atott sokas�agot { vagyis egy olyan
(M,S) p�art, ahol S : TM −→ TTM szemispray { szemispray-sokas�agk�ent is
eml��t�unk. Ha speci�alisan S spray, akkor spray-sokas�agr�ol vagy p�alyat�err}ol
besz�el�unk.

Egyszer}u sz�amol�assal ad�odik, hogy tetsz}oleges f ∈ C∞(M) �es S szemispray
eset�en

f c = Sf v(3.3)
teljes�ul. (Szint�en k�onnyen l�athat�o, hogy adott f f�uggv�eny eset�en ez a rel�aci�o
f�uggetlen a szemispray megv�alaszt�as�at�ol.)
3.1.2. �All��t�as (Grifone). [22] Ha S szemispray �es ξ ∈ X(TM), akkor

J [Jξ, S] = Jξ.(3.4)
A Grifone-f�ele rel�aci�oban ξ := Xc, X ∈ X(M) v�alaszt�assal �elve azt kapjuk,

hogy
ij[Xv, S] = iX̂,

ahonnan
j[Xv, S] = X̂ = jXc(3.5)
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k�ovetkezik. A (3.4) alkalmaz�as�aval az is ad�odik, hogy
[C,S]− S ∈ Xv(TM),(3.6)

mivel
J([C,S]− S) = J[C,S]− C = J[JS, S]− C = JS − C = 0.

3.1.3. Lemma. [37] Tetsz}oleges S szemispray �es X ∈ X(M) vektormez}o eset�en
[Xv, S] = Xc + η(3.7)

��rhat�o, ahol η ∈ Xv(TM).
Bizony��t�as. Felhaszn�alva a (3.4) rel�aci�ot

J[Xv, S] = J[JXc, S] = JXc,

amib}ol k�ovetkezik, hogy az [Xv, S] �es a Xc csup�an egy vertik�alis vektormez}oben
t�erhet el, hiszen ha Jξ = 0, akkor ξ ∈ Xv(TM). �

3.2. Spray-sokas�agok a�nit�asai �es automor�z-
musai

3.2.1. De�n��ci�o. (1) Egy S : TM −→ TTM szemispray { vagy (M,S) szemi-
spray-sokas�ag { geodetikus�an olyan γ : I −→ M regul�aris g�orb�et �ert�unk,
amelynek sebess�egvektormez}oje integr�alg�orb�eje S-nek, vagyis amelyre

�γ = S ◦ _γ(3.8)
teljes�ul.
(2) Ha (M,S) szemispray-sokas�ag, akkor egy ϕ : M −→ M di�eomor�zmust
a�nit�asnaknak (vagy tot�algeodetikus transzform�aci�onak) nevez�unk, ha S
tetsz}oleges γ : I −→M geodetikusa eset�en ϕ ◦ γ is geodetikusa S-nek, azaz

�p−−−qϕ ◦ γ = S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ.(3.9)
Egy S szemispray �osszes a�nit�asa Lie-csoportot alkot [25], ezt a csoportot

A�(S)-sel jel�olj�uk. �Erdemes megjegyezn�unk, hogy sprayk eset�en az a�nit�asokra
megk��v�ant di�erenci�alhat�os�agi felt�etel elejthet}o: egy fontos, de el�egg�e elfeledett
dolgozat�aban ([6]) F. Brickell megmutatta, hogy ha ϕ : M −→M homeomor�z-
mus �es meg}orzi egy spray geodetikusait, akkor ϕ di�eomor�zmus.
3.2.2. Lemma. Legyen (M,S) szemispray-sokas�ag, ϕ : M −→M pedig egy dif-
feomor�zmus. ϕ pontosan akkor a�nit�asa az S szemispraynek, ha S tetsz}oleges
γ geodetikusa eset�en

(ϕ∗∗ ◦ S − S ◦ ϕ∗) ◦ _γ = 0.(3.10)
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Bizony��t�as. Tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ A�(S). Ekkor ϕ ◦ γ is geodetikus, ��gy
�p−−−qϕ ◦ γ = S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ

(1.18),(1.19)⇐⇒ ϕ∗∗ ◦ �γ = S ◦ ϕ∗ ◦ _γ (3.8)⇐⇒
⇐⇒ ϕ∗∗ ◦ S ◦ _γ = S ◦ ϕ∗ ◦ _γ ⇐⇒ (ϕ∗∗ ◦ S − S ◦ ϕ∗) ◦ _γ = 0.

Ha a (3.10) teljes�ul, akkor az el}oz}oh�oz hasonl�oan ad�odik, hogy ϕ ∈ A�(S). �

Lok�alis le��r�as. Legyen (U , (ui)ni=1) t�erk�ep M -en. Egy γ : I −→M regul�aris
g�orbe akkor �es csak akkor geodetikusa a (3.1) koordin�atael}o�all��t�assal rendelkez}o
S szemispraynek, ha γi := ui ◦ γ koordin�ataf�uggv�enyei eleget tesznek az

γi ′′ + 2Gi ◦ _γ = 0, i ∈ {1, . . . , n}(3.11)
rel�aci�onak.
3.2.3. Lemma. Ha S : TM −→ TTM szemispray �es ϕ ∈ Di�(M), akkor

(ϕ∗)#S := ϕ∗∗ ◦ S ◦ ϕ−1
∗

szint�en szemispray. Amennyiben { r�aad�asul { S spray, �ugy (ϕ∗)#S is spray.
Bizony��t�as. Felhaszn�alva, hogy τTM ◦ ϕ∗∗ = ϕ∗ ◦ τTM , kapjuk, hogy

τTM ◦ (ϕ∗)#S = τTM ◦ ϕ∗∗ ◦ S ◦ ϕ−1
∗ =

= ϕ∗ ◦ τTM ◦ S ◦ ϕ−1
∗

(Spr1)= ϕ∗ ◦ 1TM ◦ ϕ−1
∗ =

= ϕ∗ ◦ ϕ−1
∗ = 1TM ,

teh�at (ϕ∗)#S is eleget tesz az Spr1 felt�etelnek.
j(ϕ∗)#S

(2.46)= ϕ#jS (Spr2)= ϕ#δ
(2.39)= δ,

(ϕ∗)#S teh�at a Spr2 felt�etelt teljes��ti.
Nyilv�anval�o, hogy ha S rendelkezik az Spr3 vagy Spr3+ tulajdons�aggal, akkor
(ϕ∗)#S-re is �erv�enyes ugyanez.
Tegy�uk fel v�eg�ul, hogy [C,S] = S. Ekkor

[C, (ϕ∗)#S] (2.43)= [(ϕ∗)#C, (ϕ∗)#S] =
= (ϕ∗)# [C,S] (Spr4)= (ϕ∗)#S,

teh�at (ϕ∗)#S is m�asodfok�u pozit��v homog�en. �

3.2.4. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen adott egy S : TM −→ TTM szemispray
�es egy ϕ : M −→M di�eomor�zmus. Ha (ϕ∗)#S = S, azaz

ϕ∗∗ ◦ S = S ◦ ϕ∗,(3.12)
akkor azt mondjuk, hogy ϕ automor�zmusa az S-nek.
S �osszes automor�zmusa csoportot alkot a kompoz��ci�o m}uvelet�evel, ezt a cso-
portot Aut(S)-sel jel�olj�uk.
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3.2.5. �All��t�as. Tetsz}oleges S szemispray eset�en
A�(S) = Aut(S).(3.13)

Bizony��t�as. Tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ Aut(S), �es legyen γ : I −→M geodetikusa
S-nek. Ekkor

S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ = S ◦ ϕ∗ ◦ _γ felt.= ϕ∗∗ ◦ S ◦ _γ =
= ϕ∗∗ ◦ �γ = �p−−−qϕ ◦ γ,

teh�at ϕ ◦ γ is geodetikusa S-nek, ��gy ϕ ∈ A�(S).
Megford��tva, tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ A�(S). Ekkor tetsz}oleges γ : I −→ M

geodetikus eset�en
S ◦ ϕ∗ ◦ _γ = S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ

felt.= �p−−−qϕ ◦ γ =
= ϕ∗∗ ◦ �γ = ϕ∗∗ ◦ S ◦ _γ,

teh�at
S ◦ ϕ∗ ◦ _γ = ϕ∗∗ ◦ S ◦ _γ.

Mivel TM minden nemz�erus vektora megkaphat�o egy geodetikus
kezd}osebess�egek�ent, az S ◦ ϕ∗ = ϕ∗∗ ◦ S rel�aci�o teljes�ul b�armely v ∈ TM \ 0
vektorra. A z�erusvektorokban

S ◦ ϕ∗(0p) = S(0ϕ(p)) Spr1.= 00ϕ(p) = 0ϕ∗(0p) = ϕ∗∗(00p
) Spr1.= ϕ∗∗ ◦ S(0p),

ahol p ∈ M tetsz}oleges. Ezzel igazoltuk, hogy S ◦ ϕ∗ = ϕ∗∗ ◦ S a teljes TM -en
�erv�enyes, teh�at ϕ ∈ Aut(S). �



4. fejezet

Ehresmann-konnexi�ok

4.1. Ehresmann-konnexi�ok
4.1.1. De�n��ci�o. Egy M sokas�ag f�ol�otti, vagy TM -en adott Ehresmann-
konnexi�on olyan

H : TM ×M TM −→ TTM

lek�epez�est �ert�unk, amely eleget tesz a k�ovetkez}o felt�eteleknek:
Ehr1. H sima ◦

TM × TM f�ol�ott.
Ehr2. H �brumtart�o �es �brumonk�ent line�aris:

ha v ∈ TM �es Hv := H � {v} × Tτ(v)M , akkor Hv line�aris lek�epez�ese
{v} × Tτ(v)M -nek TvTM -be.

Ehr3. j ◦H = 1TM×M TM .
Ehr4. Tetsz}oleges p ∈M , v ∈ TpM eset�en

H(o(p), v) = (o∗)p(v),
ahol o ∈ X(M) a z�erus vektormez}o.

R�oviden sz�olva, egy Ehresmann-konnexi�o a
0 −→ TM ×M TM

i−→ TTM
j−→ TM ×M TM −→ 0

kanonikus egzakt sorozat egy jobboldali has��t�asa, az Ehr1-beli, gyeng��tett
simas�agi felt�etellel.
Az Ehr3. �es Ehr4. felt�etel k�onnyen ellen}orizhet}o m�odon konzisztens, azonban
H { �es a bel}ole sz�armaz�o objektumok { simas�aga nincs biztos��tva a teljes
�ertelmez�esi tartom�any�an. Ez �osszhangban van a Finsler geometriai alkal-
maz�asok ig�enyeivel, ott ugyanis a simas�ag o(M) f�ol�otti s�er�ul�ese tipikus.

26
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HTM := Im(H) r�esznyal�abja TTM -nek, amelyre teljes�ul, hogy
TTM = HTM ⊕ V TM.

Ezt (a H �altal sz�armaztatott) horizont�alis r�esznyal�abnak h��vjuk.
Kijel�olve TM -en egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-konnexi�ot, a

h := H ◦ j, illetve(4.1)
v := 1TTM − h(4.2)

nyal�abendomor�zmusokat a H-hoz tartoz�o horizont�alis, illetve vertik�alis projek-
tornak nevezz�uk; a

V := i−1 ◦ v : TTM −→ TM ×M TM(4.3)
lek�epez�est pedig a H-hoz csatolt vertik�alis lek�epez�esnek h��vjuk. K�ozvetlen�ul
ad�odik V de�n��ci�oj�ab�ol, hogy

V ◦ i = 1TM×M TM ,(4.4)
Ker(V) = Im(H) (⇒ V ◦H = 0),(4.5)

v = i ◦ V.(4.6)
A H Ehresmann-konnexi�o �es az �altala sz�armaztatott nyal�ablek�epez�esek

tenzori�alis lek�epez�eseket induk�alnak a megfelel}o szel�esek modulusainak
szintj�en, ezeket a lek�epez�eseket jel�ol�es�ukben nem k�ul�onb�oztetj�uk meg az illet}o
nyal�ablek�epez�esekt}ol.

Xh(TM) := H(Sec(τ∗τ)) = h(X(TM))
r�eszmodulusa az X(TM)-nek, a H-ra n�ezve horizont�alis vektormez}ok modulusa.

Egy X ∈ X(M) vektormez}o (H szerinti) horizont�alis lift je
Xh := H(X̂) = hXc.(4.7)

Ha X, Y ∈ X(M), akkor Xv ∼
τ
0, Y h ∼

τ
Y miatt

[Xv, Y h] ∈ Xv(TM).(4.8)
Megmutathat�o, hogy (l�asd p�eld�aul [37]), hogy

[X, Y ]h = h[Xh, Y h].(4.9)
Ha az Xi (i ∈ {1, . . . , n}) vektormez}ok egy U ⊂ M ny��lt halmaz f�ol�ott

gener�alj�ak az X(M) modulust, akkor az ((Xv
i )ni=1, (Xh

i )ni=1) vektormez}ok ge-
ner�alj�ak τ−1(U) az X(TM) modulust.

Ez az �eszrev�etel ugyanazt az egyszer}us��t�est teszi lehet}ov�e TM -en megfo-
galmazott tenzori�alis �all��t�asok bizony��t�as�aval kapcsolatban, mint a 2.1. szakasz
v�eg�en tett megjegyz�es.
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4.1.2. Lemma. Tegy�uk fel, hogy H Ehresmann-konnexi�o M f�ol�ott. Az
`h : X ∈ X(M) 7−→ `h(X) := Xh ∈ Xh(TM)(4.10)

lek�epez�esre (a H-hoz tartoz�o horizont�alis liftel�es) teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:
(i) `h(fX) = f v`h(X), X ∈ X(M), f ∈ C∞(M);
(ii) J ◦ `h = `v.

Megford��tva, ha adott egy `h : X(M) −→ X(TM) lek�epez�es, amely eleget tesz az
(i) �es (ii) felt�eteleknek, akkor az a C∞(TM)-line�aris kiterjeszt�essel �ertelmezett
H : Sec(τ∗τ) −→ X(TM) lek�epez�es, amelyre H(X̂) = `h(X) (X ∈ X(M))
Ehresmann-konnexi�o.

Bizony��t�as. A tett �eszrev�etelek k�ozvetlen�ul ellen}orizhet}oek. �

4.1.3. �All��t�as (Crampin{Grifone). Tegy�uk fel, hogy S : TM −→ TTM sze-
mispray. Az

`h : X ∈ X(M) 7−→ `h(X) := 1
2 (Xc − [S, Xv]) ∈ X(TM)(4.11)

lek�epez�es eleget tesz a 4.1.2. lemmabeli felt�eteleknek, ��gy egy HS Ehresmann-
konnexi�ot sz�armaztat, amelyn�el tetsz}oleges X ∈ X(M) eset�en

HS(X̂) = 1
2 (Xc − [S, Xv]) (Crampin).(4.12)

A HS-hez tartoz�o horizont�alis projektor megadhat�o a
hS = 1

2
(1X(TM) − [S,J]) (Grifone)(4.13)

formul�aval.
Bizony��t�as. Els}ok�ent a 4.1.2. (i)-(ii) felt�etelek teljes�ul�es�et ellen}orizz�uk.

Tetsz}oleges f ∈ C∞(M) f�uggv�enyt tekintve:
`h(fX) := 1

2 ((fX)c − [S, (fX)v]) = 1
2 (f vXc + f cXv − [S, f vXv]) =

= 1
2 (f vXc + f cXv − f v[S, Xv]− (Sf v)Xv) (3.3)=

= 1
2f v (Xc − [S, Xv]) = f v`h(X),

`h teh�at eleget tesz (i)-nek. Mivel
J ◦ `h(X) = 1

2(JXc − J[S, Xv]) (2.27)= 1
2(Xv − J[S, Xv]) (3.5)=

= 1
2(Xv + Xv) = Xv = `v(X),
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(ii) is �erv�enyes.
(4.13) ellen}orz�es�ehez elegend}o a bal �es a jobb oldalt vertik�alis, illetve teljes
lifteken ki�ert�ekelni.

hSXv = HS ◦ j(Xv) = HS ◦ j ◦ i(X̂) = 0,
m�asr�eszt

1
2
(1X(TM) − [S,J]) (Xv) = 1

2 (Xv − [S,JXv] + J[S, Xv]) (3.5)=
= 1

2(Xv −Xv) = 0,
Xv(TM) f�ol�ott teh�at mindk�et oldal ugyan�ugy hat. Ami a teljes lifteken val�o
hat�ast illeti, azt kapjuk, hogy

hSXc = HS ◦ j(Xc) = HS(X̂) = 1
2(Xc − [S, Xv]) (1.10)=

= 1
2(Xc − [S,J]Xc − J[S, Xc]) (∗)= 1

2(Xc − [S,J]Xc) =
= 1

2(1X(TM) − [S,J])(Xc).
A (∗)-gal jel�olt l�ep�esben azt haszn�altuk fel, hogy

0 (2.28)= [Xc,J]S = [Xc,JS]− J[Xc, S] =
= [Xc, C]− J[Xc, S] = −J[Xc, S].

�

Megjegyz�es. A most igazolt eredm�enyt { legal�abbis a k�oz�olt "indexmentes"
form�aban { M. Crampin �es J. Grifone fedezte fel (f�uggetlen�ul) az 1970-es �evek
elej�en, �es bizony��totta be koordin�atamentes eszk�oz�okkel; l�asd [10], illetve [22].
Az itt adott bizony��t�as l�enyeg�eben a Crampin-f�ele bizony��t�as egy egyszer}us��tett
v�altozata.

Lok�alis le��r�as. R�ogz��ts�unk M -en egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet �es tekints�uk a
TM -en az �altala induk�alt (1.11) t�erk�epet. Ekkor τ∗τ -nak ( ∂̂

∂ui

)n

i=1, τTM -nek(
∂

∂xi ,
∂

∂yi

)n

i=1 lok�alis b�azisa. Egy�ertelm}uen l�eteznek olyan
N i

j : τ−1(U) ⊂ TM −→ R; i, j ∈ {1, . . . , n}
τ−1(U) ∩ ◦

TM f�ol�ott sima f�uggv�enyek, hogy

H

(
∂̂

∂uj

)
=:
(

∂

∂uj

)h
=(U)

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yi
(j ∈ {1, . . . , n});(4.14)
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ezeket a f�uggv�enyeket az Ehresmann-konnexi�o (U , (ui)ni=1) t�erk�epre vonatkoz�o
(r�oviden U-ra vonatkoz�o) Christo�el-szimb�olumainak h��vjuk. Seg��ts�eg�ukkel a H-
hoz tartoz�o vertik�alis lek�epez�es, valamint a horizont�alis- �es a vertik�alis projektor
lok�alis b�azisokon val�o hat�asa a

V

(
∂

∂xj

)
=(U) N i

j

∂̂

∂ui
, V

(
∂

∂yj

)
=(U)

∂̂

∂uj
;(4.15)

h
(

∂

∂xj

)
=(U)

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yi
, h

(
∂

∂yj

)
=(U) 0;(4.16)

v
(

∂

∂xj

)
=(U) N i

j

∂

∂yi
, v

(
∂

∂yj

)
=(U)

∂

∂yj
(4.17)
formul�akkal ��rhat�o le, ahol j ∈ {1, . . . , n}.
4.1.4. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-
konnexi�o M f�ol�ott. Ha

SH := H ◦ δ,(4.18)
akkor SH szemispray, amelyet a H-hoz csatolt szemispraynek nevez�unk. Erre
teljes�ul a

h[C,SH] = SH(4.19)
rel�aci�o.

Bizony��t�as. (a) Ehr2.-b}ol k�ovetkez}oen
τTM ◦ SH = τTM ◦H ◦ δ = 1TM ;

j ◦ SH = j ◦H ◦ δ
Ehr3.= 1TM×M TM ◦ δ = δ,

Ehr1. pedig biztos��tja, hogy SH sima ◦
TM f�ol�ott, SH teh�at szemispray.

(b) R�at�erve (4.19) igazol�as�ara,
0 (3.6)= h([C,SH]− SH) = h[C,SH]−H ◦ j ◦ SH =

= h[C,SH]−H ◦ δ = h[C,SH]− SH,

�es ��gy h[C,SH] = SH val�oban fenn�all. �

4.2. Az induk�alt Berwald-deriv�al�as. Tenzi�o,
torzi�ok

4.2.1. Lemma �es de�n��ci�o. Jelentse ◦
τ : ◦

TM −→M a τ : TM −→M �erint}o-
nyal�ab has��tott nyal�abj�at; ekkor ◦

τ = τ �
◦
TM .
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Tekints�uk a ◦
τ
∗
τ : ◦

TM ×M TM −→
◦
TM visszah�uzott nyal�abot, a szel�eseinek

C∞(TM)-modulus�at jel�olje Sec(◦τ∗τ). Tegy�uk fel, hogy M f�ol�ott adva van egy H

Ehresmann-konnexi�o.
Ha tetsz}oleges ξ ∈ X(TM) vektormez}o �es Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ) szel�es eset�en

∇ξỸ := j[vξ, HỸ ] + V[hξ, iỸ ],(4.20)
akkor a ∇ : X( ◦TM)×Sec(◦τ∗τ) −→ Sec(◦τ∗τ) lek�epez�es kovari�ans deriv�al�as a ◦

τ
∗
τ

nyal�abon, ezt a H Ehresmann-konnexi�o �altal induk�alt Berwald-deriv�al�asnak
nevezz�uk.
Speci�alisan

∇Xv Ŷ = 0, i∇Xh Ŷ = [Xh, Y v]; X, Y ∈ X(M);(4.21)
∇( ∂

∂uj )h
∂̂

∂uk
=(U) N i

jk

∂̂

∂ui
, N i

jk := ∂N i
j

∂yk
(j, k ∈ {1, . . . , n});(4.22)

az N i
jk f�uggv�enyeket a Berwald-deriv�al�as ((1.11)-ben r�ogz��tett) t�erk�epre vonat-

koz�o Christo�el-szimb�olumainak h��vjuk. A

∇h : Sec(◦τ∗τ)× Sec(◦τ∗τ) −→ Sec(◦τ∗τ), (X̃, Ỹ ) 7−→ ∇h
X̃

Ỹ := ∇HX̃ Ỹ

(4.23)

lek�epez�est a H �altal sz�armaztatott h-Berwald deriv�al�asnak nevezz�uk. Ha
∇v

X̃
Ỹ = ∇iX̃ Ỹ = j[iX̃,HỸ ], X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ),(4.24)

akkor a ∇v oper�ator f�uggetlen az Ehresmann-konnexi�ot�ol, ezt a kanonikus ver-
tik�alis (vagy v-kovari�ans) deriv�altnak h��vjuk.
4.2.2. De�n��ci�o. Legyen adva az M sokas�ag f�ol�ott egy

H : TM ×M TM −→ TTM

Ehresmann-konnexi�o, �es tekints�uk az �altala induk�alt ∇h h-Berwald deriv�al�ast.
A H Ehresmann-konnexi�o tenzi�oj�an a kanonikus szel�es h-Berwald di�e-
renci�alj�at, vagyis a

t := ∇hδ : X̃ ∈ Sec(◦τ∗τ) 7−→ t(X̃) := ∇hδ(X̃) := ∇h
X̃

δ = V[HX̃, C](4.25)(11)-tenzort �ertj�uk. Speci�alisan tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}o eset�en
it(X̂) = [Xh, C].(4.26)

A tenzi�o elt}un�ese eset�en az Ehresmann-konnexi�ot homog�ennek nevezz�uk.
Lok�alis le��r�as. t komponensei egy TM -en induk�alt t�erk�epre vonatkoz�oan a

t
(

∂̂

∂uj

)
=(U) (ykN i

jk −N i
j) ∂̂

∂ui
, j ∈ {1, . . . , n}(4.27)
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rel�aci�ok �altal meghat�arozott
tij := ykN i

jk −N i
j , i, j ∈ {1, . . . , n}(4.28)

f�uggv�enyek, ahol N i
j a H Christo�el-szimb�olumai, N i

jk = ∂Ni
j

∂yk pedig az induk�alt
Berwald-deriv�al�as Christo�el-szimb�olumai.
(4.28)-b�ol k�ozvetlen�ul ad�odik, hogy egy H Ehresmann-konnexi�o akkor �es csak
akkor homog�en, ha tetsz}oleges t�erk�epre vonatkoz�o Christo�el-szimb�olumai
els}ofok�u pozit��v homog�en f�uggv�enyek.
4.2.3. Lemma. Ha egy H Ehresmann-konnexi�o homog�en, akkor az SH csatolt
szemispray spray. Megford��tva, ha SH spray, akkor t(δ) = 0.

Bizony��t�as. Tegy�uk fel el}osz�or, hogy a H Ehresmann-konnexi�o homog�en.
Azt kell ellen}orizn�unk, hogy [C,SH] = SH.

[C,SH] = h[C,SH] + v[C,SH] (4.19)= SH + iV[C,SH].
H homogenit�asa miatt t = 0, ��gy speci�alisan

0 = t(δ) := V[H ◦ δ, iδ] = V[SH, C],
k�ovetkez�esk�eppen [C,SH] = SH val�oban fenn�all.
Megford��tva, ha SH := H ◦ δ spray, akkor

t(δ) = V[H ◦ δ, C] = V[SH, C] = −V[C,SH] felt.= −V ◦ SH = 0.
�

4.2.4. Lemma. [37] Legyen H Ehresmann-konnexi�o M f�ol�ott, t a tenzi�oja, V

pedig a csatolt vertik�alis lek�epez�es. Ha ∇ a H �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as,
akkor

∇δ = t ◦ j+ V.(4.29)
Bizony��t�as. Elegend}o azt ellen}orizni, hogy a bal �es a jobb oldal ugyanazt

az �ert�eket veszi fel vertik�alis �es horizont�alis lifteken. Legyen teh�at X ∈ X(M)
tetsz}oleges. Ekkor egyr�eszt

∇δ(Xv) := ∇Xvδ
(4.24)= j[Xv,H ◦ δ] = j[Xv, SH] (3.5)=

= X̂
(4.4)= V ◦ i(X̂) = V(Xv) = (t ◦ j+ V)(Xv)

(hiszen jXv = j ◦ iX̂ = 0).
M�asr�eszt

∇δ(Xh) = ∇Xhδ = ∇h
X̂

δ = ∇hδ(X̂) =: t(X̂) Ehr3.=
= t ◦ j ◦H(X̂) = t ◦ j(Xh) = (t ◦ j+ V)(Xh),

(4.29) teh�at val�oban teljes�ul. �
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4.2.5. K�ovetkezm�eny. Egy Ehresmann-konnexi�o pontosan akkor homog�en, ha
∇δ = V,

ahol V a hozz�a csatolt vertik�alis lek�epez�es, ∇ pedig az �altala induk�alt Berwald-
deriv�al�as.
4.2.6. Lemma �es de�n��ci�o. Egy H Ehresmann-konnexi�o torzi�oj�an a

T(X̃, Ỹ ) := ∇h
X̃

Ỹ −∇h
Ỹ

X̃ − j[HX̃,HỸ ]; X̃, Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ)(4.30)(12)-tenzort �ertj�uk. B�azikus vektormez}ok eset�en,
iT(X̂, Ŷ ) = [Xh, Y v]− [Y h, Xv]− [X, Y ]v(4.31)

ad�odik.
Lok�alis le��r�as.

T
(

∂̂

∂uj
,

∂̂

∂uk

)
=(U) (N i

jk −N i
kj) ∂̂

∂ui
;(4.32)

a
T i

jk := N i
jk −N i

kj = ∂N i
j

∂yk
− ∂N i

k

∂yj
(4.33)

f�uggv�enyek T komponensei az (U , (ui)ni=1) t�erk�epre vonatkoz�oan.
4.2.7. Lemma. Egy szemispray �altal induk�alt Ehresmann-konnexi�o torzi�oja
elt}unik.

Bizony��t�as. Legyen S szemispray M f�ol�ott, �es jel�olje T a HS Ehresmann-
konnexi�o (4.1.3. �all��t�as) torzi�oj�at. Tetsz}oleges X, Y ∈ X(M) vektormez}oket v�eve,

iT(X̂, Ŷ ) = [Xh, Y v]− [Y h, Xv]− [X, Y ]v =
(4.12)= 1

2[Xc, Y v]− 1
2 [[S, Xv], Y v]− 1

2 [Y c, Xv] + 1
2 [[S, Y v], Xv]− [X, Y ]v (2.17),(∗)=

= −12 [Y,X]v + 1
2[X, Y ]v − [X, Y ]v = 0.

A (∗)-gal jel�olt l�ep�esben a vektormez}ok Lie-z�ar�ojel�ere vonatkoz�o Jacobi-
azonoss�agot alkalmazuk:
[[S, Y v], Xv] + [[Y v, Xv], S] + [[Xv, S], Y v] = [[S, Y v], Xv]− [[S, Xv], Y v] = 0.

�
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4.2.8. De�n��ci�o. Egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-konnexi�o er}os
torzi�oj�an a

Ts := ∇hδ + iδT = t+ iδT(4.34)
τ -menti (11)-tenzormez}ot �ertj�uk, ahol iδT(X̃) := T(δ, X̃).

Lok�alis le��r�as. Tetsz}oleges j ∈ {1, . . . , n} indexre

Ts
(

∂̂

∂uj

)
=(U) t

(
∂̂

∂uj

)
+T

(
yk ∂̂

∂uk
,

∂̂

∂uj

)
(4.27),(4.32)=

= (ykN i
jk −N i

j) ∂̂

∂ui
+ yk(N i

kj −N i
jk) ∂̂

∂ui
= (ykN i

kj −N i
j) ∂̂

∂ui
,

teh�at Ts komponensei egy induk�alt t�erk�epre vonatkoz�oan az

ykN i
kj −N i

j = yk ∂N i
k

∂yj
−N i

j (i, j, k ∈ {1, . . . , n})(4.35)

f�uggv�enyek.
4.2.9. Lemma. B�armely X̂ ∈ Sec(τ∗τ) b�azikus vektormez}o eset�en

Ts(X̂) = V[SH, Xv]− j[SH, Xh],(4.36)
ahol SH a H-hoz csatolt szemispray.

Bizony��t�as. Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}ore:
Ts(X̂) = t(X̂) +T(δ, X̂) =

= V[Xh, C] + V[SH, Xv]− V[Xh, C]− j[SH, Xh] =
= V[SH, Xv]− j[SH, Xh].

�

4.2.10. Lemma �es de�n��ci�o. Amennyiben H Ehresmann-konnexi�o az M so-
kas�ag f�ol�ott �es ϕ ∈ Di�(M), �ugy

ϕ#H := ϕ−1
∗∗ ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗)(4.37)

is Ehresmann-konnexi�o, amelyet H ϕ �altali visszah�uzottj�anak (pull-backj�enek)
nevez�unk. A H Ehresmann-konnexi�o egy A geometriai adat�anak ϕ#H-b�ol
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sz�armaz�o megfelel}oj�et ϕ#A-val jel�olve, �erv�enyesek a k�ovetkez}ok:
ϕ#V = (ϕ−1

∗ × ϕ−1
∗ ) ◦ V ◦ ϕ∗∗;(4.38)

ϕ#h = ϕ−1
∗∗ ◦ h ◦ ϕ∗∗;(4.39)

ϕ#v = ϕ−1
∗∗ ◦ v ◦ ϕ∗∗;(4.40)

ϕ#H(X̂) = (ϕ∗)−1# (ϕ#X)h, X ∈ X(M);(4.41)
ϕ#t = ϕ−1# ◦ t ◦ ϕ#;(4.42)

ϕ#T = ϕ−1# ◦T ◦ (ϕ# × ϕ#);(4.43)
ϕ#Ts = ϕ−1# ◦Ts ◦ ϕ#.(4.44)

Bizony��t�as. K�ozvetlen�ul ellen}orizhet}o, hogy ϕ#H eleget tesz a Ehr1.-Ehr4.
felt�etelek mindegyik�enek; p�eld�aul Ehr3. a k�ovetkez}ok�eppen ad�odik:
j ◦ ϕ#H = j ◦ ϕ−1

∗∗ ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) = (ϕ−1
∗ × ϕ−1

∗ ) ◦ j ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) Ehr3.=
= (ϕ−1

∗ × ϕ−1
∗ ) ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) = 1TM×M TM .

A felsorolt rel�aci�ok hasonl�oan egyszer}uen vezethet}ok le; p�eldak�ent (4.41)-(4.43)
igazol�as�at mutatjuk be.
(a) Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}o eset�en

ϕ#H(X̂) = ϕ−1
∗∗ ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̂

(2.37)= ϕ−1
∗∗ ◦H ◦ ϕ#X̂ ◦ ϕ∗ =

= ϕ−1
∗∗ ◦H ◦ ϕ̂#X ◦ ϕ∗ = ϕ−1

∗∗ ◦ (ϕ#X)h ◦ ϕ∗ = (ϕ∗)−1# (ϕ#X)h.
(b) B�armely X ∈ X(M) vektormez}ore

ϕ#t(X̂) = ϕ#V[ϕ#H(X̂), C] (2.43),(4.41)=
= (ϕ−1

∗ × ϕ−1
∗ ) ◦ V ◦ ϕ∗∗ ◦ [(ϕ∗)−1# (ϕ#X)h, (ϕ∗)−1# C] =

= (ϕ−1
∗ × ϕ−1

∗ ) ◦ V ◦ ϕ∗∗ ◦ ϕ−1
∗∗ ◦ [(ϕ#X)h, C] ◦ ϕ∗ =

= (ϕ−1
∗ × ϕ−1

∗ ) ◦ V[(ϕ#X)h, C] ◦ ϕ∗ =
= ϕ−1# V[(ϕ#X)h, C] = ϕ−1# t(ϕ̂#X) = ϕ−1# ◦ t ◦ ϕ#(X̂).

(c) Tetsz}oleges X, Y ∈ X(M) vektormez}oket tekintve
iϕ#T(X̂, Ŷ ) = [ϕ#H(X̂), Y v]− [ϕ#H(Ŷ ), Xv]− [X, Y ]v (2.44),(4.41)=

= [(ϕ∗)−1# (ϕ#X)h, (ϕ∗)−1# (ϕ#Y )v]−
−
[(ϕ∗)−1# (ϕ#Y )h, (ϕ∗)−1# (ϕ#X)v]− (ϕ∗)−1# (ϕ#[X, Y ])v =

= (ϕ∗)−1#
([(ϕ#X)h, (ϕ#Y )v]− [(ϕ#Y )h, (ϕ#X)v]− (ϕ#[X, Y ])v) =

= (ϕ∗)−1# T(ϕ#X, ϕ#Y ) = (ϕ∗)−1# ◦T ◦ (ϕ# ◦ ϕ#)(X̂, Ŷ ).
�
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4.3. Ehresmann-konnexi�ok k�ul�onbs�egtenzora
4.3.1. Lemma �es de�n��ci�o. Legyenek H1 �es H2 Ehresmann-konnexi�ok az M
sokas�ag f�ol�ott �es tekints�uk a hozz�ajuk csatolt V1 �es V2 vertik�alis lek�epez�eseket.
A

(H1 −H2) : Sec(τ∗τ) −→ X(TM)
lek�epez�es vertik�alis �ert�ek}u, �es ��gy l�etezik pontosan egy olyan

P : Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ)
endomor�zmus, hogy

H1 −H2 = i ◦ P.(4.45)
Ezt a P tenzort a H1 �es H2 k�ul�onbs�egtenzor�anak h��vjuk.
Ekkor P = V2 ◦H1 �es ez�ert

i ◦ P = v2 ◦H1.(4.46)
Bizony��t�as. Mivel
J ◦ (H1 −H2) = i ◦ (j ◦H1 − j ◦H2) = i ◦ (1TM×M TM − 1TM×M TM ) = 0,

H1 − H2 val�oban vertik�alis �ert�ek}u, �es ��gy el}o�all i ◦ P alakban, ahol
P : Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) egy�ertelm}uen meghat�arozott (11)-tenzor. M�asr�eszt

H1 −H2 = H1 −H2 ◦ (j ◦H1) = H1 − h2 ◦H1 = (1− h2) ◦H1 =
= v2 ◦H1 = i ◦ (V2 ◦H1)

miatt (4.46) is teljes�ul. �

Megjegyz�es. A vertik�alis lek�epez�esek k�ul�onbs�egtenzora
V1 − V2 = −V2 ◦ h1(4.47)

alakban �all el}o.
4.3.2. �All��t�as (az er}os torzi�o interpret�aci�oja). Tekints�unk egy H

Ehresmann-konnexi�ot �es a hozz�a csatolt SH szemisprayt. Ekkor az SH-
b�ol sz�armaztathat�o HSH

Ehresmann-konnexi�o �es a H k�ul�onbs�egtenzora a H

er}os torzi�oj�anak 12 -szerese:

H −HSH
= 1

2 iTs.(4.48)
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Bizony��t�as. Legyen X ∈ X(M) tetsz}oleges.
iTs(X̂) (4.36)= v[SH, Xv]− J[SH, Xh] =

= v (Xc − 2HSH
(X̂))− J[SH, Xh] = vXc − 2vHSH

(X̂)− J[SH, Xh] =
= vXc − 2(HSH

−H)(X̂) + J[Xh, SH] (3.4)=
= J[vXc, SH] + 2(H −HSH

)(X̂) + J[hXc, SH] =
= J[vXc, SH] + 2(H −HSH

)(X̂) + J([Xc, SH]− [vXc, SH]) 4.1.3. biz.=
= J[vXc, SH] + 2(H −HSH

)(X̂)− J[vXc, SH] = 2(H −HSH
)(X̂)

�

4.3.3. K�ovetkezm�eny. Egy H Ehresmann-konnexi�o er}os torzi�oja pontosan
akkor t}unik el, ha a H-hoz csatolt SH szemispray �altal induk�alt HSH

Ehresmann-
konnexi�o megegyezik az adott H Ehresmann-konnexi�oval.
4.3.4. K�ovetkezm�eny. Egy Ehresmann-konnexi�o er}os torzi�oja akkor �es csak
akkor t}unik el, ha elt}unik a tenzi�oja �es a torzi�oja.

Bizony��t�as. Legyen H : TM ×M TM −→ TTM egy Ehresmann-konnexi�o.
Az er}os torzi�o de�n��ci�oj�ab�ol k�ozvetlen�ul l�athat�o, hogy elt}un}o tenzi�o �es torzi�o
eset�en az er}os torzi�o is elt}unik.
Megford��tva, tekints�uk az SH induk�alt szemisprayt, tov�abb�a az SH-b�ol
sz�armaz�o HSH

Ehresmann-konnexi�ot. Tegy�uk fel, hogy Ts = 0. A 4.3.2. lemma
�ertelm�eben H = HSH

�es HSH
torzi�oja elt}unik (l�asd 4.2.7. lemma). Emiatt a

Ts = t+ iδT rel�aci�oban Ts = T = 0, amib}ol t = 0 k�ovetkezik. �

4.3.5. K�ovetkezm�eny (Unicit�as-t�etel.). Egy Ehresmann-konnexi�ot egy-
�ertelm}uen meghat�arozza az er}os torzi�oja �es az �altala induk�alt szemispray.

Bizony��t�as. Tegy�uk fel, hogy H1 �es H2 Ehresmann-konnexi�ok ugyanazzal a
Ts er}os torzi�oval �es S szemisprayvel rendelkeznek. A 4.3.2. lemma miatt

1
2 iTs = H1 −HS �es 1

2 iTs = H2 −HS ,

amib}ol H1 = H2 k�ovetkezik. �

Megjegyz�es. A k�et ut�obbi k�ovetkezm�eny megtal�alhat�o Grifone [22] cikk�eben
(I.56, 56) �es a de Le�on-Rodrigues monogr�a��aban ([15]; 4.8.1, 4.8.3) is, k�ul�onb�oz}o
bizony��t�asokkal. Az itt bemutatott t�argyal�as elt�er mindk�et munk�a�et�ol; �ugy
v�elj�uk, hogy egyszer}ubb �es term�eszetesebb. [26] dolgozatunkban sz�uks�eg�unk volt
az Ehresmann-konnexi�ok k�ul�onbs�egtenzor�anak alaposabb vizsg�alat�ara, �es ennek
sor�an mindegy mell�ekterm�ekk�ent nyert�uk ezeket az ismert, fontos t�eteleket.
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4.4. Ehresmann-konnexi�ok geodetikusai �es a�-
nit�asai

4.4.1. De�n��ci�o. Egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-konnexi�o geo-
detikus�an olyan γ : I −→M regul�aris g�orb�et �ert�unk, amelyre

V ◦ �γ = 0(4.49)
teljes�ul, ahol V a H-hoz csatolt vertik�alis lek�epez�es.
Egy ϕ ∈ Di�(M) lek�epez�es a H Ehresmann-konnexi�o a�nit�asa, ha meg}orzi a
geodetikusokat (mint parametriz�alt g�orb�eket), azaz

V ◦ �p−−−qϕ ◦ γ = 0, ha γ geodetikusa H-nak.(4.50)
H �osszes a�nit�asa csoportot alkot, ezt A�(H)-val jel�olj�uk.

A de�n��ci�o �ugy is megfogalmazhat�o, hogy H geodetikusai azok a regul�aris
M -beli γ g�orb�ek, amelyeknek gyorsul�asa H-ra n�ezve horizont�alis _γ-menti vek-
tormez}o, azaz amelyek a

h ◦ �γ = �γ(4.51)
felt�etelnek tesznek eleget.
4.4.2. �All��t�as. Legyen adva egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-
konnexi�o. H geodetikusai egybeesnek a H-hoz csatolt SH := H ◦ δ szemispray
geodetikusaival.

Bizony��t�as. Tekints�unk egy γ : I −→M regul�aris g�orb�et.
(a) Tegy�uk fel, hogy γ geodetikusa az SH = H ◦ δ szemispraynek (�γ = SH ◦ _γ).Ekkor

V ◦ �γ = V ◦ SH ◦ _γ = V ◦H ◦ δ ◦ _γ = 0,
γ teh�at geodetikusa H-nak. Megford��tva, legyen γ geodetikusa H-nak. A (4.51)
rel�aci�o alapj�an

�γ = h�γ = H ◦ j ◦ �γ (2.30)= H ◦ δ ◦ _γ = SH ◦ _γ,

γ teh�at geodetikusa a H-hoz csatolt SH szemispraynek. �

4.4.3. K�ovetkezm�eny. Egy Ehresmann-konnexi�o a�nit�asai egybeesnek a
hozz�a csatolt szemispray a�nit�asaival.

Bizony��t�as. Legyen H Ehresmann-konnexi�o, ϕ ∈ A�(H) �es tegy�uk fel, hogy
γ : I −→ M geodetikusa H-nak. Ekkor 4.4.2 �ertelm�eben γ SH-nak is geodeti-
kusa, teh�at

SH ◦ _p−−−qϕ ◦ γ = SH ◦ ϕ∗ ◦ _γ = H ◦ δ ◦ ϕ∗ ◦ _γ = H ◦ ϕ#δ ◦ ϕ∗ ◦ _γ =
= H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ δ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ _γ = H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ δ ◦ _γ =

= H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j ◦ �γ = H ◦ j ◦ ϕ∗∗ ◦ �γ = h ◦ �p−−−qϕ ◦ γ
felt.= �p−−−qϕ ◦ γ.
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Megford��tva, ha ϕ ∈ A�(SH) �es γ geodetikusa SH-nak (�es ��gy H-nak is), akkor
h ◦ �p−−−qϕ ◦ γ

felt.= H ◦ j ◦ SH ◦ _p−−−qϕ ◦ γ =
= H ◦ δ ◦ _p−−−qϕ ◦ γ = SH ◦ _p−−−qϕ ◦ γ

felt.= �p−−−qϕ ◦ γ,

azaz ϕ ∈ A�(H). �

4.4.4. Lemma. Ha egy H Ehresmann-konnexi�o homog�en, akkor H geodetikusai
egybeesnek a H �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as geodetikusaival.

Bizony��t�as. Vegy�uk �eszre, hogy tetsz}oleges t ∈ I eset�en
(∇ _γ(δ ◦ _γ))(t) (1.29)= ∇�γ(t)δ = ∇δ(�γ(t)) 4.2.5.= V ◦ �γ(t),

�es ��gy
∇ _γ(δ ◦ _γ) = V ◦ �γ.

Innen kiolvashat�o ∇ �es H geodetikusainak egybees�ese. �

4.4.5. K�ovetkezm�eny. Homog�en H Ehresmann-konnexi�o eset�en
A�(H) = A�(∇),(4.52)

ahol ∇ a H �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as.
4.4.6. �All��t�as. Egy Ehresmann-konnexi�o �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as geo-
detikusai akkor �es csak akkor esnek egybe az Ehresmann-konnexi�o geodetikusai-
val, ha az Ehresmann-konnexi�ohoz csatolt szemispray spray.

Bizony��t�as. Megtartva az el}oz}o lemma jel�ol�eseit, tetsz}oleges t ∈ I eset�en
(∇ _γ(δ ◦ _γ))(t) (1.29)= ∇δ(�γ(t)) (4.29)= (t ◦ j+ V)(�γ(t)) =
= V(�γ(t)) + t(j(�γ(t))) (2.30)= V ◦ �γ(t) + t(δ)( _γ(t)).

Mivel
t(δ) = V[SH, C] = −V[C,SH],

k�ovetkezik, hogy
∇ _γ(δ ◦ _γ) = V ◦ �γ ⇐⇒ t(δ) = 0 4.2.3.⇐⇒ [C,SH] = SH,

amib}ol ad�odik az �all��t�as. �
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4.5. Ehresmann-konnexi�ok automor�zmusai
Eml�ekeztet�unk r�a, hogy ha H : TM×M TM −→ TTM Ehresmann-konnexi�o

az M sokas�ag f�ol�ott �es ϕ ∈ Di�(M), akkor H ϕ �altali visszah�uzottja
ϕ#H = ϕ−1

∗∗ ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗)
(l�asd 4.2.10).
4.5.1. Lemma �es de�n��ci�o. Egy M sokas�ag f�ol�otti H Ehresmann-konnexi�o
automor�zmus�an olyan ϕ ∈ Di�(M) transzform�aci�ot �ert�unk, amelyre
ϕ#H = H, azaz

ϕ∗∗ ◦H = H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗)(4.53)
teljes�ul. H �osszes automor�zmusa csoportot alkot a kompoz��ci�o m}uvelet�evel, ezt
a csoportot Aut(H)-val jel�olj�uk. 4

4.5.2. �All��t�as. Megtartva az el}oz}o lemma jel�ol�eseit, az al�abbi �all��t�asok ekviva-
lensek:

ϕ ∈ Aut(H) (⇐⇒ ϕ∗∗ ◦H = H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗)) ;(4.54)
(ϕ∗ × ϕ∗) ◦ V = V ◦ ϕ∗∗;(4.55)

ϕ∗∗ ◦ h = h ◦ ϕ∗∗;(4.56)
ϕ∗∗ ◦ v = v ◦ ϕ∗∗;(4.57)

(ϕ∗)#Xh = (ϕ#X)h, X ∈ X(M).(4.58)
Bizony��t�as. A 4.2.10. lemma alapj�an az �all��t�as teljes�ul�ese nyilv�anval�o. �

4.5.3. �All��t�as. Legyen H egy Ehresmann-konnexi�o �es ϕ ∈ Di�(M) automor-
�zmusa H-nak. Ekkor �erv�enyesek a k�ovetkez}o rel�aci�ok:

ϕ# ◦ t = t ◦ ϕ#;(4.59)
ϕ# ◦T = T ◦ (ϕ# × ϕ#);(4.60)

ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#.(4.61)
Bizony��t�as. Egyszer}u sz�amol�as a 4.2.10. �es 4.5.2. �all��t�asok alkalmaz�as�aval.

�

4.5.4. �All��t�as. Ha ϕ automor�zmusa a H Ehresmann-konnexi�onak, akkor
automor�zmusa az �altala induk�alt Berwald-deriv�al�asnak is, k�ovetkez�esk�eppen

Aut(H) ⊂ Aut(∇).(4.62)
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Bizony��t�as. A H �altal induk�alt Berwald deriv�al�ast meghat�arozz�ak a
∇Xv Ŷ = 0, ∇Xh Ŷ = V[Xh, Y v] (X, Y ∈ X(M))

formul�ak (l�asd (4.21)), ��gy az 1.6.1.-ben mondottak �ertelm�eben ϕ ∈ Aut(∇)
igazol�as�ahoz elegend}o azt megmutatnunk, hogy

∇(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ = 0 �es ϕ#(∇Xh Ŷ ) = ∇(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ .

Az els}o rel�aci�o k�ozvetlen�ul ad�odik (2.38) �es (2.44) alapj�an. Ami a m�asodikat
illeti, a

ϕ#(∇Xh Ŷ ) (4.21)= (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ V[Xh, Y v] ◦ ϕ−1
∗

(4.55)=
= V ◦ ϕ∗∗ ◦ [Xh, Y v] ◦ ϕ−1

∗ = V ◦ (ϕ∗)#[Xh, Y v] =
= V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v] (4.58)= V[(ϕ#X)h, (ϕ#X)v] (4.21)=

= ∇(ϕ#X)h ϕ̂#X
(4.58)= ∇(ϕ∗)#(Xh)ϕ#X̂

sz�amol�as mutatja, hogy ez is teljes�ul. �

4.5.5. �All��t�as. Ha ϕ ∈ Aut(H), akkor ϕ ∈ Aut(SH), ahol SH := H ◦ δ a H-
hoz csatolt szemispray. Megford��tva, ha S szemispray M f�ol�ott �es HS az S �altal
induk�alt Ehresmann-konnexi�o (l�asd 4.1.3), akkor Aut(S) ⊂ Aut(HS).

Bizony��t�as. Ha ϕ ∈ Aut(H), akkor
ϕ∗∗ ◦ SH ◦ ϕ−1

∗ = ϕ∗∗ ◦H ◦ δ ◦ ϕ−1
∗

(4.54)=
= H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ δ ◦ ϕ−1

∗ = H ◦ δ = SH,

��gy ϕ ∈ Aut(SH).
Megford��tva, legyen S szemispray �es ϕ ∈ Aut(S). Ekkor b�armely X ∈ X(M)
vektormez}ore,

ϕ∗∗ ◦HS(X̂) (4.12)= 1
2 (ϕ∗∗ ◦Xc + ϕ∗∗ ◦ [Xv, S]) =

= 1
2
(
ϕ∗∗ ◦Xc ◦ ϕ−1

∗ + ϕ∗∗ ◦ [Xv, S] ◦ ϕ−1
∗
)
◦ ϕ∗ =

= 1
2 ((ϕ∗)#Xc + (ϕ∗)# [Xv, S]) ◦ ϕ∗ =

= 1
2 ((ϕ#X)c + [(ϕ#X)v, (ϕ∗)#S]) ◦ ϕ∗

felt.=
= 1

2 ((ϕ#X)c + [(ϕ#X)v, S]) ◦ ϕ∗ = HS(ϕ̂#X) ◦ ϕ∗ =
= HS ◦ ϕ#X̂ ◦ ϕ∗ = HS ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̂,

�es ez bizony��tja az �all��t�as m�asodik r�esz�et. �



42 4. FEJEZET. EHRESMANN-KONNEXI �OK

4.5.6. T�etel. Az M sokas�ag egy ϕ di�eomor�zmusa akkor �es csak akkor
automor�zmusa egy M f�ol�otti H Ehresmann-konnexi�onak, ha automor�zmusa
az SH csatolt szemispraynek, �es teljes�ul a ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ# rel�aci�o.

Bizony��t�as. A 4.5.3. �es 4.5.5. �all��t�asok alapj�an a felt�etel sz�uks�eges.
Az elegend}os�eg bizony��t�as�ahoz tekints�unk egy ϕ ∈ Aut(SH) lek�epez�est �es tegy�uk
fel, hogy ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#. Ekkor tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}ot v�eve,

ϕ#Ts(X̂) = ϕ#
(
V [SH, Xv]− j [SH, Xh]) =

= ϕ# ◦ V [SH, Xv]− j ◦ (ϕ∗)# [SH, Xh] felt.= ϕ# ◦ V [SH, Xv]− j [SH, (ϕ∗)# ◦H ◦ X̂
]
.

M�asr�eszt,
Ts(ϕ#X̂) = Ts(ϕ̂#X) = V [SH, (ϕ#X)v]− j [SH,H ◦ ϕ̂#X

] =
= V [SH, (ϕ∗)#Xv]− j [SH,H ◦ ϕ# ◦ X̂

] felt.=
= V ◦ (ϕ∗)# [SH, Xv]− j [SH,H ◦ ϕ# ◦ X̂

]
.

�Igy a m�asodik felt�etel (ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#) az al�abbi egyenl}os�egg�e alak��that�o:
(ϕ# ◦ V− V ◦ (ϕ∗)#) [SH, Xv] = j [SH, ((ϕ∗)# ◦H −H ◦ ϕ#) X̂

]
.

Ezzel ekvivalens a k�ovetkez}o:
i ◦ (ϕ# ◦ V− V ◦ (ϕ∗)#) [SH, Xv] = J [SH, ((ϕ∗)# ◦H −H ◦ ϕ#) X̂

]
.(4.63)

Ennek bal oldal�at alak��tva,
i ◦ (ϕ# ◦ V− V ◦ (ϕ∗)#) = (ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#.

(4.63) jobb oldal�an a z�ar�ojeles kifejez�es a k�ovetkez}ok�eppen v�altozik:
((ϕ∗)# ◦H −H ◦ ϕ#) X̂

(2.24)= ((ϕ∗)# ◦H ◦ j−H ◦ ϕ# ◦ j)Xc (2.46)=
= ((ϕ∗)# ◦ h− h ◦ (ϕ∗)#)Xc == (v ◦ (ϕ∗)# − (ϕ∗)# ◦ v)Xc.

Ezek alapj�an (4.63) a

((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#) [SH,JXc] = −J [SH, ((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Xc] .
(4.64)

alakot �olti. Mivel
J ((ϕ∗)#vXc) = J ◦ ϕ∗∗ ◦ vXc ◦ ϕ−1

∗ =
= ϕ∗∗ ◦ J(vXc) ◦ ϕ−1

∗ = 0,
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(ϕ∗)#vXc vertik�alis, �es emiatt ((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Xc szint�en vertik�alis.
Alkalmazhat�o ily m�odon a (3.4) Grifone-azonoss�ag, �es ��gy azt kapjuk, hogy
(4.64) ekvivalens a

((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#) [SH,JXc] = ((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Xc(4.65)
rel�aci�oval. Itt, a 3.1.3 lemm�at felhaszn�alva,

[SH,JXc] = − [Xv, SH] = −Xc − η, η ∈ Xv(TM).
((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#) η = 0, mivel b�armely Y ∈ X(M) eset�en

((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Y v = (ϕ∗)#Y v − v ((ϕ∗)#Y v) =
= (ϕ#Y )v − v(ϕ#Y )v = 0.

�Igy v�eg�ul a (4.65) rel�aci�ot a
− ((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Xc = ((ϕ∗)# ◦ v − v ◦ (ϕ∗)#)Xc

form�aban ��rhatjuk fel, amib}ol k�ovetkezik, hogy (ϕ∗)# ◦ vXc = v ◦ (ϕ∗)#Xc.
Ebb}ol ϕ∗∗ ◦ v = v ◦ ϕ∗∗ ad�odik, �es ez a 4.5.2 alapj�an ekvivalens azzal, hogy
ϕ ∈ Aut(H). �

4.5.7. K�ovetkezm�eny. Ha M egy H Ehresmann-konnexi�oval ell�atott sokas�ag,
akkor egy ϕ : M −→M di�eomor�zmus pontosan akkor automor�zmusa H-nak,
ha ϕ ∈ A�(H) �es az er}os torzi�ora teljes�ul a ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ# felt�etel.

Bizony��t�as. Az el}oz}o t�etelre tekintettel csup�an azt kell bel�atni, hogy
Aut(SH) = A�(H). Ez pedig igaz, ugyanis

Aut(SH) 3.2.5.= A�(SH) 4.4.3.= A�(H).
�

Diszkusszi�o
Legyen ◦

D kovari�ans deriv�al�as az M sokas�agon (vagyis a τM �erint}onyal�abon),
a torzi�oj�at jel�olje T ( ◦D). J�ol ismert a klasszikus elm�eletb}ol (l�asd p�eld�aul [43]),
hogy M -nek egy ϕ di�eomor�zmusa akkor �es csak akkor automor�zmusa
◦
D-nak, ha a�nit�asa ◦

D-nak (azaz "tot�algeodetikus transzform�aci�o") �es meg}orzi
a torzi�ot, vagyis ϕ# ◦ T ( ◦D) = T ( ◦D) ◦ ϕ#. Szakaszunk h�atralev}o r�esz�eben azt
vizsg�aljuk meg, hogy mik�ent kaphat�o vissza ez a fontos t�etel az Ehresmann-
konnexi�okkal kapcsolatban most nyert eredm�eny�unkb}ol.
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Eml�ekeztet�unk arra, hogy ha H olyan homog�en Ehresmann-konnexi�o M
f�ol�ott, amely a teljes �ertelmez�esi tartom�any�an C1-oszt�aly�u, akkor egy�ertelm}uen
l�etezik olyan ◦

D kovari�ans deriv�al�as M -en, hogy tetsz}oleges X, Y ∈ X(M) eset�en
( ◦DXY )v = [Xh, Y v] = i∇Xh Ŷ(4.66)

(∇ a H-b�ol sz�armaz�o Berwald-deriv�al�as), �es ◦
D geodetikusai egybeesnek H geo-

detikusaival ([37] 2.32 Prop. 3; l�asd m�eg [12], [38]). Ebb}ol azonnal k�ovetkezik,
hogy A�( ◦D) = A�(H).

Megmutatjuk el}osz�or is, hogy ◦
D �es H automor�zmuscsoportja egybeesik :

Aut( ◦D) = Aut(H).(4.67)
Ha ϕ ∈ Aut(H), akkor tetsz}oleges X, Y ∈ X(M) vektormez}ok eset�en
(ϕ#

◦
DXY )v = (ϕ∗)#( ◦DXY )v (4.66)= (ϕ∗)# ◦ i∇XhY = i ◦ ϕ#(∇Xh Ŷ ) 4.5.4.=

= i∇(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ
(4.58)= i∇(ϕ#X)h ϕ̂#Y

(4.66)= ( ◦Dϕ#Xϕ#Y )v,
ami azt jelenti, hogy ϕ ∈ Aut( ◦D). Ezzel bel�attuk, hogy Aut(H) ⊂ Aut( ◦D).
A ford��tott ir�any�u tartalmaz�as igazol�as�ahoz tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ Aut( ◦D). Ekkor
tetsz}oleges X, Y ∈ X(M) eset�en

(ϕ∗)#( ◦DXY )v = ( ◦Dϕ#Xϕ#Y )v.
Tekintettel ◦

D de�n��ci�oj�ara, ez ekvivalens a
[(ϕ∗)#Xh − (ϕ#X)h, (ϕ#Y )v] = 0(4.68)

rel�aci�oval. Itt a (ϕ∗)#Xh − (ϕ#X)h vektormez}o vertik�alis, ugyanis
J((ϕ∗)#Xh − (ϕ#X)h) (2.47)= (ϕ∗)# ◦ JXh − J(ϕ#X)h =

= (ϕ∗)# ◦ i ◦ j ◦H(X̂)− i ◦ j ◦H(ϕ#X) =
= (ϕ∗)#Xv − i(ϕ#X) = (ϕ∗)#Xv − (ϕ∗)#Xv = 0.

Ismert, hogy TM egy vertik�alis vektormez}oje pontosan akkor vertik�alis lift, ha
a vertik�alis liftekkel k�epzett Lie-z�ar�ojelei elt}unnek ([37], 2.4.(6)). �Igy (4.68)-b�ol
k�ovetkezik, hogy van olyan Z ∈ X(M) vektormez}o, amelyre

(ϕ∗)#Xh − (ϕ#X)h = Zv.

Ezt felhaszn�alva, H homogenit�asa alapj�an
Zv (2.19)= [Zv, C] = [(ϕ∗)#Xh, C]− [(ϕ#X)h, C] =

[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#C]− [(ϕ#X)h, C] = (ϕ∗)# ◦ it(X̂)− it((ϕ#X)h) = 0
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ad�odik, teh�at
(ϕ∗)#Xh = (ϕ#X)h, X ∈ X(M).

Ez 4.5.2. �ertelm�eben ekvivalens azzal, hogy ϕ ∈ Aut(H). K�ovetkez�esk�eppen
Aut( ◦D) ⊂ Aut(H) is fenn�all, amivel (4.67) bizony��t�ast nyert.

Egyszer}uen ellen}orizhet}o, hogy ◦
D �es H torzi�oj�anak kapcsolat�at a

(T ( ◦D)(X, Y ))v = iT(X̂, Ŷ ); X, Y ∈ X(M)(4.69)
rel�aci�o adja, ��gy (4.60) �gyelembev�etel�evel

ϕ ∈ Aut(H) =⇒ ϕ# ◦ T ( ◦D) = T ( ◦D) ◦ (ϕ# × ϕ#).(4.70)
�Osszegezve: amennyiben H a teljes �ertelmez�esi tartom�any�an C1-oszt�aly�u,

homog�en Ehresmann-konnexi�o M f�ol�ott �es ◦
D az �altala az (4.66) formula szerint

meghat�arozott kovari�ans deriv�al�as, akkor �erv�enyesek a k�ovetkez}o implik�aci�ok:

ϕ ∈ Aut( ◦D)
{

ϕ ∈ A�( ◦D)
ϕ# ◦ T ( ◦D) = T ( ◦D) ◦ (ϕ# × ϕ#)

ϕ ∈ Aut(H)
{

ϕ ∈ A�(H) = A�( ◦D)
ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#

?

6

(4.67)
?

-�4.5.7
���

���
��*(4.70)

Innen k�ozvetlen�ul kiolvashat�o a diszkusszi�o elej�en id�ezett klasszikus t�etel, s}ot az
is kider�ul, hogy ez val�oj�aban kis m�ert�ekben �eles��thet}o, nevezetesen igaz a
4.5.8. T�etel. Az M sokas�ag egy ϕ di�eomor�zmusa akkor �es csak akkor auto-
mor�zmusa egy M -en adott ◦

D kovari�ans deriv�al�asnak, ha a�nit�asa ◦
D-nek �es

ϕ# ◦ iδT = iδT ◦ ϕ#, ahol T a (4.69)-cel karakteriz�alhat�o tenzor.
Bizony��t�as. Az el}oz}oekhez m�ar csak annyit kell hozz�atenni, hogy a ◦

D-hoz
tartoz�o Ehresmann-konnexi�o er}os torzi�oja a homogenit�as miatt az iδT tenzorra
reduk�al�odik (v.�o. (4.34)). �



5. fejezet

Vonalelem D-sokas�agok

5.1. Regularit�as �es csatolts�ag
5.1.1. De�n��ci�o. Vonalelem D-sokas�agon olyan (M,D) p�art �ert�unk, ahol
M egy sokas�ag, D pedig kovari�ans deriv�al�as a τ∗τ visszah�uzott nyal�abon, vagyis
olyan

D : X(TM)× Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) (ξ, Ỹ ) 7−→ DξỸ

lek�epez�es, amely els}o v�altoz�oj�aban tenzori�alis, m�asodik v�altoz�oj�aban deriv�aci�o.
A D-hez tartoz�o v-kovari�ans deriv�al�ason a

Dv : Sec(τ∗τ)× Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ),
(X̃, Ỹ ) 7−→ Dv

X̃
Ỹ := DiX̃ Ỹ

(5.1)
lek�epez�est �ertj�uk.

Egy (M,D) vonalelem D-sokas�ag (vagy egyszer}uen a D kovari�ans deriv�al�as)
torzi�oja a

T (D) : X(TM)× X(TM) −→ Sec(τ∗τ),
T (D)(ξ, η) := Dξjη −Dηjξ − j [ξ, η](5.2)

(12)-tenzor. K�ozvetlen�ul l�athat�o, hogy T (D) ferdeszimmetrikus �es mindk�et
v�altoz�oj�aban tenzori�alis.

Dv �es a ∇v kanonikus vertik�alis deriv�alt (l�asd (4.24)) k�ul�onbs�egtenzora a
S(X̃, Ỹ ) = ∇v

Ỹ
X̃ −Dv

Ỹ
X̃ = j[iỸ , η]−DiỸ X̃ (jη = X̃)(5.3)

lek�epez�es, amelyet Finsler-torzi�onak is szok�as nevezni ([16], [37]).
5.1.2. De�n��ci�o. A τ∗τ nyal�abon adott D kovari�ans deriv�al�as de
exi�oj�an

µ : X(TM) −→ Sec(τ∗τ), ξ 7−→ µ(ξ) := Dξδ,(5.4)

46



5.1. REGULARIT�AS �ES CSATOLTS�AG 47

r�oviden a µ := Dδ lek�epez�est �ertj�uk. D v-de
exi�oja a
µv := µ ◦ i : Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ), X̃ 7−→ µvX̃ := µ(iX̃) = DiX̃δ(5.5)

lek�epez�es. A kovari�ans deriv�al�ast regul�arisnak, illetve er}osen regul�arisnak
mondjuk aszerint, amint a v-de
exi�oja �brumonk�ent injekt��v lek�epez�es, illetve
Sec(τ∗τ) identikus transzform�aci�oja. D vertik�alisan term�eszetes, ha Dv = ∇v.
Ha D regul�aris, akkor mag�at a vonalelem D-sokas�agot is regul�arisnak mondjuk.

Megjegyz�es. Ha µv �brumonk�ent injekt��v, akkor egyben bijekt��v is �bru-
monk�ent, mert �brumonk�ent line�aris transzform�aci�o, �es a �brumok v�eges di-
menzi�os vektorterek.
5.1.3. Lemma. Egy (M,D) vonalelem D-sokas�ag akkor �es csak akkor regul�aris,
ha a µ = Dδ de
exi�o nulltere direkt �osszeadand�o X(TM)-ben, m�egpedig

Ker(µ)⊕ Xv(TM) = X(TM).(5.6)
Bizony��t�as. (1) Tegy�uk fel, hogy D regul�aris. Ha ξ ∈ Ker(µ) ∩ Xv(TM),

akkor ξ = iX̃ (X̃ ∈ Sec(τ∗τ)) ��rhat�o, ��gy a ξ ∈ Ker(µ) felt�etel azt adja, hogy
0 = µ(ξ) = µ ◦ i(X̃) = µv(X̃),

amib}ol µv injekt��vs�ege miatt X̃ = 0 k�ovetkezik, �es ��gy egyben ξ = 0. Ezzel
bel�attuk, hogy

(∗) Ker(µ) ∩ Xv(TM) = {0} .

A µv = i ◦ µ kapcsolat alapj�an
µ(Xv(TM)) = µ(iSec(τ∗τ)) = µv(Sec(τ∗τ)) = Sec(τ∗τ),

hiszen µv egyben sz�urjekt��v is. �Igy rang(Im(µ)) = n, �es ez�ert egyben
rang(Ker(µ)) = n. Ez az �eszrev�etel a (∗) rel�aci�oval egy�utt (5.6) helyess�eg�et
jelenti.
(2) Megford��tva, tegy�uk fel (5.6) teljes�ul�es�et. Ha µv(X̃1) = µv(X̃2), akkor

0 = µv(X̃1 − X̃2) = µ(iX̃1 − iX̃2),
��gy iX̃1− iX̃2 ∈ Ker(µ). Ugyanakkor iX̃1− iX̃2 ∈ Xv(TM), ez�ert a felt�etel miatt
iX̃1 = iX̃2, innen pedig X̃1 = X̃2 k�ovetkezik. Ezzel bel�attuk, hogy µv injekt��v;
D teh�at regul�aris. �

5.1.4. Lemma. Egy vonalelem D-sokas�ag vertik�alis de
exi�oja el}o�all��that�o a
µv = 1Sec(τ∗τ) − iδS(5.7)

alakban, ahol S a Finsler-torzi�o.
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Bizony��t�as. Tetsz}oleges X̃ ∈ Sec(τ∗τ) eset�en
iδS(X̃) = S(δ, X̃) = ∇iX̃δ −DiX̃δ =

= j[iX̃,H ◦ δ]− µv(X̃) (3.4)= X̃ − µv(X̃) = (1Sec(τ∗τ) − µv)(X̃),
ami a k��v�ant formula helyess�eg�et jelenti. �

5.1.5. De�n��ci�o. A D : X(TM) × Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) kovari�ans deriv�al�as
Mo�or-Vanstone regul�aris, ha (µv − 1Sec(τ∗τ))2 = 0.
5.1.6. K�ovetkezm�eny. Ha (M,D) vonalelem D-sokas�ag, akkor

D vertik�alisan term�eszetes ⇐⇒ S = 0,(5.8)
D er}osen regul�aris ⇐⇒ iδS = 0,(5.9)

D Mo�or-Vanstone regul�aris ⇐⇒ iδS ◦ iδS = 0,(5.10)
D regul�aris ⇐⇒ (1Sec(τ∗τ) − iδS) bijekt��v,(5.11)

k�ovetkez�esk�eppen �erv�enyesek az al�abbi implik�aci�ok:
vertik�alis term�eszetess�eg =⇒ er}os regularit�as =⇒
=⇒ Mo�or-Vanstone regularit�as =⇒ regularit�as.(5.12)

Bizony��t�as. A (5.8) evidens, (5.9), (5.10) �es (5.11) k�ozvetlen�ul ad�odik (5.7)-
b}ol. (5.8){(5.10)-b}ol a (5.12)-beli els}o h�arom implik�aci�o kiolvashat�o.
V�eg�ul a Mo�or-Vanstone regularit�as maga ut�an vonja a regularit�ast, mivel

µv(2 · 1Sec(τ∗τ) − µv) (5.7)= 1Sec(τ∗τ) − (iδS)2 (5.10)= 1Sec(τ∗τ),
(2 · 1Sec(τ∗τ) − µv)µv = (1Sec(τ∗τ) − iδS)(1Sec(τ∗τ) − iδS) = 1Sec(τ∗τ),

teh�at µv invert�alhat�o (inverze a (2 · 1Sec(τ∗τ) − µv) transzform�aci�o) { �es ��gy µv

bijekt��v. �

5.1.7. De�n��ci�o. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, �es tegy�uk fel, hogy M
f�ol�ott adva van egy H Ehresmann-konnexi�o. Ekkor a

Dh : Sec(τ∗τ)× Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ),
(X̃, Ỹ ) 7−→ Dh

X̃
Ỹ := DHX̃ Ỹ

(5.13)
lek�epez�est h-kovari�ans deriv�al�asnak nevezz�uk.
D kovari�ans deriv�al�as H-de
exi�oja a

µH := Dhδ : Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ), X̃ 7−→ µH(X̃) := DHX̃δ,(5.14)
lek�epez�es. Azt mondjuk, hogy D H-hoz csatolt, ha

Ker(µ) = Im(H),(5.15)
illetve hogy D er}osen csatolt H-hoz, ha

µ = Dδ = V.(5.16)
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Vegy�uk �eszre, hogy D H-de
exi�oja µH = µ ◦H.
5.1.8. Lemma. Egy H Ehresmann-konnexi�ob�ol sz�armaz�o Berwald-deriv�al�as
akkor �es csak akkor er}osen csatolt H-hoz, ha H homog�en.

Bizony��t�as. Ez k�ozvetlen�ul ad�odik az er}os csatolts�ag de�n��ci�oj�ab�ol �es 4.2.5-
b}ol. �

5.1.9. �All��t�as. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, H Ehresmann-konnexi�o
M f�ol�ott.
(1) Ha D pontosan akkor csatolt H-hoz, ha regul�aris �es elt}unik a H-de
exi�oja.
(2) D akkor �es csak akkor er}osen csatolt H-hoz, ha er}osen regul�aris �es elt}unik
a H-de
exi�oja.

Bizony��t�as. (1) Ha D H-hoz csatolt, �es ��gy Ker(µ) = Im(H), akkor
Ker(µ) ⊕ Xv(TM) = X(TM), ami 5.1.3. �ertelm�eben D regularit�as�at jelenti.
Mivel tetsz}oleges X̃ ∈ Sec(τ∗τ) eset�en µH(X̃) = µ ◦ H(X̃) = 0, ekkor D H-
de
exi�oja is elt}unik.
Megford��tva, legyen D regul�aris �es teljes�ulj�on µH = 0. Tetsz}oleges ξ ∈ X(TM)
vektormez}o egy�ertelm}uen el}o�all��that�o a

ξ = vξ + hξ = i(Vξ) + H(jξ)
alakban. Ha ξ ∈ Ker(µ), akkor

0 = µ(ξ) = µ ◦ i(Vξ) + µ ◦H(jξ) = µv(Vξ) + µH(jξ) = µv(Vξ),
amib}ol µv injekt��vs�ege miatt Vξ = 0, ebb}ol pedig vξ = 0 k�ovetkezik. �Igy teh�at
ξ = hξ ∈ Im(H). Megford��tva, ha ξ ∈ Im(H), akkor ξ = hξ = H(jξ), �es ��gy

µ(ξ) = µ ◦H(jξ) = µH(jξ) = 0,
teh�at ξ ∈ Ker(µ) �es ��gy Ker(µ) = Im(H).
(2) Ha D a H-hoz er}osen csatolt, akkor

µv = Dδ ◦ i = V ◦ i (4.4)= 1Sec(τ∗τ),
µH = Dδ ◦H = V ◦H

(4.5)= 0,
teh�at D val�oban er}osen regul�aris, �es µH = 0.
Megford��tva, ha D er}osen regul�aris �es a H-de
exi�oja elt}unik, akkor tetsz}oleges
ξ ∈ X(TM) eset�en

Dδ(ξ) = Dδ(hξ + vξ) = Dδ(H ◦ jξ) + Dδ(i ◦ Vξ) =
= µH(jξ) + µv(Vξ) = Vξ,

teh�at Dδ = V, azaz D H-hoz csatolt. �
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Lok�alis le��r�as. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag. Kijel�olve M -en
egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet �es tekintve TM -en az (1.11) induk�alt t�erk�epet, D
Christo�el-szimb�olumai ((U , (ui)ni=1)-ra vonatkoz�oan) a

D ∂

∂xj

∂̂

∂uk
= �i

jk

∂̂

∂ui
, D ∂

∂yj

∂̂

∂uk
= Ci

jk

∂̂

∂ui
(5.17)
rel�aci�ok �altal egy�ertelm}uen meghat�arozott

�k
ij : τ−1(U) −→ R, Ck

ij : τ−1(U) −→ R; i, j, k ∈ {1, . . . , n}
sima f�uggv�enyek.

Az (5.3) �altal �ertelmezett Finsler-torzi�o komponensei

S

(
∂̂

∂uj
,

∂̂

∂uk

)
= ∇ ∂

∂yk

∂̂

∂uj
−D ∂

∂yk

∂̂

∂uj

(4.21)= −D ∂

∂yk

∂̂

∂uj
= −Ci

kj

∂̂

∂ui
,

��gy D pontosan akkor vertik�alisan term�eszetes, ha Ci
jk = 0 (i, j, k ∈ {1, . . . , n}).

Mivel
iδS

(
∂̂

∂uk

)
= S

(
yj ∂̂

∂uj
,

∂̂

∂uk

)
= −yjCi

kj

∂̂

∂ui
,

(5.9) �ertelm�eben az er}os regularit�as lok�alis felt�etele
ykCi

jk = 0 (i, j, k ∈ {1, . . . , n})(5.18)
teljes�ul�ese. (5.7) alapj�an azt is meg�allap��thatjuk, hogy

µv
(

∂̂

∂uj

)
= ∂̂

∂uj
− iδS

(
∂̂

∂uj

)
= ∂̂

∂uj
+ ykCi

jk

∂̂

∂ui
= (δi

j + ykCi
jk

) ∂̂

∂ui
,

azaz
µv
(

∂̂

∂uj

)
= (δi

j + ykCi
jk

) ∂̂

∂ui
;(5.19)

k�ovetkez�esk�eppen
D regul�aris ⇐⇒ det (δi

j + ykCi
jk

)
6= 0.(5.20)

V�eg�ul
iδS ◦ iδS

(
∂̂

∂uj

)
= iδS

(
S

(
yk ∂̂

∂uk
,

∂̂

∂uj

))
=

= −iδS

(
ykCr

jk

∂̂

∂ur

)
= −ykCr

jkS

(
yl ∂̂

∂ul
,

∂̂

∂ur

)
=

= ykylCr
jkCs

rl

∂̂

∂us
,
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ez�ert D Mo�or-Vanstone regularit�as�anak lok�alis felt�etele
ykylCr

jkCs
rl = 0; j, s ∈ {1, . . . , n}(5.21)

teljes�ul�ese.
Megjegyz�es. A regularit�asi felt�etel egyik els}o megfogalmaz�as�aval H. Akbar-

Zadeh egy dolgozat�aban tal�alkozhatunk ([1], l�asd m�eg a [2] monogr�a��at).
Az er}os regularit�as felt�etele ekvivalens a Matsumoto-elm�eletben szerepl}o
C1-felt�etellel (l�asd [28], Prop.13.4, Def.13.3), b�ar ez els}o r�an�ez�esre nem
nyilv�anval�o. A felt�etel lok�alis alakja Matsumoton�al yjCi

jk = 0 { ez�ert C1! {az elt�er�es oka az, hogy Matsumoto a konnexi�oparam�eterek bevezet�es�en�el az
(5.17)-belit}ol k�ul�onb�oz}o konvenci�ot alkalmaz. V�eg�ul az �altalunk Mo�or-Vanstone
regularit�ask�ent eml��tett felt�etel az (5.21) lok�alis form�aban Mo�or Arthur [29],
illetve J. R. Vanstone ehhez kapcsol�od�o [41] dolgozat�aban bukkant fel. Ezt a
felt�etelt csak a teljess�eg kedv�e�ert eml��tett�uk meg; �ugy tal�altuk, hogy a t�obbi
regularit�asi felt�etel egyszer}ubben, illetve hat�asosabban alkalmazhat�o (a szerz}ok
�altal vizsg�alt k�erd�esekben is).

Tegy�uk fel, hogy (M,D) vonalelem D-sokas�ag �es legyen ϕ ∈ Di�(M). Ekkor
a 2.3.1-ben mondottaknak megfelel}oen (ϕ∗ × ϕ∗, ϕ∗) automor�zmusa τ∗τ -nak,
��gy tekinthetj�uk D ϕ∗ × ϕ∗ �altali visszah�uzott j�at. Ez 1.6.1. �ertelm�eben szint�en
kovari�ans deriv�al�as a τ∗τ nyal�abon, amelyet (ϕ∗ × ϕ∗)#D helyett egyszer}uen
ϕ#D-vel jel�ol�unk. (1.21) most a

(ϕ#D)ξỸ := ϕ−1# D(ϕ∗)#ξϕ#Ỹ ; ξ ∈ X(TM), Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)(5.22)
alakot �olti. Ekvivalens m�odon,

D(ϕ∗)#ξϕ#Ỹ = (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ (ϕ#D)ξỸ ◦ ϕ−1
∗ .(5.23)

5.1.10. Lemma. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, ϕ ∈ Di�(M), �es te-
kints�uk az ϕ#D kovari�ans deriv�al�ast. Ha ϕ#D de
exi�oja, illetve v-de
exi�oja
µ#, illetve (µv)#, akkor

µ# = ϕ−1# ◦ µ ◦ (ϕ∗)#,(5.24)
(µv)# = ϕ−1# ◦ µv ◦ ϕ#,(5.25)

��gy ha D regul�aris, illetve er}osen regul�aris, akkor ϕ#D is ilyen tulajdons�ag�u.
Bizony��t�as. Tetsz}oleges ξ ∈ X(TM) vektormez}o eset�en

µ#(ξ) := (ϕ#D)ξδ = ϕ−1# D(ϕ∗)#ξϕ#δ
(2.39)= ϕ−1# D(ϕ∗)#ξδ =

= ϕ−1# µ ((ϕ∗)#ξ) = ϕ−1# ◦ µ ◦ (ϕ∗)#(ξ),
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ami igazolja (5.24)-et.
Hasonl�o m�odon, ha X̃ ∈ Sec(τ∗τ) tetsz}oleges, akkor

(µv)#(X̃) := (ϕ#D)iX̃δ = ϕ−1# D(ϕ∗)#iX̃ϕ#δ
(2.39),(2.45)= ϕ−1# Diϕ#X̃δ =

= ϕ−1# µv(ϕ#X̃) = ϕ−1# ◦ µv ◦ ϕ#(X̃),
ami (5.25) helyess�eg�et jelenti. �

5.2. Regul�aris kovari�ans deriv�al�as �altal induk�alt
Ehresmann-konnexi�o

5.2.1. T�etel �es de�n��ci�o. Tegy�uk fel, hogy (M,D) regul�aris vonalelem D-
sokas�ag. Ekkor az

`D : X(M) −→ X(TM), X 7−→ `D(X) := Xc − i(µv)−1DXcδ

lek�epez�es horizont�alis liftel�es (azaz eleget tesz a 4.1.2.-beli felt�eteleknek) �es ��gy
meghat�aroz egy HD : Sec(τ∗τ) −→ X(TM) Ehresmann-konnexi�ot, amelyn�el

HD(X̂) = Xc − i(µv)−1DXcδ (X ∈ X(M)).(5.26)
Ezt az Ehresmann-konnexi�ot a D kovari�ans deriv�al�as �altal induk�alt Ehresmann-
konnexi�onak nevezz�uk.
A HD-hez tartoz�o horizont�alis projektor

hD = 1X(TM) − i ◦ (µv)−1 ◦ µ(5.27)
(ahol µ := Dδ, illetve µv := Dvδ a D de
exi�oja, illetve v-de
exi�oja).
A HD Ehresmann-konnexi�o k�eptere megegyezik a µ de
exi�o nullter�evel:

Im(HD) = Ker(µ).(5.28)
Amennyiben { speci�alisan { D er}osen regul�aris, �ugy

`D(X) = HD(X̂) = Xc − iDXcδ (X ∈ X(M)) �es(5.29)
hD = 1X(TM) − i ◦ µ.(5.30)

Bizony��t�as. El}osz�or ellen}orizz�uk, hogy a 4.1.2.-beli felt�etelek teljes�ulnek.
Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}o �es f ∈ C∞(M) f�uggv�eny eset�en

`D(fX) := (fX)c − i(µv)−1D(fX)cδ =
= f vXc + f cXv − f vi(µv)−1DXcδ − f ci(µv)−1DXvδ =

= f v (Xc − i(µv)−1DXcδ
)+ f cXv − f ci(µv)−1Dδ(iX̂) Dδ=µ=

= f v`D(X)− f c(Xv − i(µv)−1µvX̂) =
= f v`D(X)− f c(Xv − iX̂) = f v`D(X),
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�es
J ◦ `D(X) = JXc − Ji(µv)−1DXcδ = JXc = Xv = `v(X).

A horizont�alis projektort vizsg�alva:
hD(Xc) :=HD ◦ j(Xc) = HD(X̂) = Xc − i(µv)−1(DXcδ) =

= Xc − i(µv)−1µ(Xc) = (1X(TM) − i ◦ (µv)−1 ◦ µ)(Xc);
hD(Xv) :=HD ◦ j ◦ i(X̂) = 0,

�es a vertik�alisan liftelt vektormez}oket (5.30) jobb oldala is elt�unteti:
(1X(TM) − i ◦ (µv)−1 ◦ µ)(Xv) =Xv − i(µv)−1µi(X̂) =

= Xv − i(µv)−1µv(X̂) = Xv − iX̂ = 0.
�Erv�enyes teh�at a hD = 1X(TM) − i ◦ (µv)−1 ◦ µ rel�aci�o.
Mivel

µ(HD(X̂)) = µ(Xc − i ◦ (µv)−1(DXcδ)) =
= µ(Xc)− µ ◦ i ◦ (µv)−1 ◦ µ(Xc) = µ(Xc)− µ(Xc) = 0,

Im(HD) ⊂ Ker(µ) is teljes�ul.
M�asr�eszt tetsz}oleges ξ ∈ Ker(µ) vektormez}ot v�eve, �es ξ-t ξ = hDξ+vDξ alakban
�all��tva el}o,

µ(ξ) = µ(hDξ) + µ(vDξ) = µ(HD ◦ j(ξ)) + µ(i ◦ VD(ξ)) =
= µ ◦ i(VD(ξ)) = µv(VD(ξ))

folyt�an
ξ ∈ Ker(µ) =⇒ µv(VD(ξ)) = 0 =⇒ VD(ξ) = 0,

hiszen a feltev�es �ertelm�eben µv bijekt��v.
VD(ξ) = 0 miatt egyben vD(ξ) = i ◦ VD(ξ) = 0, �es ez�ert ξ = hDξ ∈ Im(HD),teh�at

ξ ∈ Ker(µ) =⇒ ξ ∈ Im(HD),
�es ��gy Ker(µ) ⊂ Im(HD). Ezzel a bizony��t�as teljes. �

Lok�alis le��r�as. Felhaszn�alva a D kovari�ans deriv�al�as (5.17)-ben bevezetett
Christo�el-szimb�olumait, tetsz}oleges j ∈ {1, . . . , n} indexre

HD

(
∂̂

∂uj

)
:=
(

∂

∂uj

)c
− i(µv)−1D( ∂

∂uj )cyk ∂̂

∂uk
=

= ∂

∂xj
− i(µv)−1ykD ∂

∂xj

∂̂

∂uk
= ∂

∂xj
− yk�i

jki(µv)−1
(

∂̂

∂ui

)
=

= ∂

∂xj
− yk�i

jki~Lr
i

∂̂

∂ur
= ∂

∂xj
− yk�i

jk
~Lr

i

∂

∂yr
,
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ahol (5.20) alapj�an
(~Lr

i ) := (Lr
i )−1 = (δr

i + ysCr
is)−1.

�Igy ha HD Christo�el-szimb�olumainak csal�adja (Nr
j ), akkor

Nr
j = yk�s

jk
~Lr

s =⇒ Nr
j Li

r = yk�s
jkδi

s = yk�i
jk,

k�ovetkez�esk�eppen HD Christo�el-szimb�olumai az
Nr

j (δi
r + ysCi

rs) = yk�i
jk; i, j ∈ {1, . . . , n}(5.31)

rel�aci�ok �altal ((5.21) �ertelm�eben) egy�ertelm}uen meghat�arozott Nr
j f�uggv�enyek.

Ha { speci�alisan { D er}osen regul�aris, akkor (5.19) �gyelembev�etel�evel azt
kapjuk, hogy

N i
j = yk�i

jk; i, j ∈ {1, . . . , n} .(5.32)
5.2.2. �All��t�as. Ha D regul�aris kovari�ans deriv�al�as, akkor pontosan egy olyan
H Ehresmann-konnexi�o l�etezik, amelynek elt}unik a H-de
exi�oja. Ez a konnexi�o
a D �altal induk�alt HD Ehresmann-konnexi�o.

Bizony��t�as. Tekints�uk a HD Ehresmann-konnexi�ot, H pedig legyen olyan
Ehresmann-konnexi�o, amelyre

DH(X̂)δ = 0, X̃ ∈ Sec(τ∗τ).
Ekkor H �es HD k�ul�onbs�egtenzora (4.46) alapj�an VD ◦ H, ahol VD a HD-heztartoz�o vertik�alis lek�epez�es, teh�at

H −HD = i ◦ (VD ◦H).
Tekints�uk D µv v-de
exi�oj�at. Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}o eset�en

µv(VD ◦H)(X̂) = Di(VD◦H)(X̂)δ = D(H−HD)(X̂)δ =
= DH(X̂)δ −DHD(X̂)δ = DH(X̂)δ − µ(HD(X̂)) = 0,

hiszen DH(X̂)δ = 0 a felt�etel szerint, �es µ(HD(X̂)) is elt}unik (5.28) miatt. A
kapott eredm�enyb}ol µv bijekt��vs�ege miatt VD ◦ H = 0 k�ovetkezik, amib}ol a
k��v�ant H = HD rel�aci�o ad�odik. �

5.2.3. Lemma. Legyen adva egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-
konnexi�o �es tekints�uk az �altala induk�alt ∇ Berwald-deriv�al�ast. A

`∇ : X(M) −→ X(TM), X 7−→ `∇(X) := Xc − i∇Xcδ

lek�epez�es egy H∇ Ehresmann-konnexi�ot hat�aroz meg, amelyn�el H∇(X̂) =
`∇(X), X ∈ X(M).
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Bizony��t�as. ∇ er}osen regul�aris, ugyanis
∇vδ(X̂) = j[Xv,H ◦ δ] = j[Xv, SH] (3.5)= X̂;

��gy 5.2.1 �ertelm�eben a lemma igaz. �

5.2.4. T�etel (a tenzi�o interpret�aci�oja). A H �es a H∇ Ehresmann-
konnexi�ok k�ul�onbs�egtenzora H tenzi�oja:

H −H∇ = i ◦ t.(5.33)
Bizony��t�as. Tetsz}oleges X ∈ X(M) eset�en

H∇(X̂) = Xc − i∇Xcδ = Xc − i∇hXcδ − i∇vXcδ =
= Xc − i∇Xhδ − i∇i◦VXcδ = Xc − v[Xh, C]− J[vXc,H ◦ δ] (3.4)=

= Xc − v[Xh, C]− vXc = hXc − iV[Xh, C] =
= Xh − it(X̂) = (H − i ◦ t)(X̂),

k�ovetkez�esk�eppen H −H∇ = i ◦ t . �

Megjegyz�es. Ha (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, �es HD a D �altal
induk�alt Ehresmann-konnexi�o, akkor az S Finsler-torzi�ot el}o�all��thatjuk T (D)
seg��ts�eg�evel is az

S(X̃, Ỹ ) = T (D)(HX̃, iỸ ), X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)(5.34)
formula szerint, hiszen

T (D)(HX̃, iỸ ) = DHX̃jiỸ −DiỸ jHX̃ − j[HX̃, iỸ ] (4.24)=
= −DiỸ X̃ +∇iỸ X̃ = ∇v

Ỹ
X̃ −Dv

Ỹ
X̃

(5.3)=: S(X̃, Ỹ ).
5.2.5. De�n��ci�o. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, HD a D �altal
induk�alt Ehresmann-konnexi�o. A

T : Sec(τ∗τ)× Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) T(X̃, Ỹ ) := T (D)(HDX̃,HDỸ )
(5.35)

tenzort D horizont�alis torzi�oj�anak nevezz�uk.
(5.2) alapj�an

T(X̃, Ỹ ) = DHDX̃ Ỹ −DHDỸ X̃ − j[HDX̃,HDỸ ].(5.36)

Megmutathat�o (l�asd [37]), hogy D torzi�oja el}o�all��that�o a
T (D)(ξ, η) = T(jξ, jη) + S(jξ, Vη)− S(jη, Vξ)(5.37)
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alakban, ahol ξ, η ∈ X(TM) �es VD a HD-hez csatolt vertik�alis lek�epez�es.
A Dh �es a HD-hez tartoz�o ∇h (l�asd (4.23)) h-kovari�ans deriv�al�asok

k�ul�onbs�egtenzora a
P(X̃, Ỹ ) := DHDX̃ Ỹ −∇HDX̃ Ỹ , X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)(5.38)(11)-tenzor.

Azonnal l�athat�o, hogy regul�aris (M,D) vonalelem D-sokas�ag eset�en az in-
duk�alt HD Ehresmann-konnexi�ob�ol sz�armaz�o∇ Berwald-deriv�al�as pontosan ak-
kor esik egybe D-vel, ha az S �es P k�ul�onbs�egtenzorok elt}unnek.
5.2.6. Lemma. Ha (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, akkor a D �altal in-
duk�alt HD Ehresmann-konnexi�o er}os torzi�oja megkaphat�o a

Ts = iδT − iδP,(5.39)
formula szerint.

Bizony��t�as. 5.2.2. �ertelm�eben D HD-de
exi�oja elt}unik. �Igy, a r�ovids�eg
kedv�e�ert az S := HD ◦ δ jel�ol�est alkalmazva, tetsz}oleges X ∈ X(M) vektor-
mez}o eset�en

(iδT − iδP)(X̂) = T(δ, X̂)− P(δ, X̂) (5.36),(5.38)=
= DSX̂ −DXhδ − j[S, Xh]−DSX̂ + V[S, Xv] =

= V[S, Xv]− j[S, Xh] (4.36)= Ts(X̂).
�

5.2.7. �All��t�as. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag. A HDEhresmann-konnexi�o akkor �es csak akkor sz�armazik egy szemisprayb�ol 4.1.3.
szerint, ha D horizont�alis torzi�oja, valamint a P k�ul�onbs�egtenzor k�oz�ott a

T(X̃, Ỹ ) = P(X̃, Ỹ )− P(Ỹ , X̃)(5.40)
�osszef�ugg�es �all fenn.

Bizony��t�as. A formul�at elegend}o X̂, Ŷ b�azikus vektormez}okre ellen}orizni.
Ekkor

T(X̂, Ŷ ) = DXh Ŷ −DY hX̂ − j[Xh, Y h],
P(X̂, Ŷ ) = DXh Ŷ −∇Xh Ŷ = DXh Ŷ − V[Xh, Y v],
P(Ŷ , X̂) = DY hX̂ − V[Y h, Xv],
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ahol a horizont�alis liftel�esek HD szerint �ertend}ok. �Igy
i(P(X̂, Ŷ )− P(Ŷ , X̂)) = i(DXh Ŷ −DY hX̂ − V[Xh, Y v] + V[Y h, Xv]) (4.8)=
= i(DXh Ŷ −DY hX̂ − j[Xh, Y h] + j[Xh, Y h])− [Xh, Y v] + [Y h, Xv] =

= iT(X̂, Ŷ ) + J[Xh, Y h]− [Xh, Y v] + [Y h, Xv] (∗)=
= iT(X̂, Ŷ ) + ([X, Y ]v − [Xh, Y v] + [Y h, Xv]) (4.31)=

= i(T(X̂, Ŷ )−T(X̂, Ŷ )).
A (∗)-gal jel�olt l�ep�esben azt haszn�altuk fel, hogy
J[Xh, Y h] = Jh[Xh, Y h] + Jv[Xh, Y h] = Jh[Xh, Y h] (4.9)= J[X, Y ]h = [X, Y ]v.

Ily m�odon
T(X̃, Ỹ ) = P(X̃, Ỹ )− P(Ỹ , X̃) +T(X̃, Ỹ ), X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)

k�ovetkez�esk�eppen (5.40) akkor �es csak akkor teljes�ul, ha HD torzi�oja elt}unik.
Ez pedig ekvivalens azzal (l�asd p�eld�aul [37]), hogy HD a 4.1.3. �altal le��rt m�odon
szemisprayb}ol sz�armazik. �

5.3. Vonalelem D-sokas�agok geodetikusai �es
af�nit�asai

5.3.1. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag. Tekints�unk
egy γ : I −→ M g�orb�et, �es legyen c : I −→ TM g�orbe fed}og�orb�eje γ-nak, azaz
olyan TM -beli g�orbe, amelyre τ ◦ c = γ teljes�ul. Ha X ∈ X(M), akkor

X̂ ◦ c : I −→ TM ×M TM, t 7−→ (c(t), X(γ(t)))
c-menti szel�ese a visszah�uzott nyal�abnak. Amennyiben

Dc(X̂ ◦ c) = 0,
�ugy azt mondjuk, hogy az X vektormez}o p�arhuzamos a γ g�orbe ment�en a c
fed}og�orb�ere vonatkoz�oan. Ha fed}og�orbe gyan�ant a γ g�orbe _γ : I −→ TM se-
bess�egvektormez}oj�et v�alasztjuk, akkor

D _γ(X̂ ◦ _γ) = 0
teljes�ul�ese eset�en az X vektormez}ot γ ment�en p�arhuzamosnak nevezz�uk.
5.3.2. Lemma. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, γ : I −→ M egy g�orbe,
X ∈ X(M). X akkor �es csak akkor p�arhuzamos γ ment�en γ-nak egy c
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fed}og�orb�ej�ere vonatkoz�oan, ha kiv�alasztva M -en egy (U , (ui)ni=1) t�erk�epet, �es te-kintve TM -en az �altala induk�alt t�erk�epet (1.11), a vektormez}o Xi := (yi◦X) � U
komponensf�uggv�enyei eleget tesznek az

(Xi ◦ γ)′ + (�i
jk ◦ c) γj ′ (Xk ◦ γ) + (Ci

jk ◦ c) cj ′ (Xk ◦ γ) = 0
(i ∈ {1, . . . , n})(5.41)

rel�aci�onak, ahol a �i
jk : τ−1(U) −→ R �es a Ci

jk : τ−1(U) −→ R f�uggv�enyek D
Christo�el-szimb�olumai a v�alasztott t�erk�epre vonatkoz�oan,

γi := ui ◦ γ, ci := yi ◦ c; i ∈ {1, . . . , n} .

Speci�alisan, X akkor �es csak akkor p�arhuzamos γ ment�en, ha
(Xi ◦ γ)′ + (�i

jk ◦ _γ) γj ′ (Xk ◦ γ) + (Ci
jk ◦ _γ) γj ′′ (Xk ◦ γ) = 0

(i ∈ {1, . . . , n})(5.42)

Bizony��t�as. Jegyezz�uk meg el}osz�or, hogy tetsz}oleges t ∈ I eset�en

_c(t) = (xi ◦ c)′(t)
(

∂

∂xi

)
c(t)

+ (yi ◦ c)′(t)
(

∂

∂yi

)
c(t)

.

Itt xi ◦ c = ui ◦ τ ◦ c = ui ◦ γ =: γi , teh�at

_c(t) = γi ′ (t)
(

∂

∂xi

)
c(t)

+ ci ′ (t)
(

∂

∂yi

)
c(t)

.

�Igy
(
Dc(X̂ ◦ c)) (t) (1.27)= D _c(t)X̂ = D _c(t)(Xk ◦ τ) ∂̂

∂uk
=

= _c(t)(Xk ◦ τ) ∂̂

∂uk
+ (Xk ◦ τ)(c(t))D _c(t) ∂̂

∂uk
=

= γl ′ (t)∂(Xk ◦ τ)
∂xl

(c(t))
(

∂̂

∂uk

)
c(t)

+ Xk(γ(t))Dγj ′(t)( ∂

∂xj )c(t)

∂̂

∂uk
+

+Xk(γ(t))D
cj ′(t)( ∂

∂yj

)
c(t)

∂̂

∂uk
= γl ′ (t)∂Xk

∂ul
(γ(t))

(
∂̂

∂uk

)
c(t)

+

+(Xk ◦ γ)(t) γj ′ (t)�i
jk(c(t))

(
∂̂

∂ui

)
c(t)

+

+(Xk ◦ γ)(t) cj ′ (t)Ci
jk(c(t))

(
∂̂

∂ui

)
c(t)

=
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= (Xi ◦ γ)′(t)
(

∂̂

∂ui

)
c(t)

+ �i
jk(c(t)) γj ′ (t)(Xk ◦ γ)(t)

(
∂̂

∂ui

)
c(t)

+

+Ci
jk(c(t)) cj ′ (t)(Xk ◦ γ)(t)

(
∂̂

∂ui

)
c(t)

=

= ((Xi ◦ γ)′ + (�i
jk ◦ c) γj ′ (Xk ◦ γ) + (Ci

jk ◦ c) cj ′ (Xk ◦ γ)) (t)( ∂̂

∂ui

)
c(t)

,

amib}ol k�ovetkezik az X γ-menti vektormez}o c-re vonatkoz�o p�arhuzamoss�ag�anak
a koordin�at�as felt�etele.
Ha speci�alisan c = _γ, akkor yi ◦c =: ci = γi ′, �es (5.41) a (5.42) rel�aci�ohoz vezet.

�

5.3.3. K�ovetkezm�eny. Megtartva az el}oz}o lemma felt�eteleit �es jel�ol�eseit, ha
az X, Y ∈ X(M) vektormez}okre X ◦ γ = Y ◦ γ, akkor teljes�ul, hogy

D _γ(X̂ ◦ _γ) = D _γ(Ŷ ◦ _γ).(5.43)
Bizony��t�as. Ez k�ozvetlen�ul ad�odik (5.42)-b}ol, mert

X ◦ γ = Y ◦ γ ⇐⇒ ui ◦X ◦ γ = ui ◦ Y ◦ γ, i ∈ {1, . . . , n} ⇐⇒
⇐⇒ Xi ◦ γ = Y i ◦ γ, i ∈ {1, . . . , n} .

�

Eml�ekeztet�unk r�a, hogy 1.6.3. �ertelm�eben egy vonalelem D-sokas�ag geode-
tikusa olyan γ : I −→ M regul�aris g�orbe, amely eleget tesz a D _γ(δ ◦ _γ) = 0
felt�etelnek. (2.30) alapj�an k�ozvetlen�ul ad�odik, hogy ez pontosan akkor teljes�ul,
ha

D _γ(j ◦ �γ) = 0.(5.44)
5.3.4. Lemma. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag. Tegy�uk f�ol, hogy
γ : I −→ M regul�aris g�orbe, amelynek sebess�egvektormez}oje kiterjeszthet}o, azaz
van olyan X ∈ X(M) vektormez}o, hogy _γ = X ◦ γ. γ akkor �es csak akkor
geodetikusa D-nek, ha sebess�egvektormez}oj�enek valamely { �es ez�ert b�armely {
kiterjeszt�ese p�arhuzamos γ ment�en: ha _γ = X ◦ γ, X ∈ X(M), akkor

D _γ(X̂ ◦ _γ) = 0.(5.45)
Bizony��t�as. 5.3.3. miatt (5.45) f�uggetlen a _γ kiterjeszt�es�enek meg-

v�alaszt�as�at�ol. Tetsz}oleges t ∈ I eset�en
X̂ ◦ _γ(t) = X̂( _γ(t)) = ( _γ(t), X ◦ τ ◦ _γ(t)) =
= ( _γ(t), X ◦ γ(t)) = ( _γ(t), _γ(t)) = δ ◦ _γ(t),

teh�at (5.45) ekvivalens azzal, hogy D _γ(δ◦ _γ) = 0, vagyis azzal, hogy γ geodetikus.
�
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5.3.5. K�ovetkezm�eny. Egy γ : I −→ M regul�aris g�orbe akkor �es csak ak-
kor geodetikusa egy (M,D) vonalelem D-sokas�agnak, ha tetsz}oleges (U , (ui)ni=1)t�erk�epre vonatkoz�o γi := ui ◦ γ koordin�ataf�uggv�enyei eleget tesznek a

γi ′′ + (�i
jk ◦ _γ) γj ′ γk ′ + (Ci

jk ◦ _γ) γj ′′ γk ′ = 0(5.46)
rel�aci�onak, ahol a �i

jk �es Ci
jk f�uggv�enyek D Christo�el-szimb�olumai.

Bizony��t�as. Mivel lok�alis koordin�atael}o�all��t�asr�ol van sz�o, nem s�ertj�uk az
�altal�anoss�agot, ha f�oltessz�uk, hogy U f�ol�ott X ◦ γ = _γ. Ekkor

Xi ◦ γ = yi ◦X ◦ γ = yi ◦ _γ = γi ′ , (Xi ◦ γ)′ = γi ′′ (i ∈ {1, . . . , n}),
�es ��gy (5.42) (5.46)-ot eredm�enyezi. �

5.3.6. De�n��ci�o. Ha (M,D) vonalelem D-sokas�ag, akkor egy ϕ ∈ Di�(M)
di�eomor�zmust a�nit�asnak (vagy tot�algeodetikus transzform�aci�onak) ne-
vez�unk, ha D tetsz}oleges γ : I −→ M geodetikusa eset�en ϕ ◦ γ is geodetikusa
D-nek, azaz

D �p−−qϕ◦γ(t)δ = 0, t ∈ I.(5.47)
D a�nit�asainak csoportj�at A�(D)-vel jel�olj�uk.
5.3.7. Lemma. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, HD pedig a D-
b}ol sz�armaz�o Ehresmann-konnexi�o. Ekkor D geodetikusai egybeesnek HD geode-
tikusaival.

Bizony��t�as. Legyen egy γ : I −→ M regul�aris g�orbe geodetikusa D-nek.
Ekkor b�armely t ∈ I eset�en

D�γ(t)δ = 0 ⇐⇒ Dδ(�γ(t)) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ �γ(t) ∈ Ker(Dδ) 5.2.1.⇐⇒ �γ(t) ∈ Im(HD)

teh�at γ geodetikusa HD-nek is. �

5.3.8. K�ovetkezm�eny. Ha (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, akkor
A�(D) = A�(HD).(5.48)

5.4. Vonalelem D-sokas�agok automor�zmusai
5.4.1. De�n��ci�o. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag �es ϕ ∈ Di�(M).
Ha ϕ#D = D, akkor azt mondjuk, hogy ϕ automor�zmusa D-nek. D
automor�zmus-csoportj�at Aut(D)-vel jel�olj�uk.
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Az �ertelmez�es szerint teh�at

ϕ ∈ Aut(D) ⇐⇒ ϕ#DξỸ = D(ϕ∗)#ξϕ#Ỹ ; ξ ∈ X(TM), Ỹ ∈ Sec(τ∗τ).
(5.49)

5.4.2. Lemma. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, ϕ ∈ Di�(M). Ha ϕ
automor�zmusa D-nek, akkor D de
exi�oj�ara, illetve v-de
exi�oj�ara

ϕ# ◦ µ = µ ◦ (ϕ∗)#, illetve(5.50)
ϕ# ◦ µv = µv ◦ ϕ#(5.51)

teljes�ul.
Bizony��t�as. A tett �eszrev�etelek az 5.1.10 lemm�ab�ol ad�odnak. �

5.4.3. Lemma. Legyen (M,D) vonalelem D-sokas�ag, ϕ ∈ Di�(M). ϕ#D �es D
torzi�oja k�oz�ott fenn�all a

ϕ#
(
T (ϕ#D)(ξ, η)) = T (D) ((ϕ∗)#ξ, (ϕ∗)#η) ; ξ, η ∈ X(TM)(5.52)

�osszef�ugg�es.
Bizony��t�as.

ϕ#
(
T (ϕ#D)(ξ, η)) = ϕ#

((ϕ#D)ξjη − (ϕ#D)ηjξ − j [ξ, η]) =
= D(ϕ∗)#ξϕ#(jη)−D(ϕ∗)#ηϕ#(jξ)− j [(ϕ∗)#ξ, (ϕ∗)#η] (2.46)=

= D(ϕ∗)#ξj((ϕ∗)#η)−D(ϕ∗)#ηj((ϕ∗)#ξ)− j [(ϕ∗)#ξ, (ϕ∗)#η] =
= T (D) ((ϕ∗)#ξ, (ϕ∗)#η) .

�

5.4.4. K�ovetkezm�eny. Ha (M,D) vonalelem D-sokas�ag, �es ϕ ∈ Aut(D), ak-
kor D torzi�oja invari�ans ϕ-vel szemben, azaz teljes�ul, hogy

ϕ# ◦ T (D) = T (D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#).(5.53)
5.4.5. �All��t�as. Legyen adva egy (M,D) vonalelem D-sokas�ag �es ϕ ∈ Di�(M).
ϕ akkor �es csak akkor automor�zmusa D-nek, ha minden olyan c : I −→ TM
g�orbe eset�en, amelynek _c : I −→ TTM sebess�egvektormez}oje kiterjeszthet}o c-
menti vektormez}o, teljes�ul, hogy

Dϕ∗◦c(ϕ#Ỹ ) ◦ (ϕ∗ ◦ c) = (ϕ∗ × ϕ∗)Dc(Ỹ ◦ c), Ỹ ∈ Sec(τ∗τ).(5.54)
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Bizony��t�as. (a) Tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ Aut(D). Legyen c : I −→ TM olyan
g�orbe, hogy

_c = ξ ◦ c,

ahol ξ az Im(c) ⊂ TM k�ephalmaz egy ny��lt k�ornyezet�eben �ertelmezett vektor-
mez}o. Ekkor

_p−−−−qϕ∗ ◦ c = ϕ∗∗ ◦ _c = ϕ∗∗ ◦ ξ ◦ c =
= ϕ∗∗ ◦ ξ ◦ ϕ−1

∗ ◦ ϕ∗ ◦ c = (ϕ∗)#ξ ◦ ϕ∗ ◦ c,

�es ��gy tetsz}oleges t ∈ I-re
(Dϕ∗◦c(ϕ#Ỹ ) ◦ (ϕ∗ ◦ c))(t) = D _p−−qϕ∗◦c(t)ϕ#Ỹ =

= D(ϕ∗)#ξ◦(ϕ∗◦c)(t)ϕ#Ỹ = (D(ϕ∗)#ξ(ϕ#Ỹ ))(ϕ∗ ◦ c)(t) felt.=
= (ϕ∗ × ϕ∗) ◦DξỸ ◦ ϕ−1

∗ ◦ ϕ∗ ◦ c(t) = (ϕ∗ × ϕ∗)DξỸ (c(t)) =
= (ϕ∗ × ϕ∗)Dξ(c(t))Ỹ = (ϕ∗ × ϕ∗)(D _c(t)Ỹ ) =

= (ϕ∗ × ϕ∗)(Dc(Ỹ ◦ c))(t);
ezzel megkaptuk az (5.54) rel�aci�ot.
(b) Megford��tva, tegy�uk fel (5.54) teljes�ul�es�et. Elegend}o azt megmutatnunk,
hogy

(ϕ∗ × ϕ∗)DzỸ = Dϕ∗∗(z)ϕ#Ỹ (Ỹ ∈ Sec(τ∗τ), z ∈ TTM).
Ha z ∈ TvTM , v�alasszunk olyan ξ ∈ X(TM) vektormez}ot, amelyre ξ(v) = z
teljes�ul. Legyen c : I −→ TM v-b}ol indul�o integr�alg�orb�eje ξ-nek; ekkor

ξ ◦ c = _c, z = ξ(v) = ξ(c(0)) = _c(0).
�Igy

(ϕ∗ × ϕ∗)DzỸ = (ϕ∗ × ϕ∗)D _c(0)Ỹ = (ϕ∗ × ϕ∗)(Dc(Ỹ ◦ c))(0) (5.54)=
= (Dϕ∗◦c(ϕ#Ỹ ) ◦ (ϕ∗ ◦ c))(0) = D _p−−qϕ∗◦c(0)ϕ#Ỹ =

= Dϕ∗∗( _c(0))ϕ#Ỹ = Dϕ∗∗(z)ϕ#Ỹ ,

�es ezt kellett bel�atnunk. �

5.4.6. K�ovetkezm�eny. Ha (M,D) vonalelem D-sokas�ag, ϕ ∈ Aut(D), �es
γ : I −→ M olyan g�orbe, amelynek �γ : I −→ TTM gyorsul�asvektormez}oje ki-
terjeszthet}o, akkor

D _p−−qϕ◦γ
(ϕ#Ỹ ) ◦ _p−−−qϕ ◦ γ = (ϕ∗ × ϕ∗)D _γ(Ỹ ◦ _γ).(5.55)
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5.4.7. T�etel. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, HD a D �altal in-
duk�alt Ehresmann-konnexi�o, ϕ ∈ Di�(M). ϕ akkor �es csak akkor automor�z-
musa D-nek, ha
a) ϕ ∈ Aut(HD),tov�abb�a az S Finsler-torzi�o �es a P k�ul�onbs�egtenzor invari�ans ϕ-vel szemben:
b) ϕ# ◦ S = S ◦ (ϕ# × ϕ#),�es
c) ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#).

Bizony��t�as. Tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ Aut(D). Ekkor tetsz}oleges X ∈ X(M)
eset�en

ϕ∗∗ ◦HD ◦ (ϕ−1
∗ × ϕ−1

∗ )(X̂) = ϕ∗∗ ◦HD ◦ (ϕ−1
∗ , ϕ−1

∗ ◦X ◦ τ) =
= ϕ∗∗ ◦HD ◦ (ϕ−1

∗ , ϕ−1
∗ ◦X ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ τ) =

= ϕ∗∗ ◦HD ◦ (ϕ−1
∗ , ϕ−1# X ◦ τ ◦ ϕ−1

∗ ) =
= ϕ∗∗ ◦HD ◦ ϕ̂−1# X ◦ ϕ−1

∗ = (ϕ∗)# ◦HD ◦ ϕ̂−1# X =
= (ϕ∗)# ◦

((ϕ−1# X)c − i(µv)−1D(ϕ−1# X)cδ
) =

= (ϕ∗)#
((ϕ−1

∗ )#Xc − i(µv)−1D(ϕ−1∗ )#Xcϕ−1# δ
) felt.=

= Xc − (ϕ∗)# ◦ i ◦ (µv)−1 ◦ ϕ−1# DXcδ =
= Xc − i ◦ ϕ# ◦ (µv)−1 ◦ ϕ−1# ◦DXcδ

(5.51)=
= Xc − i ◦ (µv)−1 ◦ ϕ# ◦ ϕ−1# ◦DXcδ = HD(X̂),

k�ovetkez�esk�eppen ϕ ∈ Aut(HD), teh�at a) teljes�ul. A Finsler-torzi�o �es P

k�ul�onbs�egtenzor invarianci�aja szint�en k�ozvetlen sz�amol�assal ellen}orizhet}o.
Legyen X, Y ∈ X(M) tetsz}oleges. Ekkor egyr�eszt

ϕ#(S(X̂, Ŷ )) = −ϕ#(DY vX̂)− ϕ# ◦ j[Xh, Y v] felt.=
= −D(ϕ∗)#Y vϕ#X̂ − j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Xv] a)=
= −D(ϕ#Y )v ϕ̂#X − j[(ϕ#X)h, (ϕ#X)v] =

= S(ϕ̂#X, ϕ̂#Y ) = S(ϕ#X̂, ϕ#Ŷ ),
m�asr�eszt

ϕ#(P(X̂, Ŷ )) = ϕ#(DXvY )− ϕ# ◦ V[Xh, Y v] felt.=
= D(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ − ϕ# ◦ V[Xh, Y v] a)=

= D(ϕ#X)h ϕ̂#Y − V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v] =
= D(ϕ#X)hϕ#Ŷ − V[(ϕ#X)h, (ϕ#Y )v] =

= P(ϕ̂#X, ϕ̂#Y ) = P(ϕ#X̂, ϕ#Ŷ ).
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megkaptuk teh�at az a), b) �es c) rel�aci�ot.
Megford��tva, tegy�uk fel, hogy az a), b) �es c) felt�etelek teljes�ulnek.
Legyen X ∈ X(M). Ekkor egyr�eszt

ϕ# ◦ S(X̂, Ŷ ) = −ϕ#(DY vX̂)− ϕ# ◦ j[Xh, Y v] =
= −ϕ#(DY vX̂)− j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v],

m�asr�eszt
S ◦ (ϕ#X̂, ϕ#Ŷ ) = −D(ϕ#Y )vϕ#X̂ − j[(ϕ#X)h, (ϕ#Y )v] a)=

= −D(ϕ∗)#Y vϕ#X̂ − j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v],
��gy b) alapj�an k�ovetkezik, hogy

(∗) ϕ#(DY vX̂) = D(ϕ∗)#Y vϕ#X̂.

Hasonl�o m�odon,
ϕ# ◦ P(X̂, Ŷ ) = ϕ#(DXh Ŷ )− ϕ# ◦ V[Xh, Y v] a)=

= ϕ#(DXh Ŷ )− V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v],
illetve

P(ϕ#X̂, ϕ#Ŷ ) = D(ϕ#X)hϕ#Ŷ − V[(ϕ#X)h, (ϕ#Y )v] felt.=
= D(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ − V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y v],

�es ��gy c) miatt
(∗∗) ϕ#(DXh Ŷ ) = D(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ .

(∗) �es (∗∗) alapj�an k�ovetkezik, hogy
(+) ϕ#(DξŶ ) = D(ϕ∗)#ξϕ#Ŷ

minden ξ ∈ X(TM), Y ∈ X(M) eset�en teljes�ul. Meg kell m�eg mutatni, hogy
tetsz}oleges F ∈ C∞(TM) f�uggv�enyt v�eve,

(++) ϕ#(Dξ(FŶ )) = D(ϕ∗)#ξϕ#FŶ

is fenn�all, ebb}ol ugyanis k�ovetkezik, hogy a k��v�ant rel�aci�o b�armely Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)
szel�esre teljes�ul.
A Leibniz-szab�aly �es (1.2) alapj�an (++) bal oldala
ϕ#(Dξ(FŶ )) = ϕ#((ξF )Ŷ + FDξŶ ) = ((ξF ) ◦ ϕ−1

∗ )ϕ#Ŷ + (F ◦ ϕ−1
∗ )ϕ#(DξŶ ),

a jobb oldala pedig
D(ϕ∗)#ξϕ#(FŶ ) = (ϕ∗)#ξ(F ◦ ϕ−1

∗ )ϕ#Ŷ + (F ◦ ϕ−1
∗ )D(ϕ∗)#ξϕ#Ŷ .
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Mivel (ϕ∗)#ξ ∼
ϕ−1∗

ξ, (1.8) alapj�an

(ξF ) ◦ ϕ−1
∗ = (ϕ∗)#ξ(F ◦ ϕ−1

∗ ),
�es ��gy (+) �gyelembev�etel�evel k�ovetkezik (++) teljes�ul�ese. �

5.4.8. �All��t�as. Ha (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag, akkor
Aut(D) ⊂ A�(D).(5.56)

Bizony��t�as. Legyen γ : I −→ M a D kovari�ans deriv�al�as geodetikusa, azaz
teljes�ulj�on D�γ(t)δ = 0, minden t ∈ I-re. Bel�atjuk, hogy tetsz}oleges ϕ ∈ Aut(D)
eset�en D �p−−qϕ◦γ(t)δ = 0. D �p−−qϕ◦γ(t)δ = Dϕ∗∗◦�γ(t)δ, �es mivel γ geodetikus, (5.48) alapj�an
�γ = h ◦ �γ ��rhat�o, ahol { a r�ovids�eg kedv�e�ert { h a HD-hez tartoz�o horizont�alis
projektor. �Igy ϕ∗∗ ◦ �γ(t) = ϕ∗∗ ◦ h ◦ �γ(t).Az 5.4.7. t�etel miatt ϕ HD-nek is automor�zmusa, ez�ert ϕ∗∗ ◦ h = h ◦ ϕ∗∗.Ily m�odon, felhaszn�alva azt is, hogy D HD-de
exi�oja elt}unik,

D �p−−qϕ◦γ(t)δ = Dh◦ϕ∗∗◦�γ(t)δ = D
HD◦j◦ �p−−qϕ◦γ(t)δ =

= (Dδ ◦HD)(j ◦ �p−−−qϕ ◦ γ(t)) = µHD (j ◦ �p−−−qϕ ◦ γ(t)) = 0
ad�odik. Ez azt jelenti, hogy ϕ ◦ γ geodetikusa D-nek, teh�at ϕ ∈ A�(D). �

5.4.9. T�etel. Ha (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag �es ϕ ∈ Di�(M), akkor
ϕ ∈ Aut(D) teljes�ul�es�enek sz�uks�eges �es elegend}o felt�etele a k�ovetkez}o rel�aci�ok
egyidej}u �erv�enyess�ege:

a) ϕ ∈ A�(D),
b) ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#,
c) ϕ# ◦ S = S ◦ (ϕ# × ϕ#),
d) ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#),

ahol Ts a HD induk�alt Ehresmann-konnexi�o er}os torzi�oja.
Bizony��t�as. (1) Tegy�uk fel el}osz�or, hogy ϕ ∈ Aut(D). Ekkor 5.4.7. miatt c)

�es d) automatikusan teljes�ul, fenn�all tov�abb�a, hogy ϕ ∈ Aut(HD). Ebb}ol 4.5.6.alapj�an ad�odik, hogy b) is �erv�enyes, �es hogy ϕ ∈ Aut(S), ahol S := HD ◦ δ.
Azonban

ϕ ∈ Aut(S) 3.2.5.⇐⇒ ϕ ∈ A�(S) 4.4.3.⇐⇒ ϕ ∈ A�(HD) 5.3.8.⇐⇒ ϕ ∈ A�(D),
amivel igazoltuk a) teljes�ul�es�et.
(2) Megford��tva, tegy�uk fel, hogy fenn�allnak az a){d) rel�aci�ok. Ekkor a
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ϕ ∈ A�(D) a) felt�etel im�enti meggondol�asunk szerint ekvivalens azzal, hogy
ϕ ∈ A�(S). ϕ ∈ A�(S) �es b) miatt pedig 4.5.6.-ra tekintettel ϕ ∈ Aut(HD)k�ovetkezik. ϕ ∈ Aut(HD) valamint a c) �es a d) felt�etel a 5.4.7. t�etel alapj�an
biztos��tja a k��v�ant ϕ ∈ Aut(D) rel�aci�o teljes�ul�es�et. �

5.4.10. K�ovetkezm�eny. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag �es
ϕ ∈ Di�(M). ϕ pontosan akkor automor�zmusa D-nek, ha teljes�ulnek a k�ovet-
kez}ok:

a) ϕ ∈ A�(D),
b') ϕ# ◦ iδT = iδT ◦ ϕ#,
c) ϕ# ◦ S = S ◦ (ϕ# × ϕ#),
d) ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#).
Bizony��t�as. A t�etel igazol�as�ahoz csup�an annyit kell bel�atni, hogy a 5.4.9.-

beli b) felt�etel kicser�elhet}o a b') felt�etelre.
Els}ok�ent tegy�uk fel a 5.4.9. t�etelbeli felt�etelek teljes�ul�es�et. Ekkor tetsz}oleges
X, Y ∈ X(M) vektormez}oket v�eve,

ϕ# ◦ iδT(X̂) (5.39)= ϕ# ◦ (Ts(X̂) + iδP(X̂)) felt.=
= Ts(ϕ#X̂) + P(ϕ#δ, ϕ#X̂) (2.39)= Ts(ϕ#X̂) + iδP(ϕ#X̂) (5.39)= iδT ◦ ϕ#(X̂);

teh�at megkaptuk a b') felt�etelt.
Megford��tva, ha az 5.4.10. t�etel felt�etelei teljes�ulnek, akkor tetsz}oleges
X ∈ X(M) vektormez}o eset�en

ϕ#Ts(X̂) (5.39)= ϕ#(iδT(X̂)− iδP(X̂)) b')=
= iδT(ϕ#X̂)− iδP(ϕ#X̂) = Ts ◦ ϕ#(X̂),

vagyis �erv�enyes 5.4.9.(b). Ezzel a meg�allap��t�ast igazoltuk. �

Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag �es HD a D �altal induk�alt
Ehresmann-konnexi�o. A D kovari�ans deriv�al�as vertik�alis torzi�oja a

T v(D)(ξ, η) = DξVη −DηVξ − V[ξ, η], ξ, η ∈ X(TM)(5.57)
lek�epez�es, ahol V a HD-hez tartoz�o vertik�alis lek�epez�es.
A vertik�alis torzi�o seg��ts�eg�evel a P k�ul�onbs�egtenzor le��rhat�o a

P(X̃, Ỹ ) = T v(D)(HDX̃, iỸ ), X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)(5.58)
formula szerint, ugyanis

T v(D)(HDX̃, iỸ ) = DHDX̃ViỸ −DiỸ VHDX̃ − V[HDX̃, iỸ ] (4.23)=
= Dh

X̃
Ỹ −∇h

X̃
Ỹ

(5.38)=: P(X̃, Ỹ ).
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5.4.11. T�etel. Legyen (M,D) regul�aris vonalelem D-sokas�ag. ϕ : M −→ M
di�eomor�zmus pontosan akkor automor�zmusa a D kovari�ans deriv�al�asnak,
ha
A) ϕ ∈ A�(D),

B) ϕ# ◦ T v(D) = T v(D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#),

C) ϕ# ◦ T (D) = T (D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#).

Bizony��t�as. Tegy�uk fel, hogy ϕ ∈ Aut(D). M�ar tudjuk, hogy ekkor
ϕ ∈ A�(D). Megmutatjuk, hogy B) �es C) is teljes�ul, a rel�aci�ok bal �es jobb
oldal�at (Xv, Y v), (Xv, Y h) �es (Xh, Y h) (X, Y ∈ X(M)) alak�u p�arokon �ert�ekelve
ki.
Sz�uks�egess�eg.
B) ellen}orz�ese.

ϕ# ◦ T (D)(Xv, Y v) =ϕ#(DXv jY v −DY v jXv − j[Xv, Y v]) (2.21),(2.16)= 0,
T (D)((ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y v) =D(ϕ∗)#Xv j(ϕ∗)#Y v −D(ϕ∗)#Y v j(ϕ∗)#Xv−

− j[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y v] = D(ϕ#X)v j(ϕ#Y )v−
−D(ϕ#Y )v j(ϕ#X)v − j[(ϕ#X)v, (ϕ#Y )v] = 0;

ϕ# ◦ T (D)(Xv, Y h) =ϕ#(DXv Ŷ − j[Xv, Y h]) = ϕ#DXv Ŷ
felt.=

= D(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ ,

T (D)((ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h) =D(ϕ∗)#Xv j ◦ (ϕ∗)#Y h −D(ϕ∗)#Y hj(ϕ∗)#Xv−

− j[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h] 5.4.7.= D(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ−

− j[(ϕ#X)v, (ϕ#Y )h] = D(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ .

ϕ# ◦ T (D)(Xh, Y h) =ϕ#(DXh Ŷ −DY hX̂ − j[Xh, Y h]) felt.=
= D(ϕ∗)#Xhϕ#Ŷ −D(ϕ∗)#Y hϕ#X̂−
− j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h]q,

T (D)((ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h) =D(ϕ∗)#Xhj ◦ (ϕ∗)#Y h −D(ϕ∗)#Y hj ◦ (ϕ∗)#Xh−

− j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h] = D(ϕ∗)#Xh Ŷ−

−D(ϕ∗)#Y hX̂ − j[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h].
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C) ellen}orz�ese.
ϕ#T v(D)(Xv, Y v) =ϕ#(DXvVY v −DY vVXv − V[Xv, Y v]) felt.=

= D(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ −D(ϕ∗)#Y vX̂,

T v(D)((ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y v) =D(ϕ∗)#XvV(ϕ∗)#Y v −D(ϕ∗)#Y vV(ϕ∗)#Xv−
− V[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y v] = D(ϕ∗)#XvV ◦ i ◦ ϕ#Y−
−D(ϕ∗)#Y vV ◦ i ◦ ϕ#X − V[(ϕ#X)v, (ϕ#Y )v] =
= D(ϕ∗)#Xvϕ#Ŷ −D(ϕ∗)#Y vX̂.

ϕ# ◦ T v(D)(Xv, Y h) =ϕ#(−DY hX̂ − V[Xv, Y h]) 5.4.7., felt.=
= −D(ϕ∗)#Y hϕ#X̂ − V[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h],

T v(D)((ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h) =D(ϕ∗)#XvV ◦ (ϕ∗)#Y h −D(ϕ∗)#Y hV ◦ (ϕ∗)#Xv−

− V[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h] 5.4.7.= −D(ϕ∗)#Y hϕ#X̂−
− V[(ϕ∗)#Xv, (ϕ∗)#Y h].

ϕ# ◦ T v(D)(Xh, Y h) =ϕ#(−V[Xh, Y h]) 5.4.7.= −V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h],
T v(D)((ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h) =D(ϕ∗)#XhV ◦ (ϕ∗)#Y h−

−D(ϕ∗)#Y hV ◦ (ϕ∗)#Xh − V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h] =
= −V[(ϕ∗)#Xh, (ϕ∗)#Y h].

Elegend}os�eg. Ha a t�etelbeli felt�etelek teljes�ulnek, akkor azonnal k�ovetkezik, hogy
ϕ# ◦ iδT = iδT ◦ ϕ#,

ϕ# ◦ S = S ◦ (ϕ# × ϕ#),
ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#),

hiszen mindh�arom torzi�o T v(D)-b}ol vagy T (D)-b}ol sz�armaztathat�o (l�asd 5.35,
5.34, 5.58), ��gy 5.4.10. alapj�an ad�odik az �all��t�as. �



6. fejezet

Appendix: a koordin�at�as

n�ez}opont

6.1. T�erk�epcsere
(1) Az Rn val�os vektort�er kanonikus b�azis�ara az (ei)ni=1 jel�ol�est haszn�aljuk,ennek du�alisa (ei)ni=1; ekkor ei(ej) = δi

j (i, j ∈ {1, . . . , n}).
Az alapulvett M sokas�agon �es a hozz�a kapcsol�od�o vektornyal�abokon v�egzett
koordin�at�as sz�amol�ashoz M egy p pontja k�or�ul r�ogz��t�unk egy

(U , u) = (U , (ui)ni=1); ui := ei ◦ u (i ∈ {1, . . . , n})(6.1)
t�erk�epet.

B�azis-t�etel (O'Neill). A (6.1) t�erk�ep r�ogz��t�ese ut�an tetsz}oleges v ∈ TpM�erint}ovektor egy�ertelm}uen el}o�all��that�o

v = v(ui)
(

∂

∂ui

)
p

(6.2)

alakban.
L�ancszab�aly parci�alis deriv�altakra (Spivak I) Ha ϕ sima lek�epez�ese az

M sokas�agnak egy N sokas�agba, f : N −→ R sima f�uggv�eny, (U , (ui)ni=1) t�erk�epegy p ∈M pont k�or�ul, (V, (zj)mj=1) pedig t�erk�ep ϕ(p) k�or�ul, akkor
∂(f ◦ ϕ)

∂ui
(p) =

m∑
j=1

∂f

∂zj
(ϕ(p))∂(zj ◦ ϕ)

∂ui
(p), i ∈ {1, . . . , n} .(6.3)

(2) Legyen
( ~U , ~u) = ( ~U , (~ui)ni=1)(6.4)

69
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tov�abbi t�erk�ep a p ∈M pont k�or�ul. A (6.1) �es (6.4) k�oz�otti �atmenetlek�epez�es
ϕ := ~u ◦ u−1 : u(U ∩ ~U) ⊂ Rn −→ ~u(U ∩ ~U) ⊂ Rn.

Ennek koordin�ataf�uggv�enyei
ϕi := ei ◦ ϕ, i ∈ {1, . . . , n} ;(6.5)

seg��ts�eg�ukkel az "�uj t�erk�ep" koordin�ataf�uggv�enyei a
~ui = ϕi ◦ u(6.6)

alakban adhat�ok meg. A (6.1), illetve (6.4) t�erk�ephez tartoz�o koor-
din�atavektormez}oket a

∂

∂~ui
= ∂uj

∂~ui

∂

∂uj
, i ∈ {1, . . . , n}(6.7)

transzform�aci�os szab�aly k�oti �ossze. Ez k�ozvetlen�ul ad�odik a b�azis-t�etel alapj�an,
eszerint ugyanis tetsz}oleges q ∈ U eset�en(

∂

∂~ui

)
q

=
((

∂

∂~ui

)
q

uj

)(
∂

∂uj

)
q

= ∂uj

∂~ui
(q)
(

∂

∂uj

)
q

.

Az itt fell�ep}o (∂uj

∂~ui (q)
) m�atrix invert�alhat�o (hiszen b�aziscsere m�atrixa), az in-

verze (∂~uj

∂ui (q)
), ��gy fenn�all a

∂

∂ui
= ∂~uj

∂ui

∂

∂~uj
(6.8)
�osszef�ugg�es is.

Du�alisan, minden ω ∈ T ∗p M kovektor egy�ertelm}uen el}o�all��that�o

ω = ω

(
∂

∂ui

)
(dui)p(6.9)

alakban. (6.7) �es (6.9) k�ozvetlen k�ovetkezm�enyek�ent kapjuk, hogy a (6.1) (6.4)
t�erk�epcsere eset�en a koordin�ata 1-form�ak a

d~ui = ∂~ui

∂uj
duj , i ∈ {1, . . . , n}(6.10)

"kovari�ans szab�aly" szerint transzform�al�odnak.
Szint�en azonnal ad�odik, hogy a ∂

∂ui koordin�atavektormez}ok �altal
sz�armaztatott ∂̂

∂ui = ∂
∂ui ◦ τ b�azikus vektormez}ok a

∂̂

∂~ui
=
(

∂uj

∂~ui
◦ τ

)
∂̂

∂uj
(6.11)
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�osszef�ugg�es szerint transzform�al�odnak.
(3) Tekints�uk az M sokas�ag τ : TM −→ M �erint}onyal�abj�at. A (6.1) t�erk�ep

�altal induk�alt t�erk�ep TM -en(
τ−1(U), (xi, yi)ni=1

)
, xi := ui ◦ τ, yi := (ui)c(6.12)

(l�asd (1.11)-et �es a 2.1. szakasz elej�et). �Att�erve a (6.1) t�erk�epr}ol a (6.4) t�erk�epre,
az induk�alt t�erk�epek koordin�ataf�uggv�enyeinek kapcsolat�at a

~xi = ~ui ◦ τ
(6.6)= ϕi ◦ u ◦ τ, i ∈ {1, . . . , n}(6.13)

�es
~yi =

(
∂~ui

∂uj
◦ τ

)
yj , i ∈ {1, . . . , n}(6.14)

rel�aci�ok adj�ak. Ez ut�obbi igazol�as�ara legyen v ∈ τ−1(U ∩ ~U) tetsz}oleges. Ekkor

~yi(v) := (~ui)c(v) := (d~ui)τ(v)(v) (6.10)= ∂~ui

∂uj
(τ(v))duj(v) =

=
(

∂~ui

∂uj
◦ τ

)
(v)yj(v) =

((
∂~ui

∂uj
◦ τ

)
yj

)
(v),

ami (6.14) helyess�eg�et jelenti. A (6.3) l�ancszab�aly alkalmaz�as�aval
∂~xi

∂xj

(6.13)= ∂(~ui ◦ τ)
∂xj

=
(

∂~ui

∂uk
◦ τ

)
∂(uk ◦ τ)

∂xj
=

=
(

∂~ui

∂uk
◦ τ

)
δk
j = ∂~ui

∂uj
◦ τ

(6.14)= ∂~yi

∂yj
,

teh�at
∂~xi

∂xj
= ∂~ui

∂uj
◦ τ = ∂~yi

∂yj
.(6.15)

Hasonl�o m�odon
∂~xi

∂yj
= 0;(6.16)

m��g
∂~yi

∂xj

(6.14)= ∂

∂xj

((
∂~ui

∂uk
◦ τ

)
yk

) (6.15)= ∂

∂xj

(
∂~xi

∂xk
yk

)
=

= ∂2~xi

∂xj∂xk
yk + ∂~xi

∂xk

∂yk

∂xj
= ∂2~xi

∂xj∂xk
yk,
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teh�at
∂~yi

∂xj
= ∂2~xi

∂xj∂xk
yk.(6.17)

Itt
∂2~xi

∂xj∂xk

(6.15)= ∂

∂xj

(
∂~ui

∂uk
◦ τ

) (6.3)=
(

∂2~ui

∂ul∂uk
◦ τ

)
∂(ul ◦ τ)

∂xj
=

=
(

∂2~ui

∂ul∂uk
◦ τ

)
δl
j = ∂2~ui

∂uj∂uk
◦ τ,

��gy
∂~yi

∂xj
=
(

∂2~ui

∂uj∂uk
◦ τ

)
yk(6.18)

is ��rhat�o. Ha p ∈ U ∩ ~U , v ∈ TpM tetsz}oleges, akkor a b�azis-t�etel alapj�an(
∂

∂xi

)
v

= ∂~xj

∂xi
(v)
(

∂

∂~xj

)
v

+ ∂~yj

∂xi
(v)
(

∂

∂~yj

)
v

,(6.19) (
∂

∂yi

)
v

= ∂~xj

∂yi
(v)
(

∂

∂~xj

)
v

+ ∂~yj

∂yi
(v)
(

∂

∂~yj

)
v

,(6.20)

��gy (6.15)-(6.18) felhaszn�al�as�aval a
∂

∂xi
=
(

∂~uj

∂ui
◦ τ

)
∂

∂~xj
+
(

∂2~uj

∂ui∂uk
◦ τ

)
yk ∂

∂~yj
(6.21)

�es
∂

∂yi
= ∂~yj

∂yi

∂

∂~yj
=
(

∂~uj

∂ui
◦ τ

)
∂

∂~yj
(6.22)

transzform�aci�os szab�alyok ad�odnak.

6.2. Szemispray-koe�ciensek �es konnexi�o-
param�eterek transzform�aci�os szab�alyai

(1) Legyen S : TM −→ TTM szemispray. (3.1) �ertelm�eben

S =(U) yi ∂

∂xi
− 2Gi ∂

∂yi
, S =( ~U) ~y

i ∂

∂~xi
− 2 ~Gi ∂

∂~yi
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��gy U ∩ ~U f�ol�ott
S = ~yj ∂

∂~xj
− 2 ~Gj ∂

∂~yj

(6.19),(6.22)=
= ~yj

(
∂xi

∂~xj

∂

∂xi
+ ∂yi

∂~xj

∂

∂yi

)
− 2 ~Gj ∂yi

∂~yj

∂

∂yi
=

= ~yj ∂xi

∂~xj

∂

∂xi
+
(
~yj ∂yi

∂~xj
− 2 ~Gj ∂yi

∂~yj

)
∂

∂yi

(6.15)=

= ~yj

(
∂ui

∂~uj
◦ τ

)
∂

∂xi
−
(
2 ~Gj ∂yi

∂~yj
− ~yj ∂yi

∂~xj

)
∂

∂yi

(6.14)=

= yi ∂

∂xi
−
(
2 ~Gj ∂yi

∂~yj
− ~yj ∂yi

∂~xj

)
∂

∂yi
,

k�ovetkez�esk�eppen t�erk�epcsere eset�en S koe�ciensei a
Gi = ~Gj ∂yi

∂~yj
− 1

2 ~yj ∂yi

∂~xj
, i ∈ {1, . . . , n}(6.23)

transzform�aci�os szab�aly szerint v�altoznak.
(2) Tekints�unk egy H : TM ×M TM −→ TTM Ehresmann-konnexi�ot. En-

nek param�eterei a (6.1), illetve a (6.4) t�erk�epre vonatkoz�oan a
H

(
∂̂

∂uj

)
=(U)

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yi
, illetve a H

(
∂̂

∂~uj

)
=(U)

∂

∂~uj
− ~N i

j

∂

∂~yi

rel�aci�ok �altal meghat�arozott N i
j : τ−1(U) −→ R, illetve ~N i

j : τ−1( ~U) −→ R
f�uggv�enyek; i, j ∈ {1, . . . , n} (l�asd 4.14).
Mivel egyr�eszt tetsz}oleges l ∈ {1, . . . , n}-re

H

(
∂̂

∂~ul

)
=( ~U)

∂

∂~xl
− ~Nk

l

∂

∂~yk

(6.19),(6.22)=(U∩ ~U)
∂xj

∂~xl

∂

∂xj
+ ∂yi

∂~xl

∂

∂yi
− ~Nk

l

∂yi

∂~yk

∂

∂yi
=

= ∂xj

∂~xl

∂

∂xj
−
(
~Nk

l

∂yi

∂~yk
− ∂yi

∂~xl

)
∂

∂yi
,

m�asr�eszt
H

(
∂̂

∂~ul

)
(6.11)= H

((
∂uj

∂~ul
◦ τ

)
∂̂

∂uj

)
=
(

∂uj

∂~ul
◦ τ

)
H

(
∂̂

∂uj

)
=

=
(

∂uj

∂~ul
◦ τ

)
∂

∂xj
−
(

∂uj

∂~ul
◦ τ

)
N i

j

∂

∂yi

(6.15)= ∂xj

∂~xl

∂

∂xj
− ∂yj

∂~yl
N i

j

∂

∂yi
,

k�ovetkez�esk�eppen a k�ul�onb�oz}o t�erk�epekre vonatkoz�o Christo�el-szimb�olumok
k�oz�otti transzform�aci�os szab�aly

∂yj

∂~yl
N i

j = ∂yi

∂~yk
~Nk

l −
∂yi

∂~xl
, i, l ∈ {1, . . . , n} .(6.24)
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(3) Legyen
D : X(TM)× Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ), (ξ, Ỹ ) 7−→ DξỸ

kovari�ans deriv�al�as a τ∗τ visszah�uzott nyal�abon, �es tekints�uk D (5.17)-ben be-
vezetett

�k
ij : τ−1(U) −→ R, Ck

ij : τ−1(U) −→ R; i, j, k ∈ {1, . . . , n}
Christo�el-szimb�olumait. Ekkor U ∩ ~U f�ol�ott

Ci
jk

∂̂

∂ui
:= D ∂

∂yj

∂̂

∂uk

(6.11),(6.22)= D ∂~yr

∂yj
∂

∂~yr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
=

= ∂~yr

∂yj

(
∂

∂~yr

∂~ys

∂yk

)
∂̂

∂~us
+ ∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk
D ∂

∂~yr

∂̂

∂~us
= ~Ci

rs

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~ui

(6.11),(6.22)=

= ~Ci
rs

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂yl

∂~yi

∂̂

∂ul
= ~Cl

rs

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl

∂̂

∂ui

(felhaszn�alva, hogy ∂
∂~yr

∂~ys

∂yk

(6.15)= ∂
∂~yr

(
∂~us

∂uk ◦ τ
) = 0), ��gy a konnexi�oparam�eterek

m�asodik csal�adja a
Ci

jk = ~Cl
rs

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
, i, j, k ∈ {1, . . . , n}(6.25)

tenzori transzform�aci�os szab�aly szerint ((12)-tenzork�ent) transzform�al�odik.
Hasonl�o m�odon, de kicsit hosszabb sz�amol�assal:

�i
jk

∂̂

∂ui
= D ∂~xr

∂xj
∂

∂~xr + ∂~yr

∂xj
∂

∂~yr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
=

= ∂~xr

∂xj
D ∂

∂~xr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
+ ∂~yr

∂xj
D ∂

∂~yr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
=

= ∂~xr

∂xj

∂~ys

∂yk
~�l

rs

∂̂

∂~ul
+ ∂~xr

∂xj

∂

∂~xr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
+ ∂~yr

∂xj

∂~ys

∂yk
~Cl

rs

∂̂

∂~ul
+ ∂~yr

∂xj

∂

∂~yr

∂~ys

∂yk

∂̂

∂~us
=

=
(

∂~xr

∂xj

∂~ys

∂yk
~�l

rs + ∂~xr

∂xj

∂xm

∂~xr

∂2~xl

∂xk∂xm
+ ∂~yr

∂xj

∂~ys

∂yk
~Cl

rs

)
∂̂

∂~ul
=

=
(

∂~xr

∂xj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
~�l

rs + ∂~yr

∂xj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
~Cl

rs + ∂~xr

∂xj

∂xm

∂~xr

∂2~xl

∂xk∂xm

∂yi

∂~yl

)
∂̂

∂ui

(∗)=

=
(

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
~�l

rs + ∂~yr

∂xj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
~Cl

rs + ∂2~xl

∂xk∂xj

∂yi

∂~yl

)
∂̂

∂ui

a (∗)-gal jel�olt l�ep�esben azt haszn�alva fel, hogy
∂~xr

∂xj

∂xm

∂~xr

(6.15)= ∂~yr

∂yj

∂ym

∂~yr
=

= ∂

∂yj

(
∂ym

∂~yr
~yr

)
− ∂

∂yj

(
∂um

∂~ur
◦ τ

)
~yr (6.14),(6.15)= ∂ym

∂yj
= δm

j .
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�Igy a konnexi�oparam�eterek els}o csal�adja k�oz�ott a
�i

jk = ~�l
rs

∂~yr

∂yj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
+ ~Cl

rs

∂~yr

∂xj

∂~ys

∂yk

∂yi

∂~yl
+ ∂2~xl

∂xj∂xk

∂yi

∂~yl
(6.26)
transzform�aci�os szab�aly ad�odik.

(4) Legyen D : X(M) × Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) kovari�ans deriv�al�as a
π : E −→ M k-rang�u vektornyal�abon, �es tekints�uk ennek az (1.20) �altal
�ertelmezett �α

iβ : U −→ R (α, β ∈ {1, . . . , k}, i ∈ {1, . . . , n}) Christo�el-
szimb�olumait. V�alasszunk egy tov�abbi ( ~U , (~u)ni=1) t�erk�epet U ∩ ~U 6= ∅ felt�etellel,
�es Sec(π)-nek egy (~σ)kα=1 ~U f�ol�otti lok�alis b�azis�at. Ez ut�obbiakra vonatkoz�oan
D Christo�el-szimb�olumait a

D ∂

∂~ui
~σβ = ~�α

iβ~σα

rel�aci�ok �ertelmezik. Egy�ertelm}uen l�etezik olyan( ~F β
α

) : U ∩ ~U −→ GLk(R)
lek�epez�es, hogy tetsz}oleges q ∈ U ∩ ~U pontban

σα(q) = ~F β
α (q)~σβ(q).

Ennek seg��ts�eg�evel egyr�eszt
D ∂

∂ui
σα := �γ

iασγ = �γ
iα
~Fλ
γ ~σλ

��rhat�o, m�asr�eszt
D ∂

∂ui
σα

(6.8)= D ∂~uj

∂ui
∂

∂~uj

~F β
α ~σβ =

= ∂~uj

∂ui
~F β
α D ∂

∂~uj
~σβ + ∂~uj

∂ui

∂ ~F β
α

∂~uj
~σβ

(6.8)=
(

∂~uj

∂ui
~F β
α
~�λ

jβ + ∂ ~Fλ
α

∂ui

)
~σλ.

A k�et rel�aci�ot �osszevetve, a Christo�el-szimb�olumok k�oz�otti

�γ
iα
~Fλ
γ = ∂~uj

∂ui
~F β
α
~�λ

jβ + ∂ ~Fλ
α

∂ui
(6.27)
transzform�aci�os szab�alyhoz jutunk.

6.3. A Varga Ott�o-f�ele invari�ans di�erenci�al
Alapulv�eve egy M n-dimenzi�os sima sokas�agot, [23] dolgozat�aban M. Ha-

shiguchi bizonyos felt�eteleknek eleget tev}o Christo�el-szimb�olumok kijel�ol�es�evel
�ertelmezett "a�n konnexi�ot". Az el}o��r�asai a k�ovetkez}ok:
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(i) M tetsz}oleges (U , (ui)ni=1) t�erk�epe eset�en adottak olyan
Ci

jk : ◦τ−1(U) −→ R, �i
jk : ◦τ−1(U) −→ R; i, j, k ∈ {1, . . . , n}

sima f�uggv�enyek, amelyek egy (U , (ui)ni=1) −→ ( ~U , (~ui)ni=1) t�erk�epcsere
eset�en a (6.25), illetve (6.26) transzform�aci�os szab�alyok szerint v�altoznak.

(ii) A Ci
jk f�uggv�enyek (−1)-edfok�u, a �i

jk f�uggv�enyek nulladfok�u pozit��v ho-
mog�enek:

∂Ci
jk

∂yr
yr = −Ci

jk,
∂�i

jk

∂yr
yr = 0.

(iii) Ci
jkyk = 0 ("er}os regularit�as", v.�o. (5.18))

Ha
D ∂

∂xj

∂̂

∂uk
:= �i

jk

∂̂

∂ui
, D ∂

∂yj

∂̂

∂uk
:= Ci

jk

∂̂

∂ui
, j, k ∈ {1, . . . , n} ,

akkor ��gy egy j�ol de�ni�alt, er}osen regul�aris
D : X( ◦TM)× Sec(◦τ∗τ) −→ Sec(◦τ∗τ)

kovari�ans deriv�al�ashoz jutunk, amely rendelkezik a k�ovetkez}o homogenit�asi tu-
lajdons�aggal: tetsz}oleges ξ ∈ X( ◦TM) �es Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ) eset�en

D(hλ)#ξ(~hλ ◦ Ỹ ◦ h−1
λ ) = ~hλ ◦

(
DξỸ

)
◦ h−1

λ ,

ahol tetsz}oleges λ pozit��v val�os sz�am eset�en
hλ : v ∈ TM 7−→ λv ∈ TM ;

~hλ : (u, v) ∈ TM ×M TM 7−→ (λu, v) ∈ TM ×M TM.

Ez a homogenit�asi felt�etel a Finsler-geometriai alkalmaz�asokban fontos,
disszert�aci�onkban erre nem volt sz�uks�eg.
Varga Ott�o [42] dolgozat�aban m�ask�ent j�ar el: az �un. invari�ans di�erenci�alra ��r
el}o axi�om�akat. Elj�ar�asa mai nyelven a k�ovetkez}ok�eppen interpret�alhat�o: Egy

D : Sec(◦τ∗τ) −→ Hom
C∞(◦TM)(X(

◦
TM),Sec(◦τ∗τ)), X̃ 7−→ DX̃

lek�epez�es invari�ans di�erenci�al, ha eleget tesz az al�abbi felt�eteleknek:
ID1 Tetsz}oleges M -en adott (U , (ui)ni=1) t�erk�ep �es X̃ =(U) X̃i ∂̂

∂ui U f�ol�otti szel�es
eset�en

DX̃ =(U)
(
dX̃i + ωi

jX̃
j
)
⊗ ∂̂

∂ui
=: (DX̃)i ⊗ ∂̂

∂ui
,

ahol d a k�uls}o di�erenci�al oper�atora TM -en, ωi
j (i, j ∈ {1, . . . , n}) 1-form�ak

◦
τ
−1(U) ⊂ ◦

TM f�ol�ott (az �un. konnexi�o 1-form�ak).
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ID2 V�egrehajtva egy (U , (ui)ni=1)  ( ~U , (~ui)ni=1) t�erk�epcser�et, ha
DX̃ =(U)

(
D̃X̃

)i

⊗ ∂̂
∂~ui , akkor U ∩ ~U f�ol�ott

(
D̃X̃

)i

= (DX̃)j
(

∂~ui

∂uj
◦ τ

)((6.15)= (DX̃)j ∂~xi

∂xj
= (DX̃)j ∂~yi

∂yj

)
.

ID3 A (DX̃)i = dX̃i + ωi
jX̃

j 1-form�ak nulladfok�u pozit��v homog�enek.
ID4 Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}o eset�en

(Dδ)(Xv) = X̂

(er}os regularit�as; v.�o. (5.5)).
Egy (τ−1(U), (xi, yi)ni=1) induk�alt t�erk�ep f�ol�ott az ωi

j 1-form�ak az
ωi

k = ��i
jkdxj + �Ci

jkdyj ,
(��i

jk, �Ci
jk ∈ C∞(◦τ−1(U)))

alakban �all��that�ok el}o. ID3 �ertelm�eben az ωi
j form�ak nulladfok�u pozit��v ho-

mog�enek, ami de�n��ci�o szerint azt jelenti, hogy
LCωi

j = 0,
ahol LC a C szerinti Lie-deriv�al�as oper�atora TM -en. Ez ekvivalens azzal (l�asd
p�eld�aul [15], p.189), hogy a ��i

jk f�uggv�enyek nulladfok�u, a �Ci
jk f�uggv�enyek (−1)-

edfok�u pozit��v homog�enek. A D invari�ans di�erenci�al birtok�aban kovari�ans de-
riv�al�ast a

(ξ, Ỹ ) ∈ X( ◦TM)× Sec(◦τ∗τ) 7−→ DξỸ := (DỸ )(ξ) ∈ Sec(◦τ∗τ)
el}o��r�assal �ertelmezhet�unk. Ennek az (U , (ui)ni=1) t�erk�epre vonatkoz�o, a

D ∂

∂xj

∂̂

∂uk
= �i

jk

∂̂

∂uk
, illetve D ∂

∂yj

∂̂

∂uk
= Ci

jk

∂̂

∂uk

rel�aci�ok �altal meghat�arozott �i
jk, Ci

jk (i, j, k ∈ {1, . . . , n}) Christo�el-
szimb�olumai megegyeznek az ωi

j 1-form�ak komponensf�uggv�enyeivel, nevezetesen
�i

jk = ��i
jk, Ci

jk = �Ci
jk; i, j, k ∈ {1, . . . , n} .

Val�oban, p�eld�aul
�i

jk

∂̂

∂ui
= D ∂

∂xj

∂̂

∂uk
:=
(

D
∂̂

∂uk

)(
∂

∂xj

)
ID1=

= ωi
s

(
∂

∂xj

)
δs
k

∂̂

∂ui
= ωi

k

(
∂

∂xj

)
∂̂

∂ui
=

= ��i
skdxs

(
∂

∂xj

)
∂̂

∂ui
= ��i

skδs
j

∂̂

∂ui
= ��i

jk

∂̂

∂ui
,
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teh�at �i
jk = ��i

jk, minden sz�obaj�ov}o indexre.
K�ovetkezik az elmondottakb�ol, hogy mind a Hashiguchi-f�ele, Christo�el-

szimb�olumokkal alkalmaz�o megk�ozel��t�es, mind a Varga Ott�o-f�ele invari�ans dif-
ferenci�al, mind pedig a t�argyal�asunkban alkalmazott Koszul-f�ele de�n��ci�o (l�asd
5.1.1. de�n��ci�o �es 1.6. szakasz) ugyanahhoz a di�erenci�aloper�atorhoz vezet.



7. fejezet

�Osszefoglal�o

7.1. Vektornyal�abok �es kovari�ans deriv�al�as
Az els}o fejezetben r�ogz��tj�uk jel�ol�eseinket, meg�allapod�asainkat �es

eml�ekeztet�unk n�eh�any olyan alapvet}o fogalomra �es t�enyre, amelyeket a
disszert�aci�oban �alland�oan alkalmazni fogunk.

(a) Sokas�agon egy v�eges (de nem nulla) dimenzi�oj�u, Hausdor�, �osszef�ugg}o,
megsz�aml�alhat�o b�azis�u sima sokas�agot �ert�unk. C∞(M) az M sokas�agon
�ertelmezett val�os �ert�ek}u sima f�uggv�enyek gy}ur}uje, Di�(M) jel�oli az M sokas�ag
�osszes di�eomor�zmusai �altal alkotott csoportot.

(b) Egy π : E −→M sima sz�urjekci�o k-rang�u val�os vektornyal�ab, ha
(1) tetsz}oleges Ep := π−1(p) �bruma k-dimenzi�os val�os vektort�er;
(2) minden p ∈ M ponthoz megadhat�o p-nek egy U k�ornyezete, valamint egy
ϕ : U × Rk −→ π−1(U) di�eomor�zmus �ugy, hogy b�armely q ∈ U eset�en a

v ∈ Rk 7−→ ϕ(q, v) ∈ Eq

lek�epez�es line�aris izomor�zmus.
Ekkor E-t, M -et, illetve π-t rendre tot�alt�ernek, b�azissokas�agnak, illetve pro-
jekci�onak nevezz�uk. Egy σ : M −→ E lek�epez�es szel�ese π-nek, ha π ◦ σ = 1M .
Ha U ⊂ M ny��lt halmaz, σ : U −→ E sima lek�epez�es �es π ◦ σ = 1U , akkor σ-t
U f�ol�otti lok�alis szel�esnek h��vjuk. π szel�eseinek C∞(M)-modulus�at Sec(π)-vel
jel�olj�uk.

Ha π : E −→ M k-rang�u val�os vektornyal�ab, akkor minden p ∈ M pontnak
l�etezik olyan U k�ornyezete, amely f�ol�ott megadhat�o lok�alis szel�esek egy (σα)kα=1sorozata �ugy, hogy az

U × Rk −→ π−1(U),
q,

 ν1...
νk


 7−→ ν1σ1(q) + · · ·+ νkσk(q)

79
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lek�epez�es di�eomor�zmus. Ez egy karakterisztikus tulajdons�aga a vek-
tornyal�aboknak, amelyet a disszert�aci�oban de�ni�al�o tulajdons�agk�ent kezel�unk.

(c) Egy π1 : E1 −→ M1 �es π2 : E2 −→ M2 vektornyal�ab k�oz�otti
nyal�ablek�epez�esen olyan (F, f) lek�epez�esp�art �ert�unk, ahol F : E1 −→ E2 �es
f : M1 −→M2 sima lek�epez�esek, amelyekre π2 ◦ F = f ◦ π1 teljes�ul, �es b�armely
p ∈ M1 pont eset�en az F � (E1)p lesz}uk��t�es (R-) line�aris lek�epez�es (E1)p-b}ol(E2)f(p)-be. Egy (F, f) nyal�ablek�epez�est nyal�abizomor�zmusnak h��vunk, ha
F di�eomor�zmus. Egy vektornyal�ab �onmag�ara val�o nyal�abizomor�zmus�at
nyal�abautomor�zmusnak nevezz�uk.

(d) Legyenek π1 : E1 −→ M �es π2 : E2 −→ M k�oz�os b�azissokas�aggal ren-
delkez}o vektornyal�abok. Egy F : E1 −→ E2 lek�epez�est er}os nyal�ablek�epez�esnek
mondunk, ha (F, 1M ) nyal�ablek�epez�es π1-b}ol π2-be. A disszert�aci�oban
gyakran alkalmazzuk az er}os nyal�ablek�epez�esek alaplemm�aj�at (1.2.2.): egy
F : Sec(π1) −→ Sec(π2) lek�epez�es akkor �es csak akkor C∞(M)-line�aris, ha
l�etezik olyan F : E1 −→ E2 er}os nyal�ablek�epez�es, amelyre F(σ) = F ◦σ teljes�ul,
minden σ ∈ Sec(π1) eset�en.

(e) Ha (F, f) nyal�abautomor�zmusa a π : E −→M vektornyal�abnak, akkor
egy σ ∈ Sec(π) szel�es F �altali el}oretolt ja a

F#σ := F ◦ σ ◦ f−1

szel�es. B�armely h ∈ C∞(M) f�uggv�eny eset�en teljes�ul, hogy
F#(hσ) = (h ◦ f−1)F#σ.

(f) Egy M n-dimenzi�os sokas�ag �erint}onyal�abja az a τ : TM −→ M (oly-
kor τM -mel jel�olt) vektornyal�ab, ahol tetsz}oleges p ∈ M pont �bruma a TpM�erint}ot�er. Ha ϕ : M −→ N sima lek�epez�es, akkor ϕ �erint}olek�epez�ese vagy de-
riv�alt ja az a ϕ∗ : TM −→ TN lek�epez�es, amelyet a

(ϕ∗)(v)(h) := v(h ◦ ϕ); v ∈ TpM, h ∈ C∞(N)
el}o��r�as �ertelmez. (ϕ∗, ϕ) nyal�ablek�epez�ese τM -nek τN -re, �es ��gy

τN ◦ ϕ∗ = ϕ ◦ τM , τTN ◦ ϕ∗∗ = ϕ∗ ◦ τTM .

(g) X(M) := Sec(τM ) jel�oli az M -en �ertelmezett vektormez}ok C∞(M)-
modulus�at; [X, Y ] az X, Y ∈ X(M) vektormez}ok Lie-z�ar�ojele. Egy ξ ∈ X(TM)
vektormez}o �es egy TM -en �ertelmezett A

(11)-tenzor [ξ,A] Fr�olicher-Nijenhuis
z�ar�ojel�en az

[ξ, A]η := [ξ, Aη]−A[ξ, η], η ∈ X(TM)
el}o��r�assal de�ni�alt (11)-tenzort �ertj�uk.
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(h) Az X ∈ X(M) �es az Y ∈ X(N) vektormez}ot ϕ-megfelel}onek nevezz�uk
egy ϕ : M −→ N sima lek�epez�esre vonatkoz�oan, ha ϕ∗ ◦ X = Y ◦ ϕ; ekkor az
X ∼

ϕ
Y jel�ol�est haszn�aljuk. ϕ ∈ Di�(M) eset�en ϕ#X (l�asd (e)) az az egyetlen

vektormez}o M -en, amely ϕ-megfelel�esben �all X-szel.
(i) Az R sokas�ag szok�asos (R, r) := (R, 1R) t�erk�ep�ehez tartoz�o ko-

ordin�atavektormez}ot ddr -rel jel�olj�uk. Egy γ : I −→ M (sima) g�orbe se-
bess�egvektormez}oje a _γ := γ∗ ◦ ddr , gyorsul�asvektormez}oje a

�γ := __γ = _γ∗ ◦ d
dr

=
(

γ∗ ◦
d
dr

)
∗
◦ d
dr

γ-, illetve _γ-menti vektormez}o. Ha ϕ : M −→M sima lek�epez�es, akkor
_p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗ ◦ _γ, �p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗∗ ◦ �γ.

(j) Egy π : E −→M vektornyal�abon adott kovari�ans deriv�al�ason olyan
D : X(M)× Sec(π) −→ Sec(π), (X, σ) 7−→ DXσ

lek�epez�est �ert�unk, amely az els}o v�altoz�oj�aban tenzori�alis, a m�asodikban pedig
deriv�aci�o. Ha (F, f) automor�zmusa π-nek, �es

(F#D)Xσ := F−1# Df#XF#σ,

akkor F#D szint�en kovari�ans deriv�al�as π-n, ezt D F �altali visszah�uzottj�anak
h��vjuk. F#D = D eset�en azt mondjuk, hogy F automor�zmusa D-nek, a D
automor�zmusai �altal alkotott csoportot Aut(D)-vel jel�olj�uk.

(k) Ha π : E −→ M egy vektornyal�ab �es c : I −→ M egy sima g�orbe,
akkor egy s : I −→ E sima lek�epez�est c-menti szel�esnek mondunk, ha
π ◦s = c. A c-menti szel�esek egy C∞(I)-modulust alkotnak, amelyet Secc(π)-veljel�ol�unk. Ha D kovari�ans deriv�al�as π-n, akkor egy�ertelm}uen l�etezik olyan
Dc : Secc(π) −→ Secc(π) R-line�aris lek�epez�es, amely eleget tesz a k�ovetkez}o
felt�eteleknek:
(1) b�armely s ∈ Secc(π) �es f ∈ C∞(I) eset�en Dc(fs) = f ′s + fDcs,(2) ha σ ∈ Sec(π) �es s := σ ◦ c, akkor (Dcs)(t) = D _c(t)σ, t ∈ I.
A Dc lek�epez�est a D-hez csatolt c-menti kovari�ans deriv�al�asnak nevezz�uk.

(l) A τM �erint}onyal�ab τ f�ol�otti visszah�uzott ja (pull-backje) az a τ∗τ vek-
tornyal�ab, amelynek tot�altere

TM ×M TM := {(v, w) ∈ TM × TM | τ(v) = τ(w)} ,

�es projekci�oja a (v, w) ∈ TM×TM 7−→ v ∈ TM lek�epez�es. Sz�uks�eg�unk van arra
a ◦

τ
∗
τ visszah�uzott nyal�abra is, ahol ◦τ : ◦

TM −→M a τ a has��tott �erint}onyal�ab:
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◦
TM := TM \ o(M) (o ∈ X(M) a z�erus vektormez}o), ◦τ := τ �

◦
TM .

τ∗τ szel�eseinek Sec(τ∗τ) C∞(TM)-modulus�at gener�alj�ak az
X̂ : v ∈ TM 7−→ X̂(v) := (v,X(τ(v))) ∈ TM ×M TM, X ∈ X(M)

b�azikus vektormez}ok. A δ : v ∈ TM 7−→ δ(v) := (v, v) ∈ TM ×M TM szel�est
τ∗τ kanonikus szel�es�enek h��vjuk.

(m) Egy D : X(TM) × Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) kovari�ans deriv�al�as geo-
detikus�an olyan γ : I −→ M regul�aris g�orb�et �ert�unk, amely eleget tesz a
D _γ(δ ◦ _γ) = 0 felt�etelnek; ami ekvivalens a D�γ(t)δ = 0, t ∈ I felt�etellel (l�asd
(k)/(2)).

7.2. Strukt�ur�ak az �erint}onyal�abon
Ebben a fejezetben r�oviden �osszefoglaljuk a τM �erint}onyal�abon �ertelmezhet}o

alapvet}o kanonikus objektumokat, �es le��rjuk, hogyan v�altoznak egy el}oretol�as
hat�as�ara.

(a) f v := f ◦ τ �es f c : v ∈ TM 7−→ f c(v) := v(f) ∈ R egy f ∈ C∞(M)
f�uggv�eny vertik�alis, illetve teljes lift je. Ha ϕ : M −→ M sima lek�epez�es, akkor
(f ◦ ϕ)c = f c ◦ ϕ∗.

(b) Egy TM -en �ertelmezett ξ vektormez}ot vertik�alisnak mondunk, ha
ξ ∼

τ
0; a vertik�alis vektormez}ok Xv(TM) algebr�aja r�eszalgebr�aja az X(TM)

Lie-algebr�anak. Egy X ∈ X(M) vektormez}o vertik�alis lift je az az egy�ertelm}uen
l�etez}o Xv vertik�alis vektormez}o, amely eleget tesz a Xvf c = (Xf)v felt�etelnek,
b�armely f ∈ C∞(M) eset�en. L�etezik egy kit�untetett vertik�alis vektormez}o
TM -en, a C-vel jel�olt Liouville-vektormez}o, amelyet azzal jellemezhet�unk, hogy
Cf v = 0 �es Cf c = f c (f ∈ C∞(M)).

(c) Tetsz}oleges X ∈ X(M) vektormez}oh�oz egy�ertelm}uen l�etezik olyan
Xc ∈ X(TM) vektormez}o, amelyre Xcf v = (Xf)v �es Xcf c = (Xf)c teljes�ul
b�armely f ∈ C∞(M) eset�en; ezt a vektormez}ot X teljes lift j�enek nevezz�uk.
Ekkor Xc ∼

τ
X, �es X ∼

ϕ
Y maga ut�an vonja Xc ∼

ϕ∗
Y c teljes�ul�es�et (2.1.3.

lemma). Ha ϕ ∈ Di�(M), akkor (ϕ∗)#Xc = (ϕ#X)c.
(d) Fontos szerepet j�atszik a

0 −→ TM ×M TM
i−→ TTM

j−→ TM ×M TM −→ 0,
kanonikus egzakt sorozat, ahol i �es j az al�abbiak szerint van �ertelmezve:

i(v, w) := _c(0); c(t) := v + tw (t ∈ R); j(z) := (τTM (z), τ∗(z)).
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A J := i ◦ j lek�epez�est TTM vertik�alis endomor�zmus�anak h��vjuk. A 7.1./(d)-
ben mondottak alapj�an i �es j C∞(TM)-homomor�zmusokat induk�al a megfelel}o
szel�esek modulusai k�oz�ott, ezeket szint�en i-vel �es j-vel jel�olj�uk. Hasznosak a
k�ovetkez}o rel�aci�ok:

C = iδ, [C,J] = −J;
jXc = X̂, j ◦Xv = 0, JXc = Xv, [Xv,J] = [Xc,J] = 0, (X ∈ X(M)).

K�onnyen ellen}orizhet}o, hogy tetsz}oleges γ : I −→ M sima g�orbe eset�en
j ◦ �γ = δ ◦ _γ (2.2.1. lemma).

(e) Ha ϕ ∈ Di�(M), �es ϕ∗ × ϕ∗ jel�oli a
(u, v) ∈ TM ×M TM 7−→ (ϕ∗(u), ϕ∗(v)) ∈ TM ×M TM

lek�epez�est, akkor (ϕ∗ × ϕ∗, ϕ∗) nyal�abautomor�zmusa τ∗τ -nak. ϕ#X̃-mal
jel�olj�uk egy X̃ ∈ Sec(τ∗τ) szel�es ϕ∗ ×ϕ∗ �altali el}oretoltj�at; ekkor (v.�o. 7.1./(e))

ϕ#X̃ = (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̃ ◦ ϕ−1
∗ .

Speci�alisan, tetsz}oleges M -en adott X vektormez}o eset�en ϕ#X̂ = ϕ̂#X (2.3.2.
lemma), teljes�ul tov�abb�a, hogy ϕ#δ = δ.

2.3.3. Lemma. Ha ϕ : M −→M sima lek�epez�es, akkor
ϕ∗∗ ◦ i = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗), (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j = j ◦ ϕ∗∗, ϕ∗∗ ◦ J = J ◦ ϕ∗∗.

Amennyiben ϕ di�eomor�zmus, �ugy (2.3.4. k�ovetkezm�eny)
(ϕ∗)#C = C, (ϕ∗)#Xv = (ϕ#X)v (X ∈ X(M));

tov�abb�a (2.3.5. k�ovetkezm�eny)
(ϕ∗)# ◦ i = i ◦ ϕ#, ϕ# ◦ j = j ◦ (ϕ∗)#, (ϕ∗)# ◦ J = J ◦ (ϕ∗)#.

7.3. Spray-sokas�agok
Ebben a fejezetben de�ni�aljuk a m�asodrend}u vektormez}oket �es legfonto-

sabb vari�ansaikat. Felid�ezz�uk �es �osszegy}ujtj�uk a hozz�ajuk kapcsol�od�o alapvet}o
t�enyeket, �es megtessz�uk els}o �eszrev�eteleinket az a�nit�asaik �es automor�zmusaik
kapcsolat�ara vonatkoz�oan.

(a) Egy ◦
TM f�ol�ott sima S : TM −→ TTM lek�epez�es szemispray, ha

τTM ◦ S = 1TM , z�erusvektort z�erusvektorba visz, �es eleget tesz a jS = δ (vagy
{ ekvivalens m�odon { a JS = C) felt�etelnek. Egy szemisprayt m�asodrend}u
vektormez}onek mondunk, ha a teljes �ertelmez�esi tartom�any�an sima. Sprayn
olyan C1-oszt�aly�u szemisprayt �ert�unk, amely m�asodfok�u pozit��v homog�en



84 7. FEJEZET. �OSSZEFOGLAL �O

abban az �ertelemben, hogy [C,S] = S. Egy C2-oszt�aly�u sprayt a�n spraynek
nevez�unk.

(b) Ha S szemispray TM -en, akkor tetsz}oleges ξ ∈ X(TM), illetve
X ∈ X(M) eset�en J[Jξ, S] = Jξ (Grifone-rel�aci�o), teljes�ul tov�abb�a, hogy
[Xv, S] = Xc + η, ahol η ∈ Xv(TM).

(c) Egy regul�aris γ : I −→ M g�orbe geodetikusa egy S szemispraynek, ha a
sebess�egvektormez}oje integr�alg�orb�eje S-nek, azaz ha S◦ _γ = �γ. Egy ϕ : M −→M
di�eomor�zmus a�nit�asa (vagy tot�algeodetikus transzform�aci�oja) egy S szemi-
spraynek, ha meg}orzi a geodetikusokat (mint parametriz�alt g�orb�eket), vagyis
ha

�p−−−qϕ ◦ γ = S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ, minden γ : I −→M geodetikus eset�en.

Egy S szemispray a�nit�asai Lie-csoportot alkotnak, amelyet A�(S)-sel jel�ol�unk.
(d) Ha S szemispray �es ϕ ∈ Di�(M), akkor (ϕ∗)#S szint�en szemispray,

�es { speci�alisan { spray, ha S is spray. ϕ-t S automor�zmus�anak h��vjuk, ha
(ϕ∗)#S = S, azaz ha ϕ∗∗ ◦ S = S ◦ ϕ∗. Aut(S) jel�oli S automor�zmusainak
csoportj�at.

(e) Ha S szemispray �es ϕ ∈ Di�(M), akkor tetsz}oleges γ : I −→M geodeti-
kus eset�en

(ϕ∗∗ ◦ S − S ◦ ϕ∗) ◦ _γ = 0 (3.2.2.);
teljes�ul tov�abb�a, hogy

A�(S) = Aut(S) (3.2.5.).

7.4. Ehresmann-konnexi�ok
Ebben a fejezetben az Ehresmann-konnexi�okat vizsg�aljuk. Egyr�eszt n�eh�any

fontos ismert t�etelt igazolunk �uj eszk�oz�ok �es �otletek seg��ts�eg�evel (4.1.3.,
4.3.2.-4.3.5.), m�asr�eszt pedig { �es ez a fejezet f}o eredm�enye { egy Ehresmann-
konnexi�o automor�zmusait jellemezz�uk az a�nit�asai �es az er}os torzi�oja
seg��ts�eg�evel (4.5.7.). Mindez, egy gondos diszkusszi�o r�ev�en, lehet}ov�e teszi annak
a klasszikus t�etelnek egy �eles��t�es�et, amely szerint 'egy sokas�ag di�eomor�zmusa
pontosan akkor automor�zmusa egy kovari�ans deriv�al�asnak, ha a�nit�as �es
meg}orzi a torzi�ot'.

(a) Egy M sokas�ag f�ol�otti H Ehresmann-konnexi�on a 7.3./(d)-beli kanoni-
kus egzakt sorozat olyan jobboldali has��t�as�at �ertj�uk, amely ◦

TM ×M TM f�ol�ott
sima, �es amelyre tetsz}oleges p ∈M , v ∈ TpM eset�en H(o(p), v) := (o∗)p(v) tel-jes�ul, ahol o ∈ X(M) a z�erus vektormez}o. h := H◦j, v := 1TTM−h, V := i−1◦v
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�es SH := H ◦ δ rendre a H Ehresmann-konnexi�ohoz csatolt horizont�alis pro-
jektor, vertik�alis projektor, vertik�alis lek�epez�es �es szemispray. Egy X ∈ X(M)
vektormez}o (H szerinti) horizont�alis lift je az Xh := H(X̂) = hXc ∈ X( ◦TM)
vektormez}o.

(b) Ha S szemispray M f�ol�ott, akkor egy�ertelm}uen l�etezik olyan HSEhresmann-konnexi�o, hogy
HS(X̂) = 1

2(Xc − [Xv, S]) b�armely X ∈ X(M)-re (Crampin).
A H-hoz tartoz�o horizont�alis projektor

hS = 1
2(1X(TM) − [S,J]) (Grifone)

(4.1.3. �all��t�as).
(c) Legyen H Ehresmann-konnexi�o az M sokas�ag f�ol�ott. Ha

∇ξỸ := j[vξ,HỸ ] + V[hξ, iỸ ]; ξ ∈ X(TM), Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ),
akkor ∇ kovari�ans deriv�al�as ◦

τ
∗
τ -n, amelyet a H �altal induk�alt Berwald-

deriv�al�asnak h��vunk. A
∇h

X̃
Ỹ := ∇HX̃ Ỹ , illetve a ∇v

X̃
Ỹ := ∇iX̃ Ỹ (X̃, Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ))

formul�aval �ertelmezett ∇h, illetve ∇v oper�ator a (H-hoz tartoz�o) h-Berwald
deriv�al�as, illetve (kanonikus) vertik�alis deriv�al�as. (K�onnyen l�athat�o, hogy
∇v nem f�ugg az Ehresmann-konnexi�o megv�alaszt�as�at�ol.) Egy H Ehresmann-
konnexi�o t tenzi�oja, T torzi�oja, �es Ts er}os torzi�oja rendre a t := ∇hδ,
T(X̃, Ỹ ) := ∇h

X̃
Ỹ − ∇h

Ỹ
X̃ − j[HX̃,HỸ ] (X̃, Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ)) �es Ts := t + iδTtenzor. H homog�en, ha a tenzi�oja elt}unik. Homog�en esetben az SH csatolt

szemispray spray. Megford��tva, ha SH spray, akkor t(δ) = 0 (4.2.3. lemma).
4.3.2. �All��t�as. 12 iTs = H−HSH

, ahol az HSH
Ehresmann-konnexi�o az SHszemisprayb}ol sz�armazik (l�asd (b)).

K�ovetkezm�enyk�ent ad�odik (4.3.3., 4.3.4.), hogy egy H Ehresmann-konnexi�ot
tekintve az al�abbi h�arom felt�etel ekvivalens: (i) H er}os torzi�oja elt}unik.
(ii) H = HSH

. (iii) t = 0 �es T = 0.
Ugyancsak 4.3.2. alapj�an nyerhet}o a

4.3.5. K�ovetkezm�eny (Unicit�as-t�etel). Egy Ehresmann-konnexi�ot
egy�ertelm}uen meghat�arozza az er}os torzi�oja �es az �altala induk�alt szemispray.

(d) Amennyiben H Ehresmann-konnexi�o M f�ol�ott �es ϕ ∈ Di�(M), �ugy
ϕ#H := ϕ−1

∗∗ ◦ H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) szint�en Ehresmann-konnexi�o, H ϕ �altali
visszah�uzottja. Ha ϕ#H = H, �es ��gy ϕ∗∗ ◦ H = H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗), akkor ϕ-t H

automor�zmus�anak nevezz�uk. Aut(H) jel�oli H automor�zmusainak csoportj�at.
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A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek:
(i) ϕ ∈ Aut(H), (ii) (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ V = V ◦ ϕ∗∗,

(iii) ϕ∗∗ ◦ h = h ◦ ϕ∗∗, (iv) ϕ∗∗ ◦ v = v ◦ ϕ∗∗,

(v) (ϕ∗)#Xh = (ϕ#X)h, minden X ∈ X(M)-re
(4.5.2. �all��t�as). Ha (i)-(v) valamelyike, �es ez�ert b�armelyike teljes�ul, akkor t, T
�es Ts eleget tesz a

ϕ# ◦ t = t ◦ ϕ#, ϕ# ◦T = T ◦ (ϕ# × ϕ#), ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#
felcser�el�esi rel�aci�oknak (4.5.3. �all��t�as).

4.5.4. �es 4.5.5. �All��t�asok. Legyen H egy M sokas�ag f�ol�otti Ehresmann-
konnexi�o, �es legyen ∇ a H �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as. Ekkor

Aut(H) ⊂ Aut(∇) ∩Aut(SH).
Megford��tva, ha S szemispray M f�ol�ott, akkor

Aut(S) ⊂ Aut(HS).
4.5.6. T�etel. Az M sokas�ag egy ϕ di�eomor�zmusa akkor �es csak akkor

automor�zmusa egy (M f�ol�otti) H Ehresmann-konnexi�onak, ha automor�zmusa
SH-nak �es eleget tesz a ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ# rel�aci�onak.

(e) Egy γ : I −→ M regul�aris g�orbe geodetikusa a H Ehresmann-
konnexi�onak, ha V◦ �γ = 0, vagy { ekvivalens m�odon { h◦ �γ = �γ. H geodetikusai
egybeesnek a csatolt SH szemispray geodetikusaival (4.4.2. �all��t�as). H homo-
genit�asa eset�en H-nak �es az �altal induk�alt Berwald-deriv�al�asnak ugyanazok a
geodetikusai (4.4.4. lemma). Ez a tulajdons�ag pontosan akkor teljes�ul, ha SHspray (4.4.6. �all��t�as).

(f) Egy ϕ ∈ Di�(M) lek�epez�es a�nit�asa egy (M sokas�ag f�ol�otti) H

Ehresmann-konnexi�onak, ha meg}orzi a geodetikusokat mint parametriz�alt
g�orb�eket (v.�o. 7.3./(c)). A H �osszes a�nit�asa �altal alkotott csoportot A�(H)-val
jel�olj�uk. Ugyan��gy de�ni�alhatjuk egy τ∗τ -n �ertelmezett D �es egy M -en adott ◦

D

kovari�ans deriv�al�as A�(D) �es A�( ◦D) a�nit�ascsoportj�at. Az (e) pontban tett
�eszrev�etelekb}ol azonnal ad�odik, hogy

A�(H) = A�(SH) (4.4.3. k�ovetkezm�eny);
�es hogy

A�(H) = A�(∇), ha H homog�en (4.4.5. k�ovetkezm�eny).
Mivel Aut(SH) = A�(SH) (l�asd 3.2.5.), a 4.5.6. t�etel a k�ovetkez}o fontos
eredm�enyhez vezet:
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4.5.7. K�ovetkezm�eny. ϕ pontosan akkor automor�zmusa a H Ehresmann-
konnexi�onak, ha a�nit�asa H-nak �es ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#.
V�eg�ul, tekintve egy ◦

D kovari�ans deriv�al�ast az M sokas�agon, �uj jellemz�es�et adjuk
a ◦

D-automor�zmusoknak.
4.5.8. T�etel. ϕ ∈ Aut( ◦D) pontosan akkor teljes�ul, ha ϕ ∈ A�( ◦D) �es

ϕ# ◦ iδT = iδT ◦ ϕ#, ahol T(X̂, Ŷ ) = i−1(T ( ◦D)(X, Y ))v, T ( ◦D) ◦
D torzi�oja �es

X, Y ∈ X(M).

7.5. Vonalelem D-sokas�agok
Ebben a fejezetben a τ∗τ nyal�abon adott kovari�ans deriv�al�asokat vizsg�alunk.

T�obbf�ele regularit�as-fogalmat vezet�unk be �es jellemezz�uk ezeket. Megmutat-
juk, hogy b�armely τ∗τ -on adott regul�aris kovari�ans deriv�al�asb�ol kanonikusan
sz�armaztathat�o egy Ehresmann-konnexi�o. Konstrukci�oink egy Ehresmann-
konnexi�o tenzi�oj�anak �uj interpret�aci�oj�ahoz is elvezetnek. A fejezet f}o eredm�enyei
(5.4.7., 5.4.9., 5.4.11.) kor�abbi �all��t�asok (4.5.6., 4.5.8.) �altal�anos��t�asai a τ∗τ
visszah�uzott nyal�abon adott regul�aris kovari�ans deriv�al�asokra.

(a) Vonalelem D-sokas�agon olyan (M,D) p�art �ert�unk, ahol M egy sima
sokas�ag, D pedig kovari�ans deriv�al�as a τ∗τ visszah�uzott nyal�abon. A D-hez
tartoz�o Dv v-kovari�ans deriv�al�ast a Dv

X̃
Ỹ = DiX̃ Ỹ (X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)) el}o��r�assal

�ertelmezz�uk. D torzi�oja a
T (D)(ξ, η) := Dξjη −Dηjξ − j[ξ, η]; ξ, η ∈ X(TM)

formul�aval de�ni�alt T (D) (12)-tenzor. Az
S(X̃, Ỹ ) := ∇v

Ỹ
X̃ −Dv

Ỹ
X̃; X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)

el}o��r�assal adott S k�ul�onbs�egtenzort D Finsler-torzi�ojak�ent is eml��tj�uk. Ha egy
H Ehresmann-konnexi�ot is kijel�ol�unk M f�ol�ott, akkor a D kovari�ans deriv�al�as
T (H-) horizont�alis torzi�oj�at, T v(D) (H-) vertik�alis torzi�oj�at, �es P horizont�alis
k�ul�onbs�egtenzor�at rendre a

T(X̃, Ỹ ) := DHX̃ Ỹ −DHỸ X̃ − j[HX̃,HỸ ],
T v(D)(ξ, η) := DξVη −DηVξ − V[ξ, η],

P(X̃, Ỹ ) := DHX̃ Ỹ −∇HX̃ Ỹ .

formul�akkal vezetj�uk be, ahol X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ), ξ, η ∈ X(TM). Megjegyezz�uk,
hogy P(X̃, Ỹ ) = T v(D)(HX̃, iỸ ).

(b) Legyen D kovari�ans deriv�al�as τ∗τ -n. A µ := Dδ, illetve µv := µ ◦ i(11)-tenzort D de
exi�oj�anak, illetve v-de
exi�oj�anak nevezz�uk. D regul�aris, ha
µv �brumonk�ent injekt��v; er}osen regul�aris, ha µv = 1Sec(τ∗τ); vertik�alisan
term�eszetes, ha Dv = ∇v.
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5.1.4. Lemma. µv = 1Sec(τ∗τ) − iδS .
5.1.6. K�ovetkezm�eny. Egy kovari�ans deriv�al�as pontosan akkor ver-

tik�alisan term�eszetes, er}osen regul�aris, illetve regul�aris, ha S = 0, iδS = 0,
illetve ha 1Sec(τ∗τ) − iδS bijekt��v. A vertik�alis term�eszetess�eg maga ut�an vonja
az er}os regularit�ast, az er}os regularit�asb�ol pedig k�ovetkezik a regularit�as.

(c) Legyen D kovari�ans deriv�al�as τ∗τ -n �es legyen H M f�ol�otti Ehresmann-
konnexi�o. Ha Dh

X̃
Ỹ := DHX̃ Ỹ (X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)), akkor azt mondjuk, hogy Dh

a H-hoz tartoz�o h-kovari�ans deriv�al�as. D H-de
exi�oja a µH := Dhδ = µ ◦H(11)-tenzor. D H-hoz csatolt, ha Ker(µ) = Im(H); D er}osen csatolt a H-hoz, ha
µ = V. Megmutatjuk a k�ovetkez}oket:
{ egy H Ehresmann-konnexi�o �altal induk�alt Berwald-deriv�al�as pontosan akkor
er}osen csatolt H-hoz, ha H homog�en (5.1.8.);
{ D akkor �es csak akkor csatolt H-hoz, ha regul�aris �es µH = 0 (5.1.9./(1));
{ D pontosan akkor er}osen csatolt H-hoz, ha er}osen regul�aris �es µH = 0
(5.1.9./(2)).

(d) Legyen D regul�aris kovari�ans deriv�al�as a τ∗τ visszah�uzott nyal�abon. A
5.2.1. t�etel, 5.2.2. �es 5.2.7 �all��t�asok eredm�enyeit a k�ovetkez}ok�eppen foglalhat-
juk �ossze: Egy�ertelm}uen l�etezik olyan HD Ehresmann-konnexi�o, hogy D HD-de
exi�oja elt}unik. B�azikus vektormez}ok�on HD hat�as�at a

HD(X̂) = Xc − i(µv)−1DXcδ, X ∈ X(M).
�osszef�ugg�es adja meg. A HD-hez tartoz�o horizont�alis projektor a

hD = 1X(TM) − i(µv)−1DXcδ

lek�epez�es, �es Im(HD) = Ker(µ). HD akkor �es csak akkor sz�armazik szemi-
sprayb}ol a 7.4./(b) szerinti �ertelemben, ha T(X̃, Ỹ ) = P(X̃, Ỹ ) − P(Ỹ , X̃)
(X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)), ahol T �es P a HD-hez tartoz�o horizont�alis torzi�o,
illetve k�ul�onbs�egtenzor. Ha { speci�alisan { D er}osen regul�aris, akkor
HD(X̂) = Xc − iDXcδ, hD = 1X(TM) − i ◦ µ.
HD-t a D �altal induk�alt Ehresmann-konnexi�onak nevezz�uk.

(e) Legyen adott egy H Ehresmann-konnexi�o, �es legyen ∇ a H �altal induk�alt
Berwald-deriv�al�as. Ekkor tekinthetj�uk a ∇ �altal induk�alt H∇ Ehresmann-
konnexi�ot, �es a k�ovetkez}o eredm�enyhez jutunk:

A tenzi�o interpret�aci�oja (5.2.4.) : it = H −H∇ .
(f) A dolgozat f}o r�esz�et lez�ar�o 5. fejezetben t�obbf�ele jellemz�est adunk egy

τ∗τ -n �ertelmezett D regul�aris kovari�ans deriv�al�as automor�zmusaira. Az 5.4.7.,
5.4.9. �es 5.4.11. t�etelek eredm�enyei az al�abbiakban foglalhat�ok �ossze.

Tekintve a D �altal induk�alt HD Ehresmann-konnexi�ot, �es k�epezve erre vo-
natkoz�oan a Ts, T �es T v(D) torzi�okat, valamint a P k�ul�onbs�egtenzort, egy
ϕ ∈ Di�(M) di�eomor�zmusra a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek:
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(i) ϕ ∈ Aut(D).
(ii) ϕ ∈ Aut(HD), �es ϕ eleget tesz a ϕ#◦S = S◦(ϕ#×ϕ#), ϕ#◦P = P◦(ϕ#×ϕ#)rel�aci�oknak.
(iii) ϕ ∈ A�(D), �es ϕ eleget tesz a ϕ# ◦Ts = Ts ◦ϕ#, ϕ# ◦ S = S ◦ (ϕ# ×ϕ#),
ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#) rel�aci�oknak.(iv) ϕ ∈ A�(D), �es ϕ eleget tesz a ϕ# ◦ T (D) = T (D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#),
ϕ# ◦ T v(D) = T v(D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#) rel�aci�oknak.

7.6. Appendix: a koordin�at�as n�ez}opont
Az Appendixben levezetj�uk egy szemispray koe�cienseinek, egy Ehresmann-

konnexi�o �es egy, a τ∗τ nyal�abon adott kovari�ans deriv�al�as, valamint
egy tetsz}oleges π vektornyal�abon adott kovari�ans deriv�al�as Christo�el-
szimb�olumainak transzform�aci�os szab�aly�at t�erk�epcsere eset�en. Mai nyelven
t�ort�en}o (de koordin�at�as) le��r�as�at adjuk a Varga Ott�o �altal bevezetett invari�ans
di�erenci�alnak. Kider�ul, hogy ez az oper�ator azonos��that�o a Hashiguchi-f�ele
"vonalelem-sokas�agon adott a�n konnexi�o"-val, �es hogy mindk�et di�erenci�al�asi
elj�ar�as a disszert�aci�oban szerepl}o, a τ∗τ nyal�abon �ertelmezett kovari�ans deriv�al�as
egy-egy lok�alis megjelen��t�es�enek tekinthet}o.



8. fejezet

Summary

8.1. Vector bundles and covariant di�erentia-
tion

The aim of the �rst chapter is to �x our notation, conventions, and to recall
some basic concepts and facts which will be used throughout the Thesis.

(a) By a manifold we always mean a connected, Hausdor�, second coun-
table smooth manifold of �nite (positive) dimension. C∞(M) is the ring of
smooth real-valued functions on a manifold M , Di�(M) denotes the group of
di�eomorphisms of M .

(b) A real vector bundle of rank k over a manifold M is a smooth map
π : E −→M such that
(1) each �bre Ep := π−1(p), p ∈M is a k-dimensional real vector space;
(2) for each p ∈M there is a neighbourhood U of p in M and a di�eomorphism
ϕ : U × Rk −→ π−1(U) such that for each q ∈ U , the map

v ∈ Rk 7−→ ϕ(q, v) ∈ Eq

is a linear isomorphism.
Then E, M and π are called the total space, the base manifold and the projection,
respectively. A smooth map σ : M −→ E is a section of π if π ◦ σ = 1M . More
generally, a section over an open subset U ⊂ M is a smooth map σ : U −→ E
with π ◦ σ = 1U . Sec(π) denotes the C∞(M)-module of sections of π.

If π : E −→M is a real vector bundle of rank k, then for each point p ∈M
there exists a neighbourhood U of p and a family (σα)kα=1 of sections over U
such that the map

U × Rk −→ π−1(U),
q,

 ν1...
νk


 7−→ ν1σ1(q) + · · ·+ νkσk(q)

90
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is a di�eomorphism. This is a characteristic property of vector bundles, used in
the Thesis as the de�ning property.

(c) If π1 : E1 −→ M1 and π2 : E2 −→ M2 are two vector bundles, then a
bundle map of π1 into π2 is a pair (F, f) of smooth maps F : E1 −→ E2 and
f : M1 −→ M2 such that π2 ◦ F = f ◦ π1, and for each p ∈ M1 the restriction
F � (E1)p is an (R-) linear map of (E1)p into (E2)f(p). A bundle map (F, f) is
called an isomorphism if F is a di�eomorphism. An automorphism of a vector
bundle is an isomorphism of the bundle onto itself.

(d) Let π1 : E1 −→ M and π2 : E2 −→ M be vector bundles with
common base manifold. Then a smooth map F : E1 −→ E2 is said to be
a strong bundle map if (F, 1M ) is a bundle map of π1 into π2. Throughoutthe Thesis is (tacitly) used the fundamental lemma of strong bundle maps
(1.2.2): a map F : Sec(π1) −→ Sec(π2) is C∞(M)-linear, if and only if, there
is a strong bundle map F : E1 −→ E2 such that F(σ) = F ◦σ, for all σ ∈ Sec(π1).

(e) If (F, f) is an automorphism of the vector bundle π : E −→M , then the
push-forward of a section σ ∈ Sec(π) by F is the section

F#σ := F ◦ σ ◦ f−1.
Then for any function h ∈ C∞(M) we have

F#(hσ) = (h ◦ f−1)F#σ.

(f) The tangent bundle of an n-dimensional manifold M is the vector bundle
τ : TM −→M (denoted also by τM ) whose �bre at a point p ∈M is the tangent
space TpM . If ϕ : M −→ N is a smooth map, then its tangent map or derivative
ϕ∗ : TM −→ TN is given by

(ϕ∗)(v)(h) := v(h ◦ ϕ); v ∈ TpM, h ∈ C∞(N).
Then (ϕ∗, ϕ) is a bundle map of τM into τN , and hence

τN ◦ ϕ∗ = ϕ ◦ τM , τTN ◦ ϕ∗∗ = ϕ∗ ◦ τTM .

(g) X(M) := Sec(τM ) is the C∞(M)-module of vector �elds on M ; [X, Y ] is
the Lie bracket of X, Y ∈ X(M). If ξ ∈ X(TM) and A : X(TM) −→ X(TM) is a
type (11) tensor on TM , then their Fr�olicher-Nijenhuis bracket is the (11) tensor[ξ,A] given by

[ξ,A]η := [ξ, Aη]−A[ξ, η], η ∈ X(TM).
(h) Two vector �elds X ∈ X(M), Y ∈ X(N) are called ϕ-related with

respect to a smooth map ϕ : M −→ N if ϕ∗ ◦X = Y ◦ϕ; then we write X ∼
ϕ

Y .
If ϕ ∈ Di�(M), then ϕ#X (see (e)) is the unique vector �eld on M which is
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ϕ-related to X.
(i) We denote by ddr the canonical vector �eld on R arising from the usual

chart (R, r) := (R, 1R). The velocity �eld of a (smooth) curve γ : I −→ M is
_γ := γ∗ ◦ ddr , the acceleration �eld of γ is

�γ := __γ = _γ∗ ◦ d
dr

=
(

γ∗ ◦
d
dr

)
∗
◦ d
dr

.

If ϕ : M −→M is a smooth map, then
_p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗ ◦ _γ, �p−−−qϕ ◦ γ = ϕ∗∗ ◦ �γ.

(j) A covariant derivative in a vector bundle π : E −→M is a map
D : X(M)× Sec(π) −→ Sec(π), (X, σ) 7−→ DXσ

such that D is tensorial in X and a derivation in σ. If (F, f) is an automorphism
of π, and

(F#D)Xσ := F−1# Df#XF#σ,

then F#D is also a covariant derivative in π, the pull-back of D via F . If
F#D = D, then F is called an automorphism of D. Aut(D) denotes the group
of automophisms of the covariant derivative D.

(k) Let π : E −→M be a vector bundle, and c : I −→M a smooth curve. A
smooth map s : I −→ E is said to be a section along c if π ◦ s = c. The sections
along c form a C∞(I)-module denoted by Secc(π). If D is a covariant derivative
in π, then there is a unique R-linear map Dc : Secc(π) −→ Secc(π) such that
(1) if s ∈ Secc(π) and f ∈ C∞(I), then Dc(fs) = f ′s + fDcs,(2) if σ ∈ Sec(π) and s := σ ◦ c, then (Dcs)(t) = D _c(t)σ, t ∈ I.
Dc is called the covariant derivative along c.

(l) The pull-back of τM over τ is the vector bundle τ∗τ with total
space TM ×M TM := {(v, w) ∈ TM × TM | τ(v) = τ(w)}, and projection
(v, w) ∈ TM × TM 7−→ v ∈ TM . We also consider the vector bundle ◦

τ
∗
τ ,

where ◦
τ : ◦

TM −→ M is the deleted bundle for τ , i.e., ◦
TM := TM \ o(M),

o ∈ X(M) is the zero vector �eld, and ◦
τ := τ �

◦
TM .

The C∞(TM)-module Sec(τ∗τ) is generated by the basic vector �elds
X̂ : v ∈ TM 7−→ X̂(v) := (v,X(τ(v))) ∈ TM ×M TM, X ∈ X(M).

The section δ : v ∈ TM 7−→ δ(v) := (v, v) ∈ TM ×M TM is called the canonical
section of τ∗τ .

(m) By a geodesic of a covariant derivative
D : X(TM) × Sec(τ∗τ) −→ Sec(τ∗τ) we mean a regular curve γ : I −→ M
satisfying the condition D _γ(δ◦ _γ) = 0. Equivalently (see (k)/(2)), γ is a geodesic
of D, if and only if, D�γ(t)δ = 0, for all t ∈ I.
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8.2. Structures on the tangent bundle
In this chapter we o�er a brief summary of the basic canonical objects living

on the tangent bundle τM . In particular, we describe, how these objects change
under a push-forward operation.

(a) f v := f ◦ τ and f c : v ∈ TM 7−→ f c(v) := v(f) ∈ R are the vertical and
the complete lift of a function f ∈ C∞(M), respectively. If ϕ : M −→ M is a
smooth map, then (f ◦ ϕ)c = f c ◦ ϕ∗.

(b) A vector �eld ξ on TM is called vertical, if ξ ∼
τ
0; the vertical vector

�elds form a subalgebra Xv(TM) of the Lie algebra X(TM). The vertical lift
of a vector �eld X on M is the unique vertical vector �eld Xv which satis�es
Xvf c = (Xf)v for all f ∈ C∞(M). We have a canonical vertical vector �eld, the
Liouville vector �eld C on TM . It may be characterized by the two conditions
Cf v = 0 and Cf c = f c, for all f ∈ C∞(M).

(c) The complete lift of a vector �eld X ∈ X(M) is the unique vector �eld
Xc ∈ X(TM) satisfying Xcf v = (Xf)v and Xcf c = (Xf)c for all f ∈ C∞(M).
Then Xc ∼

τ
X, and X ∼

ϕ
Y implies Xc ∼

ϕ∗
Y c (Lemma 2.1.3). If ϕ ∈ Di�(M),

then (ϕ∗)#Xc = (ϕ#X)c.
(d) We have the canonical exact sequence

0 −→ TM ×M TM
i−→ TTM

j−→ TM ×M TM −→ 0
of strong bundle maps de�ned by

i(v, w) := _c(0); c(t) := v + tw (t ∈ R) and j(z) := (τTM (z), τ∗(z)).
J := i ◦ j is said to be the vertical endomorphism of TTM . By 8.1/(d), i and j
induce C∞(TM)-homomorphisms at the level of sections, which we denote by
the same symbols. We have the relations

C = iδ, [C,J] = −J;
and, for each X ∈ X(M),

jXc = X̂, j ◦Xv = 0, JXc = Xv, [Xv,J] = [Xc,J] = 0.
It is easy to check that j ◦ �γ = δ ◦ _γ, for any smooth curve γ : I −→M (Lemma
2.2.1).

(e) If ϕ ∈ Di�(M), and ϕ∗ × ϕ∗ denotes the map
(u, v) ∈ TM ×M TM 7−→ (ϕ∗(u), ϕ∗(v)) ∈ TM ×M TM,
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then (ϕ∗ × ϕ∗, ϕ∗) is an automorphism of τ∗τ . We denote by ϕ#X̃ the push-
forward of a section X̃ ∈ Sec(τ∗τ) by ϕ∗ × ϕ∗; then (confer 8.1/(e))

ϕ#X̃ = (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ X̃ ◦ ϕ−1
∗ .

We have, in particular, for any vector �eld X on M , ϕ#X̂ = ϕ̂#X (Lemma
2.3.2), and ϕ#δ = δ.

Lemma 2.3.3. If ϕ : M −→M is a smooth map, then
ϕ∗∗ ◦ i = i ◦ (ϕ∗ × ϕ∗), (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ j = j ◦ ϕ∗∗, ϕ∗∗ ◦ J = J ◦ ϕ∗∗.

If ϕ is a di�eomorphism, then (Corollary 2.3.4)
(ϕ∗)#C = C, (ϕ∗)#Xv = (ϕ#X)v (X ∈ X(M));

furthermore (Corollary 2.3.5)
(ϕ∗)# ◦ i = i ◦ ϕ#, ϕ# ◦ j = j ◦ (ϕ∗)#, (ϕ∗)# ◦ J = J ◦ (ϕ∗)#.

8.3. Spray manifolds
In this chapter we de�ne the second-order vector �elds and their most

important mutations. We collect some basic facts on semisprays, and we have
a �rst look at their a�nity and automorphism groups.

(a) A map S : TM −→ TTM , smooth on ◦
TM , is said to be a semispray, if

τTM ◦ S = 1TM , it sends zeros to zeros, and satis�es the condition jS = δ (or,
equivalently, JS = C). A semispray is called a second-order vector �eld, if it
is smooth on its whole domain. By a spray we mean a semispray of class C1,
which is positive-homogeneous of degree two in the sense that [C,S] = S. An
a�ne spray is a spray of class C2.

(b) If S is a semispray on TM , then
J[Jξ, S] = Jξ for all ξ ∈ X(TM) − Grifone's relation;

[Xv, S] = Xc + η, η ∈ Xv(TM), for all X ∈ X(M).
(c) A regular curve γ : I −→M is a geodesic of a semispray S if its velocity

�eld is an integral curve of S, i.e., S ◦ _γ = �γ. A di�eomorphism ϕ : M −→M is
an a�nity (or totally geodesic transformation) of S if it preserves the geodesics
considered as parametrized curves, i.e., if

�p−−−qϕ ◦ γ = S ◦ _p−−−qϕ ◦ γ, for all geodesic γ : I −→M.

The a�nities of a semispray S form a Lie group, denoted by A�(S).
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(d) If S is a semispray and ϕ ∈ Di�(M), then (ϕ∗)#S is also a semispray,
which remains a spray, if S is spray. ϕ is called an automorphism of S, if
(ϕ∗)#S = S, i.e., ϕ∗∗ ◦S = S ◦ϕ∗. Aut(S) denotes the group of automorphisms
of S.

(e) We have the following simple results (3.2.2, 3.2.5): if S is a semispray
and ϕ ∈ Di�(M), then

(ϕ∗∗ ◦ S − S ◦ ϕ∗) ◦ _γ = 0, for all geodesics γ : I −→M ;
A�(S) = Aut(S).

8.4. Ehresmann connections
This chapter is devoted to our investigations on Ehresmann connections. On

the one hand, using new ideas and tools, we reproduce some important known
results (4.1.3, 4.3.2-4.3.5). On the other hand, and this is the main result of
the chapter, we characterize the automorphisms of an Ehresmann connection
in terms of its a�nities and strong torsion (4.5.7). After a careful discussion,
we obtain a strengthening of the classical theorem: 'a di�eomorphism is an
automorphism of a covariant derivative on a manifold, if and only if, it is an
a�nity and preserves the torsion'.

(a) Roughly speaking, an Ehresmann connection H over a manifold M
is a left splitting of the canonical exact sequence in 8.2/(d), smooth only
on ◦

TM ×M TM , and given on o(M) ×M TM by H(o(p), v) := (o∗)p(v);
p ∈M , v ∈ TpM . We associate to any Ehresmann connection H the horizontal
projector h := H ◦ j, the vertical projector v = 1TTM − h, the vertical map
V := i−1 ◦v and the semispray SH := H ◦ δ. The horizontal lift of a vector �eld
X ∈ X(M) with respect to H is Xh := H(X̂) = hXc ∈ X( ◦TM).

(b) If S is a semispray over M , then there is a unique Ehresmann connection
HS such that

HS(X̂) = 1
2(Xc − [Xv, S]) for all X ∈ X(M) (Crampin),

with horizontal projector
hS = 1

2(1X(TM) − [S,J]) (Grifone)
(Proposition 4.1.3).

(c) Let H be an Ehresmann connection over M . If
∇ξỸ := j[vξ,HỸ ] + V[hξ, iỸ ]; ξ ∈ X(TM), Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ),
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then ∇ is a covariant derivative in ◦
τ
∗
τ , called the Berwald derivative induced

by H. The operators ∇h and ∇v de�ned by
∇h

X̃
Ỹ := ∇HX̃ Ỹ and ∇v

X̃
Ỹ := ∇iX̃ Ỹ (X̃, Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ))

are called the h-Berwald derivative (belonging to H) and the (canonical) vertical
derivative, respectively. The latter does not depend on the choice of the Ehres-
mann connection. The tension t, the torsion T, and the strong torsion Ts of H

are de�ned, respectively, by t := ∇hδ, T(X̃, Ỹ ) = ∇h
X̃

Ỹ − ∇h
Ỹ

X̃ − j[HX̃,HỸ ]
(X̃, Ỹ ∈ Sec(◦τ∗τ)) and Ts := t + iδT. H is called homogeneous if its tension
vanishes. In the homogeneous case the associated semispray SH is a spray.
Conversely, if SH is a spray, then t(δ) = 0 (Lemma 4.2.3).

Proposition 4.3.2. 12 iTs = H − HSH
, where HSH

is the Ehresmann
connection determined by SH accoroding to (b).
As a corollary, we obtain that the following three conditions concerning an
Ehresmann connection H are equivalent: (i) the strong torsion of H vanishes.
(ii) H = HSH

. (iii) t = 0 and T = 0 (4.3.3, 4.3.4). 4.3.2 also implies
Corollary 4.3.5 (unicity theorem). An Ehresmann connection is uniquely

determined by its strong torsion and associated semispray.
(d) If H is an Ehresmann connection over M and ϕ ∈ Di�(M), then

ϕ#H := ϕ−1
∗∗ ◦H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗) is also an Ehresmann connection, the pull back of

H via ϕ. If ϕ#H = H, and hence ϕ∗∗ ◦H = H ◦ (ϕ∗ × ϕ∗), then ϕ is called
an automorphism of H. Aut(H) denotes the group of automorphisms of H. The
following are equivalent:

(i) ϕ ∈ Aut(H), (ii) (ϕ∗ × ϕ∗) ◦ V = V ◦ ϕ∗∗,

(iii) ϕ∗∗ ◦ h = h ◦ ϕ∗∗, (iv) ϕ∗∗ ◦ v = v ◦ ϕ∗∗,

(v) (ϕ∗)#Xh = (ϕ#X)h, for all X ∈ X(M)
(Proposition 4.5.2). If one, and hence all of these conditions are satis�ed, then
t, T and Ts satisfy the relations

ϕ# ◦ t = t ◦ ϕ#, ϕ# ◦T = T ◦ (ϕ# × ϕ#), ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#
(Proposition 4.5.3).

Propositions 4.5.4 and 4.5.5. Let H be an Ehresmann connection over
M , and let ∇ be the Berwald derivative induced by H. Then

Aut(H) ⊂ (Aut(∇) ∩Aut(SH)) .

Conversely, if S is a semispray over M , then
Aut(S) ⊂ Aut(HS).

Theorem 4.5.6. A di�eomorphism ϕ of M is an automorphism of an
Ehresmann connection H over M , if and only if, ϕ ∈ Aut(SH) and satis�es the
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relation ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#.
(e) A regular curve γ : I −→ M is said to be a geodesic of an Ehresmann

connection H if V ◦ �γ = 0, or, equivalently, if h ◦ �γ = �γ. The geodesics of H

coincide with the geodesics of the associated semispray SH (Proposition 4.4.2).
If H is homogeneous, then H and the Berwald derivative induced by H have
the same geodesics (Lemma 4.4.4). The latter property holds, if and only if,
SH is a spray (Proposition 4.4.6).

(f) A map ϕ ∈ Di�(M) is said to be an a�nity of an Ehresmann connec-
tion H over M , if it preserves the geodesics as parametrized curve (cf. 8.3/(c)).
A�(H) denotes the group of a�nities of H. We de�ne in the same way the a�-
nity groups A�(D) and A�( ◦D) of a covariant derivative D in τ∗τ and a covariant
derivative ◦

D on M , respectively. Our observations in (e) imply immediately the
following corollaries:

A�(H) = A�(SH) (Corollary 4.4.3);
A�(H) = A�(∇), if H is homogeneous (Corollary 4.4.5).

Since Aut(SH) = A�(SH) by 3.2.5, Theorem 4.5.6 leads to the important
Corollary 4.5.7. ϕ ∈ Aut(H) if and only if ϕ ∈ A�(H) and

ϕ# ◦Ts = Ts ◦ ϕ#.
Finally, we consider a covariant derivative ◦

D on the manifold M , and give a
new characterization of ◦

D-automorphisms.
Theorem 4.5.8. ϕ ∈ Aut( ◦D) if and only if ϕ ∈ A�( ◦D) and ϕ# ◦ iδT =

iδT ◦ ϕ#, where T(X̂, Ŷ ) = i−1(T ( ◦D)(X, Y ))v (T ( ◦D) is the torsion of ◦
D;

X, Y ∈ X(M)).

8.5. D-manifolds with line-elements
In this chapter we consider covariant derivatives in the pull-back bundle

τ∗τ . We de�ne various regularity concepts and characterize them. We show that
any regular covariant derivative in τ∗τ gives rise to canonically an Ehresmann
connection. These constructions lead naturally to a new interpretation of the
tension. The main results of the chapter (5.4.7, 5.4.9, 5.4.11) generalize our
previous results (4.5.6, 4.5.8) to this context.

(a) By a D-manifold with line-elements we mean a pair (M,D) consisting of
a manifold M and a covariant derivative D in τ∗τ . The v-covariant derivative
Dv belonging to D is given by Dv

X̃
Ỹ = DiX̃ Ỹ (X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)). The torsion

T (D) of D is de�ned by
T (D)(ξ, η) := Dξjη −Dηjξ − j[ξ, η]; ξ, η ∈ X(TM).
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The di�erence tensor S given by
S(X̃, Ỹ ) := ∇v

Ỹ
X̃ −Dv

Ỹ
X̃; X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)

is mentioned as the Finsler torsion of D. In the presence of an Ehres-
mann connection H we de�ne the (H-) horizontal torsion T, the (H-) verti-
cal torsion T v(D), and the horizontal di�erence tensor P as follows: for each
X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ); ξ, η ∈ X(TM),

T(X̃, Ỹ ) := DHX̃ Ỹ −DHỸ X̃ − j[HX̃,HỸ ],
T v(D)(ξ, η) := DξVη −DηVξ − V[ξ, η],

P(X̃, Ỹ ) := DHX̃ Ỹ −∇HX̃ Ỹ .

We note that P(X̃, Ỹ ) = T v(D)(HX̃, iỸ ).
(b) Let D be a covariant derivative in τ∗τ . The (11) tensors µ := Dδ and

µv := µ ◦ i are said to be the de
ection and the v-de
ection of D, respectively.
We say that D is regular, if µv is �brewise injective; strongly regular, if
µv = 1Sec(τ∗τ); vertically natural, if Dv = ∇v.

Lemma 5.1.4. µv = 1Sec(τ∗τ) − iδS .
Corollary 5.1.6. D is vertically natural ⇐⇒ S = 0; D is stron-

gly regular ⇐⇒ iδS = 0; D is regular ⇐⇒ 1Sec(τ∗τ) − iδS is bijective.
Vertical naturality implies strong regularity, strong regularity implies regularity.

(c) Let a covariant derivative D in τ∗τ and an Ehresmann connection H

over M be given. De�ne the h-covariant derivative Dh by Dh
X̃

Ỹ := DHX̃ Ỹ for
all X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ). Then µH := Dhδ = µ ◦H is said to be the H-de
ection of
D. D is associated to H, if Ker(µ) = Im(H); D is strongly associated to H, if
µ = V. We show:
{ the Berwald derivative induced by H is strongly associated to H, if and only
if, H is homogeneous (5.1.8);
{ D is associated to H, if and only if, D is regular and µH = 0 (5.1.9/(1));
{ D is strongly associated to H, if and only if, D is strongly regular and µH = 0
(5.1.9/(2)).

(d) Let D be a regular covariant derivative in τ∗τ . The results of Theorem
5.2.1 and Propositions 5.2.2, 5.2.7 may be summarized as follows.
There is a unique Ehresmann connection HD such that the HD-de
ection of D
vanishes. On basic vector �elds HD acts by

HD(X̂) = Xc − i(µv)−1DXcδ, X ∈ X(M).
The horizontal projector associated to HD is

hD = 1X(TM) − i(µv)−1DXcδ;
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and Im(HD) = Ker(µ). HD is generated by a semispray according to 8.4/(b),
if and only if, T(X̃, Ỹ ) = P(X̃, Ỹ ) − P(Ỹ , X̃) (X̃, Ỹ ∈ Sec(τ∗τ)), where
T and P are the horizontal torsion and di�erence tensors with respect to
HD. If, in particular, D is strongly regular, then HD(X̂) = Xc − iDXcδ,
hD = 1X(TM)− i ◦µ. HD is said to be the Ehresmann connection induced by D.

(e) Let an Ehresmann connection H be given, and let ∇ be the Berwald
derivative induced by H. Then we may consider the Ehresmann connection
H∇ induced by ∇, and obtain the following

Interpretation of the tension (5.2.4): it = H −H∇ .
(f) Finally, we turn to the various characterizations of the automorphisms of

a regular covariant derivative D in τ∗τ , and summarize the result of Theorems
5.4.7, 5.4.9, 5.4.11. We consider the induced Ehresmann connection HD, andform the torsions Ts, T, T v(D) and the di�erence tensor P with respect to HD.For a di�eomorphism ϕ of M the following are equivalent:
(i) ϕ ∈ Aut(D).
(ii) ϕ ∈ Aut(HD) and ϕ satis�es the relations ϕ# ◦S = S◦ (ϕ#×ϕ#), ϕ# ◦P =
P ◦ (ϕ# × ϕ#).(iii) ϕ ∈ A�(D) and ϕ satis�es the relations ϕ# ◦ Ts = Ts ◦ ϕ#, ϕ# ◦ S =
S ◦ (ϕ# × ϕ#), ϕ# ◦ P = P ◦ (ϕ# × ϕ#).(iv) ϕ ∈ A�(D) and ϕ satis�es the relations ϕ#◦T (D) = T (D)◦((ϕ∗)#×(ϕ∗)#),
ϕ# ◦ T v(D) = T v(D) ◦ ((ϕ∗)# × (ϕ∗)#).

8.6. Appendix: a coordinate view
We deduce the rules of transformation under a change of the chart of the

functions (semispray coe�cients, Christo�el symbols) which describe locally, i.e.,
in a chart, our basic objects. We present a modern interpretation of the invariant
di�erential introduced by Ott�o Varga [42]. It turns out that this operator, as
well as Hashiguchi's 'a�ne connection in a manifold with line elements' ([23])
are just di�erent sides of the same coin, a covariant derivative operator in τ∗τ
in the sense of the Thesis.
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