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BEVEZETES

A dolgozat olyan kérdéseket targyal, amelyek els6sorban MOOR ARTHUR és J. R.
VANSTONE Un. éltalanositott Finsler-metrikdkkal foglalkoz6, s ma mér klasszikusnak
szamit6 [10], [11], [14] dolgozatainak tanulmédnyozédsa kapcsan vetddtek fol. Vizsgéla-
taink azonban, némiképp vdratlanul, néhany olyan altalanosabb eredményhez, illetve
ismert tételek 4j, egyszeribb bizonyitdsahoz is elvezettek, amelyek tdlmutatnak a for-
rasmunkdk problémakorén.

Annak eldzetes megvilagitdsdra, hogy mi is értendd ,,altaldnositott Finsler-metrika”
alatt, tekintsiik egy M sima sokasag T: TM—M érintOnyaldbjat. Ha g olyan leképezés,
amely minden ve TM érint6vektorhoz egy g,: Ty MXTrvyM—R nemelfajulé szim-
metrikus bilinedris forméat rendel, eleget téve egy természetes simasagi feltételnek, ak-
kor azt mondjuk, hogy g dltaldnositott Finsler-metrika M-en. Tomoren fogalmazva
(I1d. majd 2.4. és 5.1.): g pszeudoriemann-metrika az érintdnyaldb Tt folotti pull-
backjén. Az éltalanositds abban all a Finsler-esethez képest, hogy g nem foltétleniil
szarmazik egy L: TM—R Lagrange-fiiggvény (az un. alapfiiggvény) négyzete felé-
nek Hesse-tenzoraként. (Egy Finsler-alapfiiggvénynek természetesen tovabbi feltétel-
nek is eleget kell tennie; ezek a pozitivitds, a pozitiv homogenitds; TM folott C'-
osztalyd, a nemzérus érintévektorok nyilt részsokasaga folott C™-osztdlyd differenci-
dlhatésdg. Ha L TM folott C*-osztlyd, akkor visszajutunk a Riemann-geometrighoz.)
Az 4ltalanositast az indokolta, hogy a metrikus tenzor Hesse-tenzorként val6é szarmaz-
tatdsa fontos fizikai alkalmazdsokban teljesithetetlen feltételként jelentkezett. Moor
Arthur [10] dolgozatdban célul tizte ki az ilyen altaldnositott metrikus tenzorra alapo-
zott geometridk elméletének szisztematikus kiépitését, s amennyire meg tudjuk itélni,
val6ban jelentds 1épéseket sikeriilt megtennie. Munkdjinak elolvasasa, megértése, mo-
tivacidinak felfogédsa és eredményeinek interpretdldsa azonban a mai olvasotol tilzas
nélkiil rendkiviilinek mondhat6 erdfeszitést igényel. Ennek oka elsdsorban taldn az,
hogy kizardlag a klasszikus tenzorkalkulus nyelvezetét €s technikdit alkalmazza, és az
indexek dzsungelébdl sokszor csak igen nehezen hamozhat6 ki a geometriai tartalom.
Vonatkozik ez a megillapitds Vanstone [14] dolgozatéra is. Erdekes, hogy kés6bb,
mint azt a W. Greubbal és S. Halperinnel kozosen irt [4] monogrifidjuk tanusitja,
Vanstone teljesen elhagyta a klasszikus tenzorkalkulus vildgét, s az emlitett munkdja-
ban megkezdett vizsgalatokhoz tudomasunk szerint sohasem tért vissza. Ugyanakkor,
s ez aligha véletlen, az idézett monografidban taldlhaté egy olyan algebrai észrevétel
(1d. majd 5.2.-t), amely jelen kontextusban is igen hatdsosnak bizonyult, és tovabbi al-
kalmazhatésagédban is biztosak vagyunk. (Eredetileg a klasszikus Ricci-lemma bizo-
nyitasdra lett felhasznalva.)

Az éltalanositott Finsler-metrikdn alapulé geometria kiépitése sordn mind Moor
Arthur [10], mind pedig Vanstone szorosan ehhez kapcsol6dé [14] dolgozataban az el-
sO 1épést egy alkalmas kovaridns derivalds bevezetése jelenti. Az ,,alkalmas” jelzd itt
leginkdbb arra utal, hogy a derivalas metrikus, azaz hogy a metrikus tenzor kovaridns
differencidlja eltinik. Manapsag ezt a 1€pést mar csupar technikainak érezziik, bar
egyik szerzo eljardsardl sem mondhatjuk el, hogy kézenfekvd és konnyen attekinthetd.
Moér Arthur és Vanstone dolgozatainak megjelenése 6ta, koncentrdltan az 1980-as
években, szamos olyan publikdcié sziiletett, féleg a Finsler-geometria kontextuséaban,
amelyekben bizonyos feltételeknek eleget tevo 6sszes metrikus kovaridns derivalas ke-
riilt leirasra, szintén elsOsorban a klasszikus tenzorkalkulus eszkozeivel. Ebben a té-




maban elsdsorban a Finsler-geometria roman miivel6i mutattak komoly aktivitast, élii-
kon RADU MIRON akadémikussal. Kideriilt azonban, s ez mar a fentebb emlitett
Greub-Halperin-Vanstone monografidban is megtaldlhato, de sokak figyelmét elkeriil-
hette, hogy az 0Osszes metrikus kovaridns derivdlds leirdsdnak sémdja, akér
pszeudoriemann-vektornyaldbok éltalanossagdban is, valdjdban rendkiviil egyszerti.
Dolgozatunkban a Greub-Halperin-Vanstone-féle konstrukciét kombindltuk a romén
geométerek kedvelt eljardsaval, az un. Obata-operdtor alkalmazasdval. Az 6 megko-
zelitésiikben (1d. pl. [8]), a g; ( 1<i,j<n:=dimM ) komponensfiiggvényekkel rendel-
kez6 g éltalanositott Finsler-metrika Obata-operatora az

ir 1 iQr ir
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komponensekkel megadott tenzormezd ( (gij)::(gij)_1 , 8; a Kronecker-szimbdlum).

Eszrevettiik, hogy ez miikddtetheté pszeudoriemann-vektornyalabok altaldnossagaban,
és hogy nem mads, mint a ferdeszimmetrizdlds operdtora egy alkalmas moduluson. Ez
vezetett a dolgozat 2.9. tételéhez.

A Finsler-geometridnak a fibréalt nyaldbok elméletét felhaszndld, modern megalapoza-
sa az 1960-as években indult meg, s a leglényegesebb dolgok tisztizdsa mintegy egy
évtized alatt megtortént. A modern megkozelitésben kulcsfontossagu szerep jut az un.
nemlinedris konnexioknak vagy horizontdlis struktiirdknak. Egy horizontdlis struktdra
megadédsa TTM vertikélis résznyaldbja egy direkt komplementerének kijelolését jelen-
ti. Ez technikailag sokféleképpen lehetséges. Dolgozatunkban Un. horizontdlis leképe-
zések alkalmazdsat lattuk célszertinek (3.7.), egyes esetekben azonban igen hasznos-
nak bizonyult a 3.9. lemma, amelynek segitségével egy horizontdlis struktira megada-
sa alkalmas feltételeknek eleget tevd un. horizontdlis lifelés révén valdsithatd meg.
Egy L: TM—R Finsler-alapfiiggvény birtokdban horizontélis struktira kanonikus

modon (és igen elegdnsan) szarmaztathatd. Képezve az E::E L? dn. energiafiiggvényt,

1étezik egy és csak egy olyan & TM—TTM mésodfoki homogén mdsodrendii vek-
tormezd, un. spray, hogy izdd;E=—dE (I1d. pl. [13], 1386. old.). &-b6l, mint minden mé-
sodrendli vektormezobdl (1d. 3.13.-at s az azt kovetd megjegyzést), kanonikus médon
horizontélis struktdra konstrudlhato.

Az 4ltalanositott Finsler-metrikdk elméletében az egyik f6 nehézséget az okozza, hogy
nem 4ll rendelkezésre a metrikus tenzorbdl kanonikusan leszarmaztathaté horizontélis
struktira. Ahhoz, hogy ilyen struktira 1étezését biztosithassuk, a metrikdra tovabbi fel-
tételt/feltételeket kell eldirni (a [9] dolgozat szamos ilyen feltételt targyal), s egyenldre
nem vildgos, hogy melyik tt a legcélravezetdbb. Egy lehetséges, €s meglehetdsen ké-
zenfekvo eljardst Modr Arthur és Vanstone dolgozata is jelez. Ez a mi nyelviinkon a
kovetkezOképpen fogalmazhaté meg. Tekintsiik a

0: veTM = 8(v):=(v,v)e TMxyTM

tin. kanonikus vektormezét, s legyen L:=./g(5,8) . Ha ez a Finsler-alapfiiggvény,

akkor nevezziik g-t Moor-Vanstone-reguldrisnak. Ebben az esetben L-bdl — s igy koz-
vetve g-bdl — kanonikus médon egy #1: TMxyTM—TTM horizontilis leképezés, s
ezaltal horizontalis struktira szdrmaztathat6. — Megjegyezziik, hogy Modr Arthurnal
és Vanstone-ndl horizontdlis strukturdk explicite egyaltalan nem szerepelnek, csupdn
kozvetve, s nagyon rejtett médon jutnak széhoz.




A Greub-Halperin-Vanstone—monografia fentebb mar idézett algebrai lemmajanak
alkalmazdsaval dolgozatunkban megmutatjuk, hogy ha g dltaldnositott Finsler-
metrika az M sokasdgon, s adva van egy tetszoleges 7#: TMxyTM —TTM horizontd-

lis leképezés, akkor létezik egy és csak egy olyan metrikus kovaridns derivdlds, amely-
nek tin. h-horizontdlis és v-vertikdlis torzioja egy-egy elore megadott (ferdeszimmetri-
kus) tenzormezo (5.3. tétel). Ez az eredmény a Riemann-geometridbdl j6l ismert Ricci-
lemma altaldnositdsa. Ha specidlisan Finsler-sokasdgrdol van sz6 és az adott horizonté-
lis struktdra a 4.-ben korvonalazott kanonikus horizontalis struktira, akkor a szdéban
forgd kovaridns derivéalas a nevezetes Cartan-féle derivalasra redukalédik.

Tételiink természetesen akkor is miikodik, ha g Modr-Vanstone-regularis metrika és a
horizontalis struktdrat az 5.-ben leirt | horizontalis leképezés szolgaltatja. Kideriil
azonban, hogy ebben az esetben a kapott kovaridns derivalas nem rendelkezik egy fon-
tos tulajdonsaggal, a csatoltsdg (1d. 4.4.) tulajdonsagaival. Magétdl adodik a feladat:
keressiink olyan # — 1 -t6l sziikségképpen kiilonb6zé — horizontalis leképezést,

amely szintén g-bol szdrmaztathatd, s amellyel mér a csatoltsag feltétele is teljesiil. Ez
a probléma meglehetdsen nehéznek bizonyult, rairdnyitotta azonban a figyelmiinket
két horizontdlis leképezés kiilonbségtenzoranak vizsgalatara.

Konnyen ellenérizhetd, hogy tetszdleges A : TMxyTM—TTM horizontélis leképe-
zés esetén E:=H o 5: TM—TTM mésodrendli vektormezd, s igy — mint mér emlitettiik
— egy H: horizontidlis leképezést szarmaztat. Megmutattuk, hogy # és #
kiilonbségtenzora — eltekintve egy természetes, injektiv nyaldbleképezéstol — a horizon-

tdlis leképezés tin. erds torzidjdnak E—szerese (3.17. tétel). E tétel alapjan egyszerti

kovetkezményként adodott két ismert, de fontos eredmény:

(a) egy horizontdlis leképezés erds torzioja akkor és csak akkor tinik el, ha eltiinik
két tovdbbi adata, az un. torzio és a tenzio (3.19.);

(b) egy horizontdlis leképezést egyértelmiien meghatdroz a belole szdrmazo md-
sodrendii vektormezo és az eros torzio (3.20.).

Az eddig elmondottakbdl kideriil, hogy vizsgdlataink f6 szintere a T: TM—M érint6-
nyaldbnak a sajat projekcidja altali pull-backje, a

T*1: TMXMTM—TM

TM bazissokasdgi vektornyaldb (I1d. 1.14.). E nyalédb szeléseinek modulusat X (t)-val
jeloljiik (1.15.), mig — a szokdsos médon — X (TM) TM vektormezdinek modulusat je-

lenti. JOl ismert, hogy minden #: TMXxyTM—TTM horizontélis leképezés kanonikus
modon indukél egy

V: X(IMxX()—-X(0), EY)- (V.Y)

kovaridns derivdlast, az un. Berwald-derivdldst, ennek egy egyszerli konstrukcigjat
3.14.-ben adjuk meg. Maganak a horizontdlis leképezésnek az alapvetd geometriai in-
varidnsait — a mér emlitett erds torziot, torziét és tenzidt, tovabba a gorbiiletet - tény-
legesen az 4ltala indukalt Berwald-derivalas segitségével vezetjiik be (3.15.). Megmu-
tatjuk (3.21. tétel), hogy a # dltal indukdlt Berwald-derivdlds maga is szdrmaztat egy
Hy horizontdlis leképezést, s hogy - és 'y kiilonbségtenzora (egy természetes,
injektiv nyaldbleképezéstdl eltekintve) az alapulvett 7 horizontdlis leképezés tenzidja.
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Az er0s torzidval €s tenzidval kapcsolatban nyert tételeink (3.19. és 3.21.) megvilagit-
jék tehat ezek geometriai jelentését, és — ha ugy tetszik — egy érzékletes, alternativ de-
finidlasi lehetdséget is kindlnak.

Egy D: X(1)xX(TM)— X(TM) kovaridns derivéléds birtokdban horizontdlis struktira
D-re eldirt alkalmas, Un. regularitdsi feltételek segitségével is konstrudlhaté. Egy ilyen
regularitasi feltétel Moor Arthur €s Vanstone dolgozatabdl is kihdmozhatd, bar naluk
(legalabbis explicite) nem horizontdlis struktira bevezetésére szolgdl. A Moodr-
Vanstone-féle megfogalmazas rekonstrudlasa céljabol adjunk meg M-en egy
(U, (ui)i“zl) térképet, s tekintsik a TM érintésokasdgon dltala indukélt

(T'(U), (x',y")", ) térképet. D konnexidparamétereit vezessiik be a
ox! u u dy

el6irdssal, ahol L:=./g(5,0), g (Modr-Vanstone-reguldris) altaldnositott Finsler-
A
metrika, %(V) = (ij (ve ’c_l(U) , 1<i<n ) . D-re vonatkozdéan marmost Moor
u )

ou'

Arthur, és ot kovetve Vanstone, az

M =M, =0 (1<i,l<n)

o Co — y!
eldirdst szabja ki ([14], 1.10.), ahol Mik0 ::?M?‘

ij

és alkalmazzuk az 0sszegzési meg-

allapodast. Dolgozatunkban e kovetelmények koordindtamentes megfogalmazasat ad-
tuk az dn. v-deflexié segitségével (4.6.(3)), és — szintén ezen a nyelven — tovabbi
regularitdsi feltételeket (regularitds, erds regularitds, vertikalis természetesség) is be-
vezettiink (4.6.(1),(2),(4)). Megmutattuk (4.8. tétel), hogy ezek a regularitdsi feltételek
karakterizdlhatok a kovaridns derivdlds tin. Finsler-torzioja segitségével, explicite
meghatdroztuk tovabba az egyes esetekben leszdrmaztathato horizontdlis leképezést
(4.11. tétel). Igazoltunk mindezzel kapcsolatban egy fontos unicitds-eredményt: regu-
ldris kovaridns derivdlds esetén egyetlen olyan horizontdlis leképezés létezik, amelyre
teljestiil, hogy az uin. h-deflexio eltinik (4.13. allitas).

A dolgozat zar6 fejezetében az un. struktiira-egyenleteket vezetjiik le egy (technikai
okokbdl pozitiv definitnek tételezett) altaldnositott Finsler-metrikdval és egy horizon-
talis struktirdval ellatott sokasdgon. A struktira-egyenleteket a Riemann-
geometridban elséként ELIE CARTAN alkalmazta, mégpedig igen hatdsosan. Cartan
formalizmusanak pontos dekdédoldsa €s matematikailag preciz interpretdldsa azonban
igen sok fejfdjast okozott az egymast kovetd generdcioknak. A Finsler-geometria alta-
lunk is hasznalt pull-back formalizmusédban kiilon nehézséget jelent az a koriilmény,
hogy a T: TM—M projekcié menti formdk Grassmann-algebrdjdban nem &ll rendelke-
zésre a szokdsos kiils6 differencidlds. Az ennek potlasara szolgéld un. vertikalis és ho-
rizontalis kiilsé derivalt csak az 1990-es években keriilt bevezetésre ([7],[13]), s tudo-
masunk szerint dolgozatunkban keriil sor el0szor, az emlitett eszk6zok segitségével, a
struktira-egyenletek korrekt forméjanak felirdsara (6.2. tétel).

Struktdra-egyenleteinkbdl, s a mar emlitett altalanositott Ricci-lemmabdl (5.3.) tovéb-
bi tanulsig is leszlirhetd. Kideriil, hogy a Finsler-geometridba M. MATSUMOTO 4ltal
bevezetett Ot (igaz, csak parcidlis) torzié koziil csupan kettd, a v-vertikdlis és a h-
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horizontélis jatszik szerepet benniik, s igy egy kovarians derivélas torzionak mondott
ot adata koziil csak ezek birnak valéban torzid-jelentéssel.

Megemlitjiik végiil, hogy a dolgozatban k6zo6lt bizonyitdsok mindegyike 6ndllé munka
eredménye, ami azonban nem jelenti egyben azt is, hogy — megforditva — a bizonyitott
allitdisok mindegyike sajiat eredmény. A tudomdsunk szerint Uj (vagy részben uj)
eredmények legtobbjét a fenti attekintés tartalmazza. Az ismert tételek 4j bizonyit4sai
koziil (a mar emlitett 3.19. és 3.20. mellett) szeretnénk még kiemelni a kulcsfontossé-
gt 3.13. lemmara adott bizonyitast; 1d. az azt kovetd megjegyzést is.




1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1. ALAPVETO MEGALLAPODASOK ES JELOLESEK

Sokasdgon mindvégig véges- (de nem nulla-) dimenziés, megszamlalhaté bazisud, sima
Hausdorff-sokasagot fogunk érteni; M-mel egy tetszllegesen rogzitett, n-dimenzids
sokasagot jeloliink. C*(M), C*(N), ... az M, N, ... sokasdgokon értelmezett valosérté-
ki, sima fiiggvények gytrije.

Legyen E (n+k)-dimenzids sokasdg (k=1). Egy m: E—>M sziirjektiv sima leképezést az
M sokasag folotti, k-rangi vektornyalabnak neveziink, ha tetszéleges pe M pont ese-
tén az Ep:=7t_1(p) Oskép, az un. p folotti fibrum k-dimenzids, valés vektortér, teljesiil
tovabbd, hogy létezik p-nek U nyilt kornyezete, s megadhatd @: T (U)—>UXR"
diffeomorfizmus ugy, hogy

VgeU: (p/Eq: E,—{q JXR" =R" linedris izomorfizmus.

E-t a vektornyaldb totdlterének, M-et a bdzissokasdganak, a T leképezést pedig a pro-
Jjekciojanak hivjuk.

Attdl fiiggden, hogy egy m: E->M vektornyaldb melyik 6sszetevdjét kivanjuk hangsu-
lyozni, mas és més sz6hasznélattal éliink. Igy ,,m: E->M vektornyalab” mellett beszé-
lilnk ,,E—-M vektornyaldb”-rél, ,,M {olotti E vektornyaldb”-rdl és — a legkevésbé pon-
tosan — ,,E vektornyaldb”-rél egyarant. Mivel egy vektornyaldbot a projekcidja teljesen
meghatdroz, tovabbi kényelmes — és rdadasul pontos! — széhaszndlat egyszeriien ,,7
vektornyaldb”-ot emliteni; ez utdbbi kifejezésmdddal igyeksziink majd minél gyak-
rabban €lni.

A m: E—>M vektornyaldb egy szelésén (vagy metszetén) olyan 6: M—E sima leképe-
z@st értiink, amely eleget tesz a To =1y feltételnek, s ezért tetszéleges pe M esetén
o(p)eE, . Két szelés dsszege s egy szelés C”(M)-beli elemmel képzett fiiggvényszere-
se kézenfekvd mddon értelmezhetd a ,,pontonkénti elv” alapjan; ezdltal a szelések hal-
maza a C”(M) gylrt folotti modulussa valik, amelyre a I'() jellést hasznaljuk. E
modulus endomorfizmusainak gyurtijét a szokdsos médon End(I'(w))-vel jeloljiik.

Legyen adva egy m: E—-M és egy mw': E'—>M’ vektornyaldb. Egy F: E5E’ leképezést
fibrum-megorzonek mondunk, ha

W(z1)=m(z2) = W (F(z)=m"(F(z2)) (z1,22€E).

Minden F: E—E’ fibrum-megorz6 leképezés indukal egy és csak egy f: M—M’ leké-
pezést oly médon, hogy ©" o F=fo 1t . Megmutathatd, hogy ha F sima, akkor az indukalt
f leképezés is sima. A © és T’ vektornyalab kozotti nyalableképezésen olyan F: E—E’
sima fibrum-megorzd leképezést értiink, amelyre teljesiil, hogy

vpeM: F /Ep: E,—=E},) linedris izomorfizmus.
Amennyiben — specidlisan — M’=M és az indukalt leképezés M identikus transzforma-
cidja, ugy eros nyaldbleképezésrdl sz6lunk.

Tekintsiik a k6zos bazissokasdggal rendelkezé n: E—>M és w': E’—M vektornyaladbot.
Kozvetleniil ellendrizhetd, hogy ha F: E-E’ erds nyaldbleképezés, akkor az

F . I'(n)—»I(r), o~ % (oc):=Foc




1.7.

1.8.

1.9.

leképezés C*(M)-linedris, azaz modulus-homomorfizmus. Megforditva, meglehet6sen
faradtsdgos munkéval, s finomabb meggondoldsok eredményeként megmutathaté (1d.
pl. [6], 116-118. oldal), hogy egy F: I(x)—>I(x’) leképezés akkor és csak akkor
C%(M)-linedris, ha van olyan F: E—E’ erds nyaldbleképezés, hogy H 0)=F o o telje-
siil, minden oel(x) szelés esetén.

Erre tekintettel targyaldsunk sordn egy erds nyaldbleképezést s az éltala a metszetek
modulusai k6zott indukalt modulus-homomorfizmust ugyanazzal a szimbélummal fo-
gunk jelolni.

Az M sokasdg p pontbeli érintétere az 6sszes olyan v: C°(M)—R (R-) linedris fiigg-
vény alkotta n-dimenzids valds vektortér, amely eleget tesz a

v(fg)=v(Dg(p)+i(p)v(g) (f.geC™(M))
Leibniz-szabdlynak; erre a vektortérre a T,M jelolést haszndljuk. Ha TM:= U T,M

peM
(diszjunkt unid) és t(v):=p, ha ve T,M, akkor TM egyértelmiien felruhdzhaté olyan
sokasag-struktiraval, hogy T: TM—M M folotti vektornyaldbbd vélik az érintdterek-
kel mint fibrumokkal, s teljesiil, hogy az M sokaség tetsz8leges (U, (u')",) térképe
esetén a

veT '(U) > (T(v), v(u)),...,v(u"))e UXR"

leképezés diffeomorfizmus. A T: TM—M (roéviden: T) vektornyaldbot az M sokasdg
érintonyaldbjanak nevezziik.

Az M sokasdg érintényaldbjanak szeléseit M vektormezdinek hivjuk, s ezek C™(M)-
moduluséra a specidlis X (M):=I'(1) jelolést haszndljuk. M vektormezdi természetes
modon interpretalhatok a C”(M) valGs algebra derivéaciéiként az

Xf(p):=X,f (XeXM), feC"(M), pe M)
elbiras szerint. Az X,Ye X (M) vektormezdk Lie-zdrdjele az az egyértelmiien meghata-
rozott [X,Y]e X(M) vektormezd, amelyre
Ve C*M): [X,Y]f = X(Y)-Y(Xf).

Ez a zardjel-miivelet R-bilinedris, ferdeszimmetrikus és eleget tesz az
[(X,[Y,Z1]+[Y,[ZX]]+H[Z,[X,Y]]1 =0 (X,Y,Ze X(M))
Jacobi-azonossdgnak. A C”(M)-bilinearitds nem teljesiil, érvényesek azonban a fontos
(X, Y] =f[X,Y]-(YDX, [XfY]=(XY]+XNY (feC”(M))

relaciok.

Az X (M) modulus dudlisét .« (M)-mel jeloljiik, az elemeit M-en adott elsdfoki diffe-

rencidlformdknak, roviden  I-formdknak nevezziik; .«4(M)-et tehit az

®: X(M)—>C”(M) C”(M)-linedris leképezések alkotjak. Tetszbleges fe C*(M) esetén a
df(X):=Xf (Xe X(M))

eloirds egy dfe.«y(M) 1-format értelmez, amelyet az f fiiggvény differencidljanak
(vagy kiilso differencidljanak) mondunk.




1.10.

1.11.

1.12.

Legyen (r,s)e NIXINl . Az M sokasdgon adott (r,s)-tipusd — r-edrendben kontravaridns,
s-edrendben kovarians — tenzormezon

AM)X(XM)) — C(M)

C”(M)-multilinedris leképezést, az r=s=0 esetben M— R sima fiiggvényt értiink, az
ezek alkotta C”(M)-modulust f/i (M)-mel jeloljiik. Tenzormezd helyett gyakran egy-
szerlien (bar kissé pontatlanul) csak (M-en adott) fenzorrél szélunk. Jegyezziik meg,
hogy 7 IS(M) természetes médon azonosithaté az (X(M))* — X(M) C~(M)-linedris
leképezések alkotta L (XM),X(M)) C*(M)-modulussal:

C™ (M)

TM=L

s C™ (M)

(XM),XM)) ,
specidlisan
T, (M) = End(¥(M)).

Ezzel az interpretacios lehetdséggel a késObbiekben kiilon kommentéar nélkiil éliink.
Szintén jol ismert, hogy egy sokasdg tenzormezdi a sokasdg érintdnyaldbjabol konst-
rudlt alkalmas vektornyaldb szeléseiként is felfoghatok (és megforditva); specidlisan
értelmes moédon szélhatunk egy tenzormezd pontbeli értékérdl. A tenzormezok szelé-
sekként valo interpretalasat tdrgyaldsunk soran viszonylag kevésszer fogjuk alkalmaz-
ni.

Legyen k pozitiv egész szdm, s jelolje Sk az {1,....k} halmaz Osszes permuticidinak
csoportjat. Egy we J | (M) kovaridns tenzormez6t M-en adott k-adfokii differencidl-
formdnak mondunk, ha

Yoe Sy : OJ(XG(l), . ..,Xc(k))ZE(G)(Xl yee .,Xk)

(X1,....Xxe X(M); €(0)® © paritdsa) . Megéllapodunk abban, hogy a nulladfoki diffe-
rencidlformdk C”(M) elemei; ezek utdn tetszéleges ke {0,...,n} esetén .« ((M)-mel je-
16ljik M k-adfoku differencidlformdinak halmazat, amely kézenfekvé médon C™(M)-
modulussé tehetd. Egy we.«Z (M) és ne.« (M) differencidlforma omane o (M) ék-
szorzatat az

1
O)An(Xl’---’XkH)::ﬁ Z E(0)D(Xo(1)s- > X)) (Xokt 1)1 Xo(k+1))
Tt 0eSky

( Xie X(M), 1<i<k+l) el6irdssal értelmezziik. Az
e (M)= O A (M)
direkt 0sszeg az €kszorzdssal valos algebravd vilik, ez az M sokasdg un. Grassmann-
algebrdja.
Egy we.Z (M) (k>1) differencidlforma kiilsé differencidlja a
do‘)(Xl""’Xk+1)::

k+1 . R . R A
Z (_1)1+1Xi(0‘)(X1?""Xi""’Xk+1))+ z (_1)1+J(D([Xi’Xj]’X1’""Xi""7Xj""7Xk+1)

i=1 1<i<j<k+1




1.13.

1.14.

1.15.

(Xie X(M), 1<i<k+1) képlettel értelmezett dwe.«Z (M) differencidlforma. Specidli-
san a k=1 esetben a definialé formula a

do(X1,X>) = X1 0(Xo)— Xoo(X1)-o([Xi,Xj])
Osszefiiggésre redukdlédik. Nulladfoku differencidlformdk (azaz sima fiiggvények)
kiils6 differencidljat az 1.9.-ben mondottaknak megfeleléen definidljuk. A kiilso diffe-
rencidlds elsdfoku, graddlt derivdcidja az .4 (M) Grassmann-algebrdnak, vagyis
olyan C”(M)-multilineéris leképezés, amelyre teljesiil, hogy

d(wAn)=doAn+(-1)*oadn , ha we . (M) .

Tekintsiink egy 7w E—-M M {06lotti vektornyaldbot. M-en adott 7-értékii k-formdn
(0<k<n=dimM)

K: (¥(M))*>I(n)

ferdeszimmetrikus C”(M)-multilinedris leképezést értiink, ha k>1, és m-nek egy szelé-
sét, ha k=0. Az 0Osszes M-en adott m-értékii k-formék természetes médon C™(M)-
modulust alkotnak, amelyre az .« (M,T) jelolést haszndljuk. Eredményeink megfo-
galmazdsahoz sziikségiink lesz az M-en adott, End(m)-érték(i 1-formék .«Z(M,End(m))
C”(M)-modulusara, ahol End(w) az az M bazissokasdggal rendelkez6 vektornyalab,
amelynek egy pe M pont olotti fibruma az End(E,) vektortér. Egyszerlien adodik,
hogy fenndll egy I'(End(m))=End(I'(7)) természetes izomorfizmus, igy érvényes az

Z1(M,End(n)):=L (X(M),I'(End(m)))=L (X(M),End(I'()))

C™ (M) C*(M)

modulus-izomorfizmus is.

Vizsgélataink f6 szinteréiil a T: TM—M érintdnyaldb 7 folotti pull-backje szolgdl; ez
az a TM bazissokasaggal rendelkezd, n-rangi vektornyaldb, amelynek totaltere

TFTM:=TMxyTM:={(v,w)e TMXTM | 1(v)=t(w)} ,

projekcidja a (v,w)e TMXTM - ve TM természetes projekcio T*TM-re valo leszlikité-
se, s igy tetszéleges ve TM folotti fibruma a {v}xTyM vektortér, amely természetes
moédon azonosithat6 a Ty)M érintdtérrel. Ezt a vektornyaldbot a tovabbiakban rend-
szerint T*T szimbdélummal jeloljiik.

Tekintsiik a T: TM—M érintényaldbot. =menti vektormezon olyan X: TM—TM sima
leképezést értiink, amely eleget tesz a To X=t feltételnek (s igy tetszdleges ve TM
esetén X(v)e TyM). Jelolje — atmenetileg — I(T) a T-menti vektormezOk modulusat!
Kozvetleniil ellendrizhetd, hogy az

X e(1#T) > Tyo X e [y(7)

leképezés, ahol T, a (v,w)e TMXTMt-> ve TM természetes projekcié T*TM-re vald
leszukitése, modulus-izomorfizmus; az inverze az

XeTl(1) > X :=(Im,.X)e[(T*1)

leképezés. Az egymassal kanonikusan izomorf I'(t*t) és I'y(t) C”(TM)-modulusra a
tovdbbiakban a ,,semleges” X (7) jelolést, elemeire a kozos ,, =menti vektormezd” el-
nevezést fogjuk hasznalni. Tehat:

X(1):=[(t*1)=I"«(7) .
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1.16. Tetszbleges Xe X (M) vektormezd esetén az

1.17.

1.18.

1.19.

X : TM>STMxyTM , vie X (v):=(v,X o 1(V))

roviden X =(1tm,XoT) leképezés szelése T#t-nak, amely az el6z6 pontban leirt izo-
morfizmus révén az XoT T-menti vektormezdvel azonosithaté. Az X T-menti vek-
tormez6t az X vektormezd (1)-ba vald liftieként emlitjiik, vagy T-menti bdzikus vek-
tormezonek mondjuk.

Az X(t) C*(TM)-modulus duélisét .«Z(T)-val jeloljiik, .« (1) elemeit pedig =menti
1-formdknak mondjuk. Tetsz6leges oc.«Z (M) 1-forma esetén az

&:veTM > & (V):=(v,0(T(V)))E TeyMx To, M

leképezés (ahol T:(V)M a TywM érintétér dudlisa) T-menti 1-forma, amelyet az o 1-

forma .«Z(7)-ba valo liftjének, vagy bdzikus tmenti I-formdnak hivunk.

Az X(7) modulus, és dudlisa, az .«Z(T) modulus birtokdban a szokdsos mddon értel-
mezhetd a z-menti (r,s)-tipusii tenzormezok J . (1), illetve a =menti k-formdk (0<k<n)
1 (T) C”(TM)-modulusa, az elbbit az

(Z1(D)X(X(D)” = C7(TM)

C*(TM)-multilinedris, az utébbit az (¥(1)* — C°(TM) ferdeszimmetrikus
C”(TM)-multilinearis  leképezések  alkotjdk, = megdllapodva  abban, hogy
T o (T)=(1):=C(TM) .

Osszefoglaljuk végiil azt a jelolésbeli konvenciét, amelyet a vektormezdkkel és az 1-
formékkal kapcsolatban kovetkezetesen alkalmazni fogunk targyaldsunk sordn, s
amely mar tipografiailag is jelezni fogja, hogy milyen tipusd objektumrdl van szo6.

XY, .. vektormezdk az M bédzissokasdgon;

£, C, .. vektormezdk a TM érintésokasigon;

X , Y s .. altalanos t-menti vektormezok;

X , 1% . bazikus vektormezok T mentén;

o, B, ... 1-formék az M bazissokasagon;

o, B , altaldnos t-menti 1-formdk;

a, B, ) bézikus t-menti 1-formdk (o, B, ... €.Z1(M)) .

11



2. A PSZEUDORIEMANN-VEKTORNYALABOK METRIKUS KOVARIANS

2.1.

2.2

2.3.

DERIVALASAINAK LEIRASA

Emlékeztetiink rd, hogy egy m: E—-M vektornyaldbon adott kovaridns derivdlds olyan
D: X(M) x I'(t) = I'(m), (X,0) = Dxo

leképezés, amely az els6 vialtozéjaban C”(M)-linedris (s igy tenzoridlis), a masodik
valtozdjdban additiv €s eleget tesz a

Dxfoc = (Xf)o+f Dxc  (fe C*(M))

Leibniz-szabdlynak. Ekkor azt mondjuk, hogy Dxc a ¢ szelés X vektormez0 szerinti
kovaridns derivdltja, a

Do: X(M) — I'(n), X~ Do(X):=Dxo

leképezést pedig a 6 szelés kovaridns differencidljanak hivjuk. A kovaridns derivalt,
illetve a kovaridns differencidl kiterjesztése tetszOleges m-tenzormezdre kézenfekvo.
Ha példaul ge T20 (T'(m)), akkor tetszéleges Xe X(M), 61,0, I'(T) esetén

(2.1.1) Dxg(01,02):=Xg(01,02)—g(Dx01,062)—g(01,Dx0>) ,
(2.1.2) Dg(X,01,62):=Dxg(01,62) .

Egy D kovarians derivdlds operator birtokdban méd van tetszéleges Ke.«(M,nt) M-

en adott m-értékli k-forma dDKe,/cﬁkH(M,n) kovaridns kiilsé differencidljanak értel-
mezésére. Szamunkra a tovabbiakban csak a k=1 eset lesz érdekes, ekkor d°K a

(2.1.3) d°K(X,Y) = DxK(Y)-DyK(X)-K[X,Y] (X,Ye X(M))
formuldval adhat6 meg.
HaDés D egy-egy kovaridns derivalds a mt: E—>M vektornyaldbon, akkor a
y: X(M)XI(m) —» (1), (X,6) = y(X,06):=Dx6-D xG
leképezés C(M)-bilinedris. Ezt a leképezést D és D kiilonbségtenzoranak hivijuk. Az
Xe X(M) — yxeEnd(I'(n)),
yx(0) := Dxo— D xO

interpretdcié révén Yy M-en adott, End(m)-értékli 1-formédnak tekinthetd, s igy
ye.«; (M,End(n)) irhaté.

Amennyiben adva van egy D: X(M)xI'(r) — I'(w) kovaridns derivdlds és egy
ye.o/; (M,End(r)) 1-forma, ugy a

D x0 := Dxo+yx(0);  Xe ¥(M), oeI(m)

formula kovarians derivéalast értelmez m-n, s 2.2. alapjan vildgos, hogy egy kovaridns
derivédlds megaddsa utin minden kovaridns derivélds elddllithato igy.
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24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

A (m,g) part pszeudoriemann-vektornyaldbnak nevezzilk, ha m: E—>M vektornyalab,
g pedig pszeudoriemann-metrika 7-n, s 1igy tetszéleges peM pont esetén
g, E,XE  — R nemelfajul6 szimmetrikus bilinearis fiiggvény az E,, fibrumon. Ha D

kovaridns derivélds m-n és Dg=0, azaz (1d. (2.1.1) és (2.1.2))
VXe X(M); 61,6,€I'(n):  Xg(01,62)=g(Dx61,62)+g(61,Dx02)

akkor azt mondjuk, hogy D — g-re nézve — metrikus kovaridns derivdlds, roviden met-
rikus derivdlds.

Legyen (m,g) pszeudoriemann-vektornyaldb, D pedig egy kovaridns derivalds m-n. A

@:=Dg XMXT(WXT(T) = C° M), (X,61,02) = @(X,01,62):= D x&(G1,55)

leképezés mindhdrom véltozdjaban C”(M)-linedris; &> —t a g metrikus tenzor D -ra
vonatkoz6 Cartan-tenzordnak nevezziik. A

g(€X,01),00):= €-(X,61,062); XeX(M), 61,6:e'(m)
relacié g nemelfajultsdga folytan egyértelmiien meghataroz egy

¢ X(M)xI'(t) — I'(m)

C”(M)-bilinedris leképezést. Ezt szintén g Cartan-tenzoranak hivjuk (D -ra vonatko-

z6an); € és €. informacidtartalma ugyanaz.

Lemma. Legyen (7,g2) pszeudoriemann-vektornyaldb. Ha D egy kovaridns derivélds

7-n, € pedig g D -ra vonatkozé Cartan-tenzora, akkor a
° 1
Dxo:=D XG+§ “X,0); XeXM),oel(m)

eldirds metrikus kovaridns derivalast ad meg (7,g2)-n.

Lemma. Ha D és D metrikus kovaridns derivalds a (m,g) pszeudoriemann-
vektornyaldbon, s ye.«Z; (M, End(r)) a kiilonbségtenzoruk, akkor

VXe X(M):  wyx: I'(m) > I'(n)
ferdeszimmetrikus (C*(M)-linedris) endomorfizmus g-re nézve, azaz

V61,06 I(m): g(yx(01), 02)+8(01,¥x(02)) =0 .

Megforditva, ha D metrikus kovaridns derivalds (m,g)-n és ye.«; (M, End(m)) rendel-
kezik a mondott ferdeszimmetria-tulajdonsaggal, akkor a

D x0 := Dxo+yx(6) ;  Xe X(M), ceI'(m)
eldirds metrikus kovaridns derivalast ad meg (7,g)-n.
Lemma és definicié. Tekintsiink egy (7,2) pszeudoriemann-vektornyalabot, s legyen

Y (M, End(m)):={ ye. .« (M, End(r)) | vXe X(M): yx ferdeszimmetrikus g-re nézve}
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2.9.

3.1.

Ekkor az .«£*" (M,End(r)) direkt osszeadanddként follépé részmodulusa az
/1 (M, End(m)) C”(M)-modulusnak. Az erre vald projekcié operdtora az

Ob: ®e .« (M, End(m)) = Ob(®):=® €.« (M, End(r)),
V Xe X(M); 61,60eI(m): g(® x(61), G2)= % (g(Px(01),02)—g(01,Px(02))

transzformécid, amelyet a (7,g) (ferdeszimmetrizdld) Obata-operdtordnak neveziink.

Tétel. Egy (mg) pszeudoriemann-vektornyaldb minden metrikus kovaridns derivdlds
elddllithato a

Dxo:= D XG+% HUX,0)+0b(P)x(0); XeXM), ocI'(n)

képlettel, ahol D tetszéleges kovaridns derivdlds mn, & g D -re vonatkozé Cartan-
tenzora, @€ (M, End(7)) .

Bizonyitds: A tétel kozvetlenill adédik a 2.6.— 2.8. lemmdk alapjan, amelyek egyszerti,
kozvetlen szamoldassal igazolhatok. 0

3. HORIZONTALIS LEKEPEZESEK TENZIOJA ES EROS TORZIOJA

Tekintsiik az M sokasdg T: TM—M érintOnyaldbjét, s ennek a sajat projekcidja folotti
T*1: TM X,; TM — TM pull-backjét. Képezziik a jol ismert

i

3.1.1) 0——> TMx,, TM TTM—— TM x,, TM ——0

kanonikus révid egzakt sorozatot, ahol
i(v,w):=c(0), hac: R>TM, t> c(t):=v+tw,
Jw):=(v,7,(w)), haweT,TM .

A (3.1.1) egzakt sorozat az [.6.-ban mondottaknak megfeleléen egzakt sorozatot
szarmaztat a szelések C”(TM)-modulusainak szintjén is, a

0— %(*c)—;> ¥(T™M) —s X (1) 0

egzakt sorozatot, ahol i~, illetve J~ az

i(X)=ioX: veTM > (X (v))eTTM  (XeX(1)),

illetve a

jE)r=jok: veTM b jE(v)e TMx,, TM  (Ec ¥(TM))

14



3.2

3.3.

34.

3.5.

eldirdssal van értelmezve. A tovdbbiakban az egyszerliség kedvéért iés J~ helyett is
i-t, illetve j-t frunk.

(3.1.1) egzaktsaga folytan i injektiv, j sziirjektiv erés nyalableképezés (illetve modu-
lus-homomorfizmus a szelések szintjén), és

(3.1.2) Imi=Kerj = joi=0.
VIM:=i(TM %, TM )cTTM TTM vertikdlis résznyaldbja,
X'(TM):=i(X(1))cX(TM) TM vertikdlis vektormezdinek részmodulusa.

(3.1.3) X'=io X, XeXM)
az X vektormez0 vertikdlis liftje.

Meggondoldsainkban fontos szerepet fognak jatszani a kovetkezd kanonikus objektu-
mok:

(3.2.1) 0:TM —» TM %, TM, vi> 8(v):=(V,V) - T*T kanonikus szelése vagy a
T-menti kanonikus vektormezo;

(3.2.2) C:=io 6 € X' (TM) — a Liouville-vektormezd;,

(3.2.3) J:i=ioj — avertikdlis endomorfizmus .

A vertikdlis endomorfizmus TM-en értelmezett (1,1,)-tenzormezdként interpretalhato.
Kozvetleniil adédik, hogy

(3.2.4) ImJ=KerJ=X"(TM), J*=0;
(3.2.5) vXe ¥(M): JX'=0.

Egy fe C*(M) fiiggvény vertikdlis liftjén az f':=fo1e C”(TM) fiiggvényt értjiik. Koz-
vetleniil ellendrizhetd, hogy

Ee X(TM) vertikdlis vektormezd < VieC*(M): § f'=0.

Egy &€ X(TM) vektormez6t mdsodrendii vektormezdnek neveziink, ha eleget tesz a
jo&=0 (& Jo&=C) feltételnek. Amennyiben & mésodrendii vektormezd, gy tetszo-
leges fe C*(M) fiiggvény esetén az [ :=&f" fiiggvény fiiggetlen & megvdlasztdsdnak
modjatol. Valéban, ha E egy tovabbi masodrendl vektormezd, akkor E—é vertikalis,
hiszen J(&—£)=J € -JE=C-C=0 , és (3.2.4) szerint KerJ=X"(TM) . gy 3.3. alapjén
kovetkezik, hogy (& —E)f'=0, és ennélfogva & f'=Ef". Az f° fiiggvényt az fe C™(M)
fliggvény teljes liftiének nevezziik. Megmutathat6, hogy tetszéleges ve TM érintdvek-
tor esetén £ (v)=(df) ) (V) .

Minden Xe X (M) vektormezdhoz egyértelmiien létezik olyan X°e X(TM) vektorme-
70, hogy

(3.5.1) Ve C"(M): X f°=(Xf)";

ezt a vektormezot az X vektormezo teljes liftjének nevezziik.

Ervényesek a kovetkezd relaciok:

(3.5.2) X=X, JX°=X';
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3.6.

3.7.

3.8.

(3.5.3) (FX)°=f' X+X"  (fe C™(M), Xe X(M)) .

Lemma. Ha e (TM) mdsodrendii vektormezd, akkor tetszdleges ne Z(TM) vektor-
mezo esetén

JIn.El=In .
Ez az egyszer(, de igen hasznos észrevétel J. GRIFONE-nak koszonhetd [5].

Az M sokasdg folott adott horizontalis leképezésen a (3.1.1) egzakt sor egy jobbolda-
li hasitdsét értjiik, azaz olyan

H: TM x,, TM -TTM
erds nyaldbleképezést, amelyre teljesiil, hogy
(3.7.1) jo‘%leMxMTM .

A A horizontédlis leképezéshez csatolt vertikdlis leképezés (3.1.1)-nek az a
V. TTM—TMX,, TM baloldali hasitdsa, vagyis az a

(3.7.2) Vo=l v
feltételnek eleget tevo erds nyalableképezés, amelyre
KerV=ImAH (=7 o H#=0)

teljesiil. HTM:=Im<# résznyaldbja, egy un. horizontdlis résznyaldbja TTM-nek és
fennall, hogy

TTM=HTM®VTM .

J és ¥ a 3.1.-ben latott mdédon jobb-, illetve baloldali hasitasat szarmaztatja a
i

0 X (1) —— X(TM) X(1) 0
egzakt sorozatnak is, amelyeket valtozatlanul #—vel, illetve H#'—val jeloliink.

XMTM):=#(X (1))
részmodulusa X (TM)-nek, amelynek elemeit TM horizontdlis vektormezdinek mond-
juk. Ertelemszeriien teljesiil, hogy
X(TM)=X"(TM)® X" (TM) .
Legyen adva egy #: TM x,, TM —TTM horizontalis leképezés, s tekintsiik a hozza
csatolt 7: TTM—TM x,, TM vertikdlis leképezést.

Ekkor

(3.8.1) h:=# 0 j. TTM—>TTM a -hoz tartoz6 horizontdlis projektor,

(3.8.2) v:=lrry—h=iec ¥ a A-hoz tartozd vertikdlis projektor,

(3.8.3) (" Xe X(M) > £"(X):=H > X =hoX € X(TM) aJ dltal szdrmaz-
tatott horizontdlis liftelés, X" az X vektormezd (A szerinti) horizonta-
lis liftje.

h-ra és v-re joggal hasznaltunk projektor elnevezést, fenndllnak ugyanis a kovetkezok:
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3.9.

3.10.

(3.8.4) h’=h, Imh=HTM, Kerh=VTM ;
(3.8.5) v’=v, Imv=VTM, Kerv=HTM .

Lemma. Ha /": ¥(M)—>HTM) a H horizontdlis leképezés szerinti horizontdlis
liftelés, akkor

(i)  VXeXM), feC™M): £ (X)=f"£"(X) ;

(ii) Jod"=¢",

ahol ¢"(X):=X" , Xe F(M). Megforditva, ha adva van egy {": X(M)— Z(TM) leképe-
78s, eleget téve az (i), (ii) feltételeknek, akkor az a C*(TM)-linedris kiterjesztéssel ér-

telmezett . X(1)—>F(TM) leképezés, amelyre A X ):=/"(X) (Xe F(M)), horizon-
talis leképezés.

Bizonyitds: Ha (" a A horizontélis leképezés szerinti horizontdlis liftelés, akkor tet-
sz6leges Xe ¥ (M) vektormezd és fe C™(M) fiiggvény esetén ¢ "(fX):= J (fX)=

A N L GIY . (313)
S X)= 1 H (X )= (X)) és Jot"X)=iojo (X)) = ic X = X'=¢"(X), ¢"
tehat rendelkezik az (i)-(ii) tulajdonsdgokkal.
A megforditas igazoldsa hasonléan egyszerti. 0

Lemma és definicié. Legyenek #| és -, horizontélis leképezések az M sokasag
folott, és tekintsiik a hozzajuk csatolt ¥y, illetve ¥/, vertikalis leképezést.

A (H\—H>): X(T)—>X(TM) leképezés vertikilis értékil, s igy 1étezik egy és csak egy
olyan P: X(1)—>X(1) (1,1)-tenzor, hogy
H\—Hr=ioP .
Ezt a P tenzort a # és J, horizontdlis leképezések kiilonbségtenzoranak hivjuk.
Explicite, P=7,0 4, s ennélfogva
(3.10.1) H\—Hr=i0 Vo H\=Vy0 K .
A vertikalis leképezések kiillonbségtenzora a
(3.10.2) V\—Vy=—"V20oh
alakban 4all eld.

Bizonyitds: Jo (S \—H)=io (jo I \—jo S )=io (I, 1y~ oy, i )=0 » €z

(3.24)

Ker] = =X"(TM) folytéan azt jelenti, hogy #1—#, valoban vertikdlis értékd, s igy
eldallithaté H#—#,=ioP (Pe 7 |(1)) alakban, ahol P egyértelmiisége nyilvanvalg.
Mivel

SO\~ Hy= SO\~ H 20 (jo H1)= H\—~(H0 j) o H =

(Ixermy—ho) o H\=vy0 H =0 V30 ) ,

a kiilonbségtenzor explicit alakjat (3.10.1) adja. (3.10.2) ekvivalens a
Vi—Vo=—vzoh;

relécidval. Ez ut6bbi igaz, ugyanis
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3.11.

3.12.

3.13.

=lxmy—Vo—(1xrm)y—V1)=Vi—V2 . 0

Definicié. A Je J |(TM) vertikdlis endomorfizmus egy me ¥(TM) vektormezével
képzett Frolicher-Nijenhuis-zdrdjelén azt a [Inle T }(TM) (1,1)-tenzormezot ért-
jik, amelyre

VEe X(TM): [II&=[JEMI-IIE ]
Lemma. Tetszdleges X (M) vektormezd esetén [J,X]=0.
A bizonyitds egyszerl, s megtaldlhaté példaul [13]-ban (p. 1283) .
Lemma. Tegyiik fol, hogy & TM—TTM mdsodrendii vektormezd. Az

(3.13.1) (" Xe X(M) > ﬂ(X)::%(X%[XV,&])

leképezés eleget tesz a 3.9./(i),(ii) feltételeknek, kivetkezésképpen egy H#': horizontdlis
leképezést szdrmaztat, amelynél

(3.13.2) Jﬂg(f( )=% XH4[XED, XeX(M) .
A Hhez tartozo horizontdlis projektor megadhato a

(3.13.3) hg=% (Ixamy+ [1.E])

formuldval.
Bizonyitds:

(1) El6szor a 3.9./(i),(1i) feltételek teljesiilését ellendrizziik. Legyen fe C™(M),
Xe X(M) tetszbleges. Ekkor

(352

Jo éh(X)=% JX°+% JIX"E] =

3.6.
Ty L JIXCE] = Don Lyxec L xve L ixvoxcrvx) tehat 104707 |
27 2 PR PR

1 (3.5.3) 1
éh(fX):E (X +HEX)ED = 5 (X +HX X ,ED=
:% (XXX E-EDXY) = % FXHXED=f2"(X)

igy /" a megfeleld linearitasi tulajdonsaggal is rendelkezik.

(2) Megmutatjuk, hogy a #:-hez tartoz6 horizontdlis projektor eldéllithaté a megadott
alakban. hg:=7#:0j, igy egyrészt
35.2)

( ~
vXe ¥(M): he(X):=#o0j(X°) = %Q(X):éh(X):%(XCHXV,E,])

Masrészt
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3.14.

3111

1 1
—(136(TM)+[J ENXE) = (X +HIX"E-IXE, &]):E(XC"‘[XV,&])—E JIXEED
beldtjuk, hogy itt %J [X%,E]=0 . Mivel

3.12.
0 = J[X°El:= [JE.X 1-I[EX I=[C. X |+I[X 8] ,
feladatunk annak ellendrzésére redukalédik, hogy [C,X =0 .

Ismeretes (1d. [13], p.1263), hogy TM vektormezdit egyértelmlien meghatdrozza az
fe C*(M) fiiggvények teljes liftjein vald hatdsuk. — Legyen fe C*(M). f° el8allithatd

fC:é’fV alakban, ahol & olyan masodrendli vektormezonek is valaszthatd, amely
[C, E, ]:é feltételnek tesz eleget. Ekkor
[C, X If*=C(Xf)—X(Cf*)=C(Xf)*-X(Cf") .
Itt & vélasztasa folytan
o o o 3.3. o °

Cf'=C(§")=[C,E If'+& (Cf") = [C,E If' =& ="
s igy f tetszélegessége miatt C(Xf)°’=(Xf)° is fenndll, kovetkezésképpen
[C, X =(XD)* chc (Xf) —(Xf)°=0 . Ez azt jelenti, hogy [C,X"]=0 .
Az eddig mondottakkal azt igazoltuk, hogy hg és E(l;g(TM)+[J ,E]) ugyanigy hat M

vektormezdinek teljes liftjein. Az operdtorok hatdsa azonban az Xe X (M) vektorme-

(3.1. 2)
zO8k vertikalis liftjein is megegyezik, hiszen he(X")=#% o 3010(X) , mig
1 v 1 v 1 (3.25) 1 1 v 3.6.
= (Leaem+3.EDXN)=— X'+~ [1X".8] ——J el = —X - JX"E]l =
2 2 2 2
LIx-Lxao.
2 2

Mivel minden TM-en haté vektormez6 eldéllithaté — legaldbbis lokélisan — X (M)-beli
vektormezdk teljes és vertikalis liftjeinek C”(TM)-linedris kombindcidjaként, kovet-
kezik, hogy

1
hgzz (Lxmy+[I.ED - o

Megjegyzés. Horizontalis struktiranak masodrendii vektormez6bdl valé konstrualdsa-
ra M. CRAMPIN és J. GRIFONE adott el0szor (egymastdl fiiggetleniil) koordinatamentes
eljarast [1], [5]. Az itt bemutatott konstrukci6 az emlitett szerz6kétdl annyiban kiilon-
bozik, hogy elsé 1épésként egy horizontdlis liftelés keriil megaddsra, s a horizontélis
leképezés, illetve a horizontélis projektor a 3.9. lemma alkalmazdsdval ebbdl nyer le-
szarmaztatdst. Ez a modositds egyben 4j bizonyitést is igényelt.

A Berwald-derivalas. Legyen adva ebben a szakaszban egy

H: TMx,, TM -TTM
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3.15.

horizontélis leképezés. A 3.7.-ben és 3.8.-ban mondottaknak megfeleléen 7', h és v
jeloli a A —hoz tartoz6 vertikdlis leképezést, horizontélis projektort és vertikalis
projektort; X" egy Xe X (M) vektomez6 A —szerinti horizontilis liftje. A

(3.14.1) VeY SjvEAY 1+ V[hEIY ] (Ee X(TM), Y € X(1))

formula egy V: X(TM)x X (1)— X () kovaridns derivalast ad meg a T*T nyaldbon; ezt
a A horizontélis leképezés dltal indukalt Berwald-derivdldsnak nevezziik. Az értel-
mezés alapjan tetsz6leges X ,Y € ¥(1) ; X,Ye ¥(M) esetén

(3.14.2) Vi YesjliX oY1, V,.Y=0

(3.14.3) Vi Y=V#XiY], V., Y=7[X"Y".

A

(3.14.4) Vi XoxX(—X@, (X,Y)e ViY:=V,, Y=jliX  #Y ]

leképezést kanonikus v-kovaridns derivdldsnak nevezzik, a
(3.14.5) Vv X(oxX(-X®), (X, YY) ViY =V, Y =7[#XiY]

leképezést h-Berwald-derivdldsnak mondjuk. A V' operdtor csakugyan kanonikus
differencidloperator: fiiggetlen az alkalmazott horizontélis leképezéstdl. Valdban, allit-

suk el6 az Y € ¥(1) szelést Y =jn, ne ¥(TM) alakban (ez j sziirjektivsége miatt le-
hetséges). Ekkor

VY =V jn:=Vigin=ili X S2Gm)=jli X =il X nl=jiX omi=iaX g
ugyanis  vertikdlis  vektormezok  Lie-zardjele is  vertikdlis, s igy
0=J[i X ,vn]=icjliX ,vn] = j[iX,vn]=0, hiszen i injektiv.

A most kovetkezékben egy #: TM x,, TM —-TTM horizontélis leképezés alapvetd
geometriai adatait vezetjiik be, az altala indukalt Berwald-derivalas segitségével.

(3.15.1) t:=V"5
a J horizontdlis leképezés tenzidja. Itt V"8 a & kanonikus szelés h-kovaridns diffe-

rencidlja a 2.1.-ben mondottakkal anal6g értelemben: tetszdleges X € X(1) szelés ese-
tén

t(X ):=V'"&(X )=V} 8=V . =7V [H X i8]=V[#X C] .
Tehat:
(3.15.2) t(X)=Y[#X,C], XeX).

A A horizontdlis leképezés torzidja a

(2.1.3)

(3.15.3) T(X,Y)=d"j(HX HY) = V0 Y-V 0 X—jlHX AHY ]
(X,Y e ¥(1)) formuldval értelmezett T T-menti (1,2)-tenzormezd.

Specidlisan tetszbéleges X,Ye X(M) vektormezdk esetén
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3.16.

(3.14.3)

T(X,Y)=V,, Y-V, XjX"Y" = 7[X"YT-7[Y"XT-jX"Y"],

ahonnan iT(X, Y )=v[X"Y']-v[Y" X" - JIX"Y"] . [X"Y"] és [Y"X'] egyszertien
atgondolhaté médon vertikdlis vektormez6, igy v[X", Y ]=[X",Y"], v[Y" X"1=[Y" X"].
Folhaszndlva konnyen igazolhaté [XS,Y|=[X,Y]¢ reldciét, J[X",Y"]=J[hX"hY"|=
JIXE, Y I-IvXE,vY©] = JIXS, Y= J[X, YI°=[X, Y] , teh4t

(3.15.3) iT(X, Y)=[X"Y"1-[Y"X"]- [X,Y]" .

A A horizontalis leképezés erds torzidjan a

(3.15.4) T5:=V"8+isT=t+i5T

t-menti (1,1)-tenzormez6t értjiik, ahol isT(X ):=T®,X). H gorbiilete a
(3.15.5) QX,Y)=d"v#X #Y); X,YeX(1)

formuldval megadott Qe J ), (T) T-menti tenzormezd. Tekintettel dv definicigjéra,
(3.7.3)

&VAHXK AHY V=N e Vo H(Y )V o Vo (X )V HKX HY] =
~VHX HY];

tehat

(3.15.6) QX,Y)=—V[#X #Y]; X,YeX(1).
Specidlisan:

(3.15.6) iIQ(X,Y)=—v[X"Y"]; XYeXM).

Lemma. Egy mdsodrendii vektormezo dltal indukdlt horizontdlis leképezés torzioja
eltiinik.

Bizonyitds: Tekintsiik a & TM—TTM madsodrendii vektormezd dltal a 3.13.-ban mon-
dottak szerint indukélt ¢ horizontdlis leképezést. Ekkor tetszéleges Xe X (M) vek-

N . g
tormez6 esetén X":=#x( X ):5 (X+[X"ED) , igy — T-vel jelolve s torzidjdt is —

(3.15.3)

iT(X,¥) = XYY X=X Y]'=
1 c v 1 v v 1 C v 1 v v v
—[XEY T+ [IXNELY == [YO X == [[YVELXT-IX, YT
2 2 2 2
Ismert (és konnyen ellendrzihetd), hogy tetszbleges X,Ye X (M) vektormez6k esetén

(X, Y=[X,Y]" . Igy

% [XC,YV]—% [Y°X'T-[X,Y]'=— % [Y,X]V+% X YT -[XYT'=[X,Y]"-[X,Y]'=0 .

A vektormezdk Lie-zardjelére vonatkozo Jacobi-azonossdg alapjan
0=[[X"ELY I+[[E,Y'].X"T+[[Y" X T.EI=[[X".E],Y'I-[[Y".E].X"] ;

ezzel beléttuk, hogy az iT( X , \% )-t megadé formula jobb oldala eltiinik. 0
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3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

Tétel. Tegyiik fol, hogy H : TMx, TM ->TTM horizontdlis leképezés. Ekkor
E:=H 6. TM—TTM mdsodrendii vektormezd (az un. H —hoz csatolt méasodrendii
vektormezd), s a # horizontdlis leképezés és a & dltal indukdlt # horizontdlis leké-

1
pezés kiilonbségtenzora F# erds torzidjanak ) -szerese:
1.
%_%E":E iT .

Bizonyitds: TetszOleges Xe X (M) vektormez0 esetén

(3.15.2,3)

T(X) = (X)+T@E.X) = V[X"Cl+V,.;X-V,,8-j[# -5 X" = ¥ [X".Cl+
VeX - 7[X"i08] +j[X"E] = Ve X +j[X".E] ,
igy
TS (X )=iVe X +I[X"E] .
N . (3143 (3.13.2) N ALY
Itt iVeX =iV,.;X = VIEX']T = v(X-2#X)) = vX2vole(X) =

VX2 He—H) (X )=X X" 2 X )+2X" = X4+X"2H#:(X) ;
J[X" E1=I[hX ,E1=T[XE,E]-T [VXC,Z:,]/. 3.13. bizonyités soran igazoltuk, hogy J[X®,£]=0;
3.6. alapjan pedig J[vX‘E]=vX". Igy
JX",E]=—vX=hX*—X‘=X"-X¢ .
kovetkezésképpen
TS (X )=X 4+ X" 20 ( X )+ X=X =290 X )25 X )=2H~H:)(X)

amivel igazoltuk a tételt. 0

Kovetkezmény. Egy horizontdlis leképezés erds torzidja akkor és csak akkor tinik el,
ha a horizontdlis leképezéshez csatolt mdsodrendii vektormezo dltal indukdlt horizon-
tdlis leképezés megegyezik az adott horizontdlis leképezéssel.

Kovetkezmény. Egy horizontdlis leképezés erds torzidja akkor és csak akkor tiinik el,
ha eltiinik a tenzidja és a torzidja.
Bizonyitds: Tekintsik a : TMx, TM -TTM horizontdlis leképezést. Legyen

E:=H o8 a A-hoz csatolt mdsodrendii vektormezd, #: pedig a & dltal indukalt hori-
zontalis leképezés.

(1) Az erés torzi6 T°=t+isT definici6ja alapjan evidens, hogy t=0 és T=0 esetén T°=0 .

(2) Tegyiik fol, megforditva, hogy T°=0 . Ekkor 3.17. értelmében H#'=# ¢ , s mivel
3.16. alapjan JH ¢ torzidja eltlinik, kovetkezik ' torzidjanak eltiinése is. Igy a
T°=t+isT relaciéban T°=0 és T=0, el kell tehit tlinnie a tenziénak is. .

Megjegyzés. Az erds torzié fogalmat J. GRIFONE vezette be [5], némileg eltéré kon-
textusban. A most nyert kovetkezményt (sajat elméletének keretei kozott) szintén
megfogalmazta, és — méas dton, mas eszkdzokkel — bizonyitotta.

Kovetkezmény. Egy horizontdlis leképezést egyértelmiien meghatdroz az erds torzioja
és a hozzdcsatolt mdsodrendii vektormezo.
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3.21.

Bizonyitds: Tekintsiik a #; és ', horizontalis leképezést. Tegyiik fol, hogy Ao d=
Hp08=E , s hogy A és H > kozds T® erbs torzidval rendelkezik. Ekkor 3.17. értel-
mében

%iTs;%l—%g s %iTs;%z—%g ,

kovetkezésképpen A=A . 0

Megjegyzés. A most megfogalmazott eredményt tartalmazza M. DE LEON és
P. R. RODRIGUES [3] monografidja is, a Grifone-elmélet kontextusaban, és mas eszko-
zoket igénybe vevo, 1ényegesen kiilonb6z0 bizonyitassal.

Tétel. Legyen adva egy #: TM x,, TM —TTM horizontdlis leképezés, s tekintsiik az
dltala indukdlt V Berwald-derivdldst. A

¢V EM)-X(TM), X b Y(X):=X-iV .8

leképezés eleget tesz a 3.9./(i),(ii) feltételeknek, kovetkezésképpen egy 'y horizontdlis
leképezést hatdroz meg, amelynél

VXe X(M): Hy(X)=X-iV .35 .

A Hés a Hy horizontdlis leképezés kiilonbségtenzora a H horizontdlis leképezés
tenzidja:

H—SHy=iot .
Bizonyitds: Legyen X tetszéleges vektormez6 az M sokasagon.
v c (3:5.3) V~C . pCvV
(1) £ (tX):=(fX) —lV(fx)c 8 = f'XHX-V ,  6-iV . . 0=
(3.14.2)

XAV OHX GV, 8 = X X-X)=f" £'(X) ,

¢" tehét eleget tesz a 3.9./(1) feltételnek.

(3.5.2),(3.1.2)

Jo N(X)=IX—i0joiV 8 = X=X = Jol'=¢";
ezzel ellendriztiik, hogy 3.9./(i1) is teljesiil.

N c . c . . c . . (3.14.2,3)
(2) Hv(X)=X"-iV  6=X"-iV, 6V . 8=X"-iV , 8-V, .0

3.6 (3.15.2)

Xe—v[ X Cl-I VXS #0 8] = X—v[X Cl-vX=hX—i7[X",C] = X"-it(X)=
(H—iot)( X)
kovetkezésképpen A —H'v=iot . 0
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4. A T*T NYALABON ADOTT KOVARIANS DERIVALASOK REGULARITASI

4.1.

4.2.

TULAJDONSAGAI

Definicid. Vegyiink alapul egy M sokasagot.

6]

2)

M-en (vagy M folott) adott Finsler-konnexion olyan (D, ) part értiink, ahol
D: X(TM)xX(t)—>X(t) kovaridns derivalds, #: TMx, TM —»TTM pedig
horizontalis leképezés. A

D": ¥(mxX(n)—X(1), (X,Y) > DiY:=D Y

leképezést a D kovaridns derivalashoz tartozo6 v-kovaridns derivdldsnak hivjuk,
a

D" X(txX()—»X(1), (X,Y)H DiY:=D .Y

leképezést a (D, #) Finsler-konnexiohoz tartoz6 h-kovaridns derivdldsnak ne-
vezziik.

Egy (D,#) Finsler-konnexio

horizontdlis torzidja Th(D)::dD' ,

vertikdlis torzidja T'(D):=d" ¥ .

A T(X,Y)=T"D)H#X HY),illetve az F(X,Y ):=T'D)(AHAX iY)

képletekkel megadott 7 illetve % T-menti tenzormezét (D, #) h-horizontdlis,
illetve h-vegyes torziojanak mondjuk; az

R'(X,Y):=T'O)#X . #Y), P{(X.Y)=T'O)#X.iY),
Q(X,Y)=T'D)(iX.iY)

formuldk rendre a v-horizontdlis, v-vegyes és v-vertikdlis torziot értelmezik.

Megjegyzés. A ,horizontdlis torzid”, illetve a ,,vertikalis torzid” elnevezés megtévesz-
t0: a horizontdlis torzid fiiggetlen mindenféle horizontdlis struktiritdl, mig a vertikélis
torzi6 erdsen fiigg az adott horizontalis leképezéstol.

Lemma. Legyen (D,.#) Finsler-konnexi6 az M sokasag folott, s jelolje V a A altal
indukalt Berwald-derivalast. (D,.#) torzi6i megkaphatéak a kovetkez6 formulak alap-

jn:
4.2.1)
4.2.2)
(4.2.3)
4.2.4)

(4.2.5)

T"(D)(EN)=Dejn-Drj&-ijl&mn] ;
T'(D)(EN)=De ¥N-Dyy V&~ V[EM] ;
F(X.Y)=D, Y-D  X-j#X.H#Y];

F(X,Y)=-D,;; X—jl#X iY |=-D; X +V, X ;

RI(X,Y)=—V[#X #Y1=Q[X,Y];
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

(4.2.6) P(X.Y)=D  Y-7[#XiY]=D Y-V .Y

H X H X
4.2.7) Q'(X,Y)=D;;Y-D, X-7[iX.,i¥;
(EMeX(TM); X, YeX(D) ).
A bizonyitas egyszerli szamolasi gyakorlat.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az 6t parcidlis torzié — 7, .%, R', P! és Q' — koziil
& V' és D' kiilonbségtenzora, P' D" és V" kiillonbségtenzora, R' pedig a S horizon-
talis leképezés gorbiilete. igy

S=0ésP'=0 < D a A dltal indukdlt Berwald-derivdlds.
Definici6. Egy D: X(TM)x X (t)— X (1) kovaridns derivalt deflexidjan a
(4.4.1) w:=D3: X(TM)—X(1), &> w&):=D&(&)=Ded
leképezést értjiik, a
(4.1.2) [:=D"8: ¥(1)—>X(1), X [{(X):=D'8X)=D, 3
leképezést D v-deflexidjanak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy a D kovaridns derivalds egy # horizontdlis leképezéshez csatolt,
ha

(4.4.3) u=Do="7".

Egy (D, ) Finsler-konnexi6 h-deflexidja a

(4.4.4) W'=D"8& X()—-X(1), X {"(X):=D'§(X)=D__ 3§
leképezés.

Megjegyzés. Mivel tetsz6leges X T-menti vektormezd esetén poi(X)=p(i(X)):=
D; 5 O0=:[I(X) , fenndll a

4.5.1) pLoi=[

relécio.

Definicio. Azt mondjuk, hogy egy D: X (TM)x X (1)— X (1) kovaridns derivélds
(D) reguldris, ha a v-deflexidja bijektiv transzformécio;

) erdsen reguldris, ha a v-deflexidja az identikus transzformacio;

3) Modor-Vanstone-reguldris, ha a v-deflexidja eleget tesz a (1 —1 ag(T))Z:O relacio-
nak;

4 vertikdlisan természetes, ha D'=V" .
Megjegyzés. Egy (D, #) Finsler-konnexi6 h-vegyes torzidja (4.2.4) alapjan az
H(X,Y)=V,,X-D,, X=(V'-D")(Y,X)

képlettel adhaté meg. Mivel V' — mint arra a 3./4.-ben rdmutattunk — nem fiigg sem-
miféle horizontélis struktdratdl, az % tenzor is fiiggetlen £ —tdl. Tekintettel erre, a
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4.8.

4.9.

kovetkezokben egy (D, ) Finsler-konnexi6 h-vegyes torzidjat a D kovaridns derivd-
lds Finsler-torziojanak nevezziik.

Tétel. Tekintsiink D: X(TM)x X (t)— X (1) kovaridns derivélast. Legyen .# D Finsler-

torzidja, s jelolje is# az 57 (X ):=%(8,X) elbirassal értelmezett T-menti (1,1)-
tenzormezot. Ekkor

(1) D vertikélisan természetes < #=0,

(2)  Derbsen reguliris & i5%=0,

3) D Moo6r-Vanstone-reguldris < i5%# 0is#=0,
@ D regularis & 1x@—is¥ bijektiv ;

kovetkezésképpen érvényesek az alabbi implikaciok:

vertikdlis természetesség = erds regularitis =
Mooér-Vanstone regularitds = regularitas

Bizonyitds. Az (1) megallapitds a vertikdlis természetesség definicidja €s 4.7. alapjan
evidens. Mivel X e ¥(1) esetén

(3.14.2)

i 2(X):=#(8,X )‘:'ViXS—Diis = jliX  Ho8]-fi (2)3':6' X-fi(X)
=(1x@-A)(X),
fennall a
(4.8.1) H=lxq-isS

relacid, amibdl kiolvashaté a (2) megéllapitds. Kozvetleniil adédik azonban beldle a
(3) észrevétel is, hiszen (4.8.1) miatt

(R-1x@)=isFois? .
A (4) megdllapitds ugyancsak trividlis kovetkezménye (4.8.1)-nek.
(1)-(3) alapjan azonnal l4that6, hogy
vertikdlis természetesség = eros regularitds = Modr-Vanstone regularitds.

A Modr-Vanstone-regularitds maga utdn vonja a regularitast, ugyanis

(4.8.1) ®)

Rl = (UxeisP(IxeHe)= lxo-6F) "~ lxm;
hasonl6képpen
Q2 1z~ Q=1 x@+isL ) xm-isF)=1x()
[l tehdt invertdlhatd (s az inverze a 2-1xr—[ transzformicié) — és ennélfogva [i
bijektiv. 0
Példa. Legyen A e T 1(7), s tegyiik fol, hogy A (8)=0 . Ertelmezziik az Fe T , (1)
tenzormezOt az

FX,Y)=AY)X (X, YeX®))




4.10.

4.11.

el6irdssal, s legyen D: X(TM)x X (t)— X (7) olyan kovaridns derivalds, amelyhez a
DLY=VY-#Y.X); X.,YeX(1

formuldval megadott v-kovaridns derivalas tartozik. Ekkor 4.7. értelmében D Finsler-
torziéja a megadott . tenzor. Tetszéleges X € X (1) T-menti vektormezd esetén

i5 % ois P (X )=is:F(A (X)&)=A (X )is:F(8)=A (X ) A (8)5=0 ,

igy 4.8.(3) értelmében a D kovaridns derivdlds Modr-Vanstone-regularis. — Ez a példa
azt mutatja, hogy Moor-Vanstone-reguléris (€s ennélfogva reguldris) kovaridns deriva-
lasok konnyen gyarthatok.

Megjegyzés. Legyen (D, #’) Finsler-konnexi6. Akkor és csak akkor teljesiil, hogy D
JC-hoz csatolt, ha D erdsen regularis és (D, #) h-deflexidja eltiinik:

(4.10.1) D, 8=X é D .80 (XeX(D).

(4.4.3)

Valéban, ha D #-hoz csatolt, s igy DO = ¥, akkor

_ (372 _

D, 8=D3(iX)=7(X)=7-iX = X,
(373

- - o)
D 8=DSAHX)=V(HX)=V H#X =0,

tehat (4.10.1) teljesiil. Megforditva, tegyiik fol, hogy D eleget tesz (4.10.1)-nek. Ekkor
tetszOleges Ee X(TM) vektormezd esetén

(4.10.1)

DJ(E)=DS(i&+h&)=Dd(io ¥ (&)+H © J(E))=Di(,£0+D 40 = V&,
kovetkezésképpen DO="", D tehat #-hoz csatolt.
Tétel. Tegyiik fol, hogy D regularis kovarians derivalds. Ekkor az
/p: XM)—X(TM) , X /p(X):=X—i{l"' D,.

leképezés horizontilis liftelés (azaz eleget tesz a 3.9./(1),(i1) feltételeknek), s igy meg-
hatdroz egy #p: X(1)— X (TM) horizontalis leképezést, amelynél

(4.11.1.) Hp(X)=X~i T D3 (XeX(M)).
A Hp-hez tartoz6 horizontdlis projektor
(4112) thlg(’(TM)—iO ﬁ_l ol

(W:=D3J , illetve fi:=D"d D deflexidja, illetve v-deflexidja). A Hp horizontdlis leké-
pezés képtere megegyezik a p deflexié nullterével:

Im#p=Keru .

Amennyiben — specidlisan — D erdsen reguldris (s ezért egyben Moor-Vanstone-
reguldris), ugy

(p(X)=Hp(X)=X~iD_.8 (XeXM)),hp=lxmm-iop .
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4.12.

Bizonyitds. TetszOleges Xe X(M), fe C*(M) esetén

{p(fX):=(fX)—ifi"' D i O . f'(X—ifi”" D, §)+°(X"—ifi"' D, 8)
= ' £pQOH (X o fL(X))= 1" £p(O+* (X=H(X))=t" £p(X) ;
Jo £p(X)=JX~iojoiD, , 8=X"=/"(X)

— ezzel belattuk, hogy ¢, eleget tesz 3.9./(i),(i1)-nek.
hp(X®):=#p o j(X)=Hp( X )=X~io I (D, §)=X"—io I o u(X°)
=(1xrmy—io i o u)(X°),

hp(X"):=#pojoi(X)=0;

masrészt

RERCEA))

(Lxemio i o p)(XM)=X"-io i ' opoi(X) = X'—io i optoi(X)
=X"—io i o I (X )= X"-i(X)=0,
kovetkezik ilymédon, hogy hp=1xm)—i° ﬁ_l ol .
R (45.)
WA (X D=(X o 17 (D, §))=p(X)—poio I o u(X) = WX)-(X)=0;
ez azt jelenti, hogy Im#pcKerp .

Belatjuk végiil, hogy Im&#p teljesen kimeriti Kerpi-t. — Legyen e Kerpl tetszéleges.
E-t E=hp&+vpE alakban dllitva eld,

H(E)=p(hp&)+W(VpE)=W(H# o j(€))+1(io V(€)= i( ¥ n(E)=[ (¥p(E))
folytan
EeKerk = [ (7p()=0 = ¥n(E)=0 ,
hiszen a feltevés értelmében [ bijektiv. #p(§)=0 miatt egyben vp(§)=io ¥ p(§)=0 , s
ezért E=hp&e ImA#p ; tehadt
EeKerl = EelmHp,

s igy KerpcImé#), . Ezzel a bizonyitas teljes. 0

Megjegyzés. Ha a tételben leirt konstrukcidt egy horizontélis leképezés altal indukalt
Berwald-derivélasra alkalmazzuk (amely vertikdlisan természetes volta miatt erGsen
reguldris), akkor a 3.21. tételben nyert #’v horizontdlis leképezést kapjuk vissza.

Tetszbleges D regularis kovaridns derivalas esetén a most konstruélt <#p horizontalis
leképezést a D dltal indukdlt horizontdlis leképezésként fogjuk emliteni.

Lemma. Ha D reguldris kovaridns derivalds és ' az altala indukalt horizontalis le-

képezés, akkor a (D, #p) Finsler-konnexi6 h-deflexidja eltlinik:

D =0 (XeX©)).

5 (X)
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4.13.

Bizonyitds. Legyen Xe X (M) tetsz6leges. Ekkor

(4.11.1)

D = D,.8-D =D, .8—[i(i"'D,.8)=D,.8-D,.8=0.

A (X) iorf‘Dxcs

Ez igazolja az Allitast, hiszen a bdzikus vektormezOk (lokdlisan) generaljak

X (1) modulust. O

Allitas. Ha D reguldris kovaridns derivdlds, akkor egyetlenegy olyan A horizontdlis
leképezés létezik, amelyre teljesiil, hogy a (D, ) Finsler-konnexié h-deflexidja eltii-
nik, s ez éppen a D dltal indukdlt horizontdlis leképezés.

Bizonyitds. Tekintsiik a A#p horizontdlis leképezést, A pedig legyen tetszéleges olyan
horizontalis leképezés, amelyre

D =0, XeX(1).

o (X)
S és Hp killonbségtenzora (3.10.1) alapjan #Ho A , ahol 5 a H'p —hez tartozo ver-
tikalis leképezés:

H—Hp=ic (o H) .
Tekintsiik D I v-deflexidjét. Tetsz6leges Xe X (M) vektormezd esetén

B (Yo H#)(X)=D, 8=D =D . 8D . &=

o) (X) = H ) X) HX) S (X)

(A n(X))=0 .

H(X)
hiszen Dmx) 8=0 a feltétel szerint, W(#p(X)) pedig Kerp=Im#p miatt egyenld

nulldval. A kapott eredménybdl [I bijektivsége miatt ¥Ho #=0 kovetkezik, amit azt
jelenti, hogy H=Hp . 0

5. METRIKUS FINSLER-KONNEXIOK ALTALANOSITOTT FINSLER-

5.1.

SOKASAGOKON

Definicid. (1) Egy (M,g) part dltaldnositott Finsler-sokasdgnak neveziink, ha M egy
sokasag, g pedig egy pszeudoriemann-metrika a TM X,, TM pullback-nyaldbon, va-
gyis olyan

veTM = gye T, (TywyM)

leképezés, ahol g, nemelfajuldé szimmetrikus bilinedris forma a TyyM={v}XT;M
fibrumon. Ilyenkor g-t dltaldnositott metrikaként (vagy sebességfiiggo metrikaként)
emlitjiik.

(2) Egy g éltalanositott Finsler-metrika v-Cartan-tenzoran a
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5.2

5.3.

@vb :=V'ge T3 (1)
tenzort, illetve az ezzel metrikusan ekvivalens, a
(@(X,¥).2)=2¢"(X,Y.2) (X,¥.Z¢X(0))

reldcio dltal meghatdrozott CeT ) (7) tenzort értjiik.

(3) Tegyiik fol, hogy az M sokasdg folott adva van egy #: TM X, TM —TTM hori-

zontélis leképezés, s tekintsiik az dltala indukalt V" h-Berwald-derivaldst. Egy g alta-
lanositott Finsler-metrika (:#-ra vonatkozd) h-Cartan-tenzoran a

@Ji:: V'ee T9(1)
valamint a vele metrikusan ekvivalens, a
(@ (X V) 2)=0"(X,Y.2) (X.,Y.ZeX®)

o P H 1 Lo
eldirassal értelmezett € € J , (T) tenzort értjiik.

Lemma ([4], Vol.II, p.344). Legyen K egységelemes kommutativ gytiri, amelyre tel-
jesiil, hogy AeK > 2A:=A+Ae K leképezés bijektiv. Tekintsiink egy V K-modulust.
Tegyiik fol, hogy az f:V—V* leképezés (K-linedris) izomorfizmus és hogy

():VXV=K |, (v,w) > (v,w):=f(v)(W)

figgvény szimmetrikus. Ekkor minden ®:VxV—V ferdeszimmetrikus (K-) bilinearis
leképezéshez 1étezik egy és csak egy olyan

Y:V=End(V), u- vy,
K-linedris leképezés ugy, hogy
(i) tetszOleges ue V esetén y, ferdeszimmetrikus a (,) bilinedris fiiggvényre nézve,
azaz (Wu(V),W)+V,u(w))=0 (v,weV);
(11) O(v,w)=y (W)= Yu(V) ; v,weV .

Tétel (dltaldnositott Ricci-lemma). Tegyiik fol, hogy (M,g) dltaldnositott Finsler-
sokasdg, amely el van ldtva egy H#:TMXx,, TM —TTM horizontdlis leképezéssel.

Megadva egy TeT (1) és egy QT (1) ferdeszimmetrikus tenzormezdt, létezik
egy és csak egy olyan D: H(TM)x(1) — (1) metrikus kovaridns derivdlds, amely-
nek h-horizontdlis, illetve v-vertikdlis torzioja az adott T, illetve @ tenzor.

Blzonyltas (1) Induljunk ki egy, a (t*t, g) pszeudorlemann vektornyaldbon adott tet-

szlleges D metrikus kovaridns derlvalasbol (D letezeset 2.6. biztositja). Jelolje D h-

horizontélis, illetve v-vertikalis torzidjat 7 , illetve Q Alkalmazzuk az 5.2. lemmaét a
K:=C*(TM), V:=X(1), {():=g

szereposztassal. Ekkor a lemmabeli f:V—V* izomorfizmus szerepét a

~ ~

b X(Doe1(1), XX, X(V)=g(X.,¥)




zenei izomorfizmus jatssza. 5.2. biztositja egy és csak egy olyan
V" ¥(1)—>End(¥(1)), X - y"(X)
C”(TM)-linedris leképezést 1étezését, hogy
1) \|fl>1( minden Xe X (1) esetén ferdeszimmetrikus g-re nézve, azaz
VY. ZeX(): g3 (Y),Z)+e(Y . y5(Z2)=0;
i) TR -FX, )=y (V- (X)
Hasonloképpen, ha ®'( X,Y ):=Q( X.,Y )—(o)(f( Y ) , akkor 1étezik egy és csak egy
olyan
v ¥(1)—>End(¥(1)), X - y'(X)
C”(TM)-linedris leképezés, amely
(iii))  ferdeszimmetrikus g-re nézve, azaz tetszdleges Y,Ze X(t) esetén
2(Wi (Y ). Z)+g(Y W5 (2))=0;
(iv) elegettesza Q(X.¥)-Q(X.¥)= v (Y)-yi (X) reldcionak.
(2) Definiéljuk ezek utdn a D: X(TM)XI'(t) — I'(1) leképezést a

D:¥ =DV +y (V)4 (V) EeX(TM), Y eX()

eldirdssal! Vilagos, hogy ekkor D kovaridns derivalds a T*t vektornyaldbon. Megmu-
tatjuk, hogy D metrikus és hogy az el6irt T , illetve @Q h-horizontilis, illetve v-
vertikdlis torzidval rendelkezik.

Metrikussdg. Tetsz6leges &€ X(TM), Y ,Z <€ X(1) esetén

~ D metrikus

Deg(Y,Z)=te(Y.,Z)-gD:Y ,Z)-g(Y D:Z) =

g(D:Y,Z)+g(Y,DeZ)-gD:Y,Z)-g(Y D Z):=

(@), (111)

~

v (V). 22w (V). Z)-(¥ o (Z)-e(Y v, 1 (2) =
h-horizontdlis torzié. F(X,Y) = D Y -D_ X—jl#X H#Y]:=
D A?—DJ/YX—j[%X,W?Hw})l((?)—w‘;(f():
TR Ty (9 (R) 2 T(R.T).

o 427)

v-vertikdlis torzié. Q'(X,Y) = D, i? —Dh?f(—”ﬁ[i)z AY |=

D, Y-D  X-7[iX.iY [+yL(Y)-y} (X)=
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S54.

5.5.

(iv)
Q(X Y +wy (V)-yi (X)) = Q(X.Y).
(3) A D kovaridns derivdldst az eldirt tulajdonsdgok egyértelmiien meghatdrozzdk.

Tegyiik fol ennek belédtdsara, hogy D is olyan metrikus kovaridns derivalds T*t-n,
amelynek h-horizontdlis, illetve v-vertikdlis torzidja a megadott T, illetve @ tenzor.
Legyen

oh ey o - .
Pe(Y)=DLY-DxY ; Wy(Y)=D;Y-DxY (X, YeX()) .
Ekkor g és }, egyarant ferdeszimmetrikus g-re nézve, és
Y -9 X=T(X,Y)»-F(X.Y), ¥ V-9 X=Q(X.¥)-QX.Y),
igy a Lemma dltal biztositott egyértelmliség miatt \T!h=\|lh , \T!h=\|lh , s ennélfogva

D =D kovetkezik. 0

Kovetkezmény és definicio. Legyen (M,g) dltaldnositott Finsler-sokasdg, elldtva egy
7 horizontdlis leképezéssel. Létezik egy és csak egy olyan D metrikus kovaridns deri-
vdlds a t*tvektornyaldbon, amelynek h-horizontdlis torzidja a # horizontdlis leképe-
76s torziojdval egyezik meg, a v-vertikdlis torzidja pedig eltiinik. A (D,.7) Finsler-
konnexiot az (M,g) dltaldnositott Finsler-sokasdg (- —ra vonatkozo) kanonikus
Finsler-konnexidjdnak nevezziik.

Megjegyzések. (1) Ha — specidlisan — (M,g) Finsler-sokasag és # a g-bdl szarmazd
kanonikus horizontdlis leképezés, akkor 5.4. a Finsler-sokasdg kanonikus metrikus
Finsler-konnexidjat, az tin. Cartan-konnexiot (1d. pl. [13], pp.1396-1397) adja vissza.
Ekkor D A#—hoz csatolt a 4.4.-ben mondott értelemben.

(2) Térjiink vissza a # horizontalis leképezéssel ellatott (M,g) Finsler-sokasidghoz, s

tekintsiik ennek @vb, illetve € /i v-, illetve h-Cartan-tenzorat. Az ezek segitségével a
g(%v()‘Z ’?)’z)::%vb()z ’? ’z)+%vb(? 72,5{)_%1(275i ’?) >
illetve a

(" (X, 9).2)=€"(X.¥.2)+@"(¥.2.5)€"(7.%X.Y)

el6irassal definidlt @ e T} (n), @ e L (T) tenzorokat g v-Cartan-Christoffel, illet-
ve h-Cartan-Christoffel tenzordnak nevezzik. [ 13]-ben bizonyitast nyert, hogy a

DgY —VgY+ @(W&Y)+ ?(‘]éY)

elbirds (V a H—bél 3.14.1. szerint szdrmazé Berwald-derivalas; Ee ¥(TM), Y € ¥(1))
olyan metrikus kovaridns derivéaldst ad meg, amelynek h-horizontalis torzidja < tor-
zidjaval egyezik meg, a v-vertikdlis torzidja pedig eltlinik. Ez a kovaridns derivalas te-
hat éppen (M,g) # —hoz tartozé kanonikus kovaridns derivaldsa. Ebbdl és 5.4.
unicitas-allitasbol kozvetleniil adodik az

32



S.6.

6.1.

Kovetkezmény. Tegyiik fol, hogy (M,g) déltalanositott Finsler-sokasdg. Legyen
H . TMx,; TM -TTM horizontélis leképezés, s jelentse V a # dltal indukalt
Berwald-derivélast. Megadva egy

y: X(TM)xX (1) > X(1)
C™(TM)-bilinedris leképzést, értelmezziik y'e T} (1) , illetve a y'e T} (1) tenzort a
W(X,Y)=yiX.,Y),illetvea y(X,Y ):=y(#X,Y)
eloirassal, €s tekintsiik a
D: (£, Y) > DY :=VeY +y(E,Y)
kovaridns derivalast.

(1) Annak sziikséges €s elegendo feltétele, hogy D h-metrikus legyen (azaz Dhg:O
teljesiiljon) és D h-horizontalis torzidja A torzidjaval egyezzen meg az, hogy

\vh=% ¢” legyen.

2) D akkor és csak akkor eltlind v-vertikélis torzi6ju, v-metrikus (a D"g=0 felté-

telt teljesitd) kovaridns derivélas, ha \lfv=§ @V . O

Megjegyzés. Ez az eredmény M. CRAMPIN egy tételének ([2] Theorem 2) dltaldnosita-
sa.

6. A STRUKTURA-EGYENLETEK

Lemma és definicié. Jelolje .4 T) a T-menti differencidlformak Grassmann-algebrdjat,
més széval az X(t) C”(TM)-modulus Grassmann-algebrajat.

(1) Létezik egy és csak egy olyan d": .o (T)—oZ (1) els6fokd gradalt derivacio,
amely a TM-en adott sima fiiggvényeken, illetve a bazikus 1-formdkon a

d'f(X):=df(iX )= X)f, illetvea d'&=0
(fe C*(TM), ae.«Z1(M), X € ¥(1) ) eldirés szerint hat.

Ezt a d* operétort az .« (t) Grassmann-algebra vertikdlis kiilsé derivdltjdnak
nevezziik. d” hatdsat tetsz6leges O evdk(’c) T-menti k-formdan a
k+1 A

6.1.1) d"A(X ... X )= DM AXDE(X 1y Kooy X )+

i=1

D EDMPE(VIX X e Ko, X oo, X k)

i<i<j<k
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6.2.

formula adja, ahol ¥ egy tetszblegesen valasztott horizontdlis leképezéshez
tartoz6 vertikélis leképezés, Xie ¥(1) (I1<i<k+1), )%i pedig azt jelenti, hogy
X ; torlendo.
2) Kijelolve egy #: TM x,, TM —TTM horizontélis leképezést, 1étezik egy és
csak egy olyan d": .+ (T)—. (1) elséfoku gradalt derivacié, amelyre
{ d"(X ):=df( A X)=(#X)f; ha feC(TM) (XeX(1)),

N
d"é:=da , ha oe.« (M) .
Ad" operiétort .«Z (T) Grassmann-algebra (:# horizontélis leképezéshez tartozo)
horizontdlis kiilsé derivdltjanak mondjuk.

Az (1)-beli megéllapoddsok megtartisa mellett d" hatdsit tetszOleges
& e.«Z(t) k-formdn a

k+1 . - - 2 -
(6.1.2) d"A(X 1. X )= D" (AKX )OXK 110 Koo, X 1)+

i=1
z ~DMa Gl X i»t%ij], X oo X ey Xj,---, X 141)

i<i<j<k+l

formula adja.

A bizonyitdst illetden 1d. [13] p.1305 és pp. 1308-1309.

Tétel és definicio. Legyen (M,g) altalanositott Finsler-sokasdg, ellatva egy
H: TM X, TM —TTM horizontilis leképezéssel. Tegyiik fol, hogy g pozitiv definit,

s legyen (lp::i)f:1 egy P<TM nyilt halmazon értelmezett T-menti vektormezdk alkotta
ortonormdlt csaldd:

E:ve? — E VeTuM,
o(E,.E))=8; (1<ij<n) .
Jelentse (@i)f:1 az (Ei)f:1 ortonormdlt n-élmez6hoz dudlis 1-forma csalddot:
®' (E)=38 ; 1<i,j<n .
Jelolje végiil T a A horizontilis leképezés torzidjat, s értelmezziik a 8 v foloti,
T-menti 2-formakat a

T(X,Y)=0(X,Y)E,
formula segitségével (kdvetve — most és a kordbbiakban is — az 6sszegzési megallapo-
dast). Egyértelmiien l1étezik a #CTM nyilt halmazon definidlt elséfokd differencial-

formdk olyan (6');)& i<n Csalddja, hogy teljesiilnek a kovetkezok:
(6.2.1) (6')3) = (Coij) (ferdeszimmetria) ;

(6.2.2) d'@'=—(&, o)A O’ (1<i<n) ;
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(6.2.3) d"@' =—(&, o AN O - (1<in) .

Az ('blJ 1-formékat (az alapulvett n-élmez0koz tartozd) konnexioformdknak nevezziik,
a (6.2.2-3) relaciokat pedig az elso struktiira-egyenletekként emlitjiik.

Bizonyitads. (1) Jegyezziik meg el6szor, hogy tetszdleges
X:ve? » X@eTwM

¥—n értelmezett, T-menti vektormez6 egyértelmiien eléallithat6 az
(6.2.4) X=0'(X)E,
alakban. — Valdban, mivel (Ei)f:1 bazisa X(t)-nak ¥ folott, egyértelmiien 1éteznek
olyan X e C*(TM) ( 1<5j<n ) fliggvények, hogy X =)~(jEj gy

0 (X)=0'(X'E))=X'0'(E))=X'8=X",
ami igazolja észrevételiinket.

(2) Legyen (D, #) az (M,g) altalanositott Finsler-sokasag # —hoz tartozé kanonikus

konnexi6ja! Ertelmezziik az (7)3 (1<51,j€n ) 1-formédkat az
(6.2.5) @ (6):=0"(D:E),  EeX(V)
eldirdssal! Megmutatjuk, hogy az igy definialt (('bij) matrix ferdeszimmetrikus. - Tekin-

tettel arra, hogy g( lp::i , Ej )=08;; , tetszbleges Ee X(¥) esetén azt kapjuk, hogy

D metrikus

0=tg(E,.E))=(Deg)(E, ,E )+ g(D:E,,E )+g(E, .D:E)) =

(6.2.4-5)

g(D:E,.E)+g(E,.D:E) = g@ ©E, .E)+a(E .0 ©E,)=
& ©)g(E, ED+ @ ©)g(EE )= )3+ (§)8u=d) (§)+®; () ,
amibdl &'=—@, (1<ij<n) kovetkezik.

(3) Kiszamitjuk a ©' 1-formak vertikalis kiils6 derivalgjat.

Tetszoleges k,le {1,...,n} esetén

- (61D

¢'6'(E,.E) = (E,)8'(E)-GE) ' (E,)-O (VIE, iE D=-O (VE, .iE,
ezdltal ad' @' t-menti 2-formdk egyértelmiien meghatarozottak. Masrészt
~(@ in®)(E, . E)=—al(E,) O'(E )+ & (E)O'(E, )=

(62.5) _

®, GE)-&(E,) = 6D, E)-60'(D,; E)=-6'MD,; E-D,; E,)=
_éi (%[iﬁk »iﬁl ]) )

folhaszndlva az utolsé 1épésben (D, #) v-vertikdlis torzidjanak eltiinését. Osszevetve a
kapott eredményeket, a (6.2.2) struktira-egyenlethez jutunk.
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(4) Az iméntivel analég mddon eljarva, levezetjiik a (6.2.3) struktira-egyenleteket. —
Legyen ik,le{l,....n} tetszdleges. Egyrészt

(6.1.2)

d"®'(E,.E) = (HE,)O (E)~(#E,)O (E,)-0 (IHE, HE,])
=— @ (j#E, HE,));

masrészt, a most kapott eredmény figyelembevételével,

—~(®, o #AO')E, ,E)=& (HE,)® E )+® (HE )O'(E,)=

(4.2.3)

El _D’% E] Ek ) =

625)

&, (HE, )-® (HE,) = -6 (D,

#E,
~ -~ - - o SA oL - -
-0 (g(Ek ’El )+j[%Ek a%El ]) =-0 (T( Ek ’El ))_®1 (j[%Ek 9%]31 ]):
~-@ (¥ (E,,E)E)+d"® (E, ,.E)=(d"® -9)(E, ,E,),
kovetkezésképpen d" @' =—(@, o H#)A®'~9' , amint dllitottuk.

(5) Igazoljuk az (7)3 konnexiéformdk egyértelmiiségét. Legyen i,j,ke{1,...n} tetszo-
leges. (6.2.2) és a (3)-ban latottak szerint

d'® (E;En=8,GEn-a| GE).
¢'& (B E)=a] GE)+&GEv.,
'O (BiEp=af GEp-a GE) .

Az els6 két relaci6 6sszegébdl kivonva a harmadikat, s folhasznalva a konnexiéformak
matrixdnak ferdeszimmetridjat, azt kapjuk, hogy

BB = (@ O (E; Bwed /(BB )-d 8 (B, 5

ez igazolja, hogy az 63‘] 1-formdk hatdsa a vertikdlis vektormezokon egyértelmiien

meghatédrozott. Hasonlé médon

d"@ (E;, E=0 (#E)-&, (#E)-V¥(E;,Ep ,
d"®'(EL,En=] (HE+® (#E)-¥ (EGEy ,

"0 (B, E = (#E - (#E)-3"(E,E) .

Kivonva az elsd két relaciobol a harmadikat, most azt kapjuk, hogy

o) (%Eg:% (@& (B, Eo+d"® (B, Bo-d"® (B, B 1)
2 (BB Eoed (B Bo-3 (BiE)) 5

ez azt mutatja, hogy a ('blJ I-formak hatdsa a horizontélis vektormezokon is egyértel-

miien meghatarozott. 0
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Megjegyzések. (1) Megtartva a 6.2.-ben rogzitett feltételeket €s jeloléseket, tekintsiik a
D kovaridns derivélds R” gorbiileti tenzordt, amelyet az

RP(EM) Z:=DeDy Z~ DDy Z—Diz.y Z (Ene X(TM), Ze X(1))

formula definidl. Bevezetve az
RD(Q’T]) Ej: fllj (&’n) E i

el6irdssal a 7'cTM folott értelmezett fl‘l (1<i,j<n) 2-formadkat, az un. gorbiileti for-

mdkat, a Riemann-geometriabdl jol ismert médon (1d. pl. [12], Appendix B) nyerhetdk
az

Q=A@+ B A D! (1<i,j<n)

un. mdsodik struktiira-egyenletek, amelyeknek tehdt sem a megfogalmazasa, sem a le-
vezetése nem igényel 1) gondolatot.

(2) A kapott struktira-egyenletek valtozatlan formdban érvényesek akkor is, ha g
konstans indexli pszeudoriemann-metrika T*t-n, csupan a ferdeszimmetriat kifejezo
(6.2.1) relaciok modosulnak a kovetkezOképpen:

@, =—g;g; & (1<i,j<n) ,

ahol (g,..., €,) g szignatdrdja, s most a kétszer szerepld indexekre nincs 6sszegzés.
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