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Athatdsszerkesztés

BEVEZETES

Az dbrdzolo geometria egyik legnagyobb teriilete a kiilonféle feliiletek és testek
athatdsdnak vizsgdlata. Az 4thatdsi gorbe €s a gorbét szdrmaztat6 feliiletek elemzése a
konstruktiv geometria targykorébe tartozik.

A miiszaki gyakorlati életben is igen fontos szerepet kap a témakor — elég csupan arra

gondolni, hogy a mindennapok sordn igen sok athatdssal keletkezd feliilettel talalkozunk.

A dolgozat célja az athatdsok rendszerezése volt. Olyan Osszefoglald jellegli tanulmany,
melyben mind a siklapd-, mind pedig a gorbelapu feliiletek nagyité ald keriilnek.
Igyekeztiink ravildgitani a kozos elvekre, az eljarasok sokszinliségére, az dbrazolas sordn

adodo nehézségek feloldaséra.

Ennek tiikrében a dolgozat harom fébb szakaszbdl all:

Az elsO fejezetben azokkal a feliiletekkel ismerkediink meg, melyek az &thatds sordn
szoba keriilhetnek. A mindenkor érvényes allitdsok és osztdlyozas mellett részletesebben
targyaljuk a kozismert feliileteket — eldtérbe helyezve az dthatdshoz sziikséges
tulajdonsagokat.

A masodik fejezet témdja az dthatdsok szerkesztése. Ezt a szakaszt két fobb részre
osztottuk: az elsO részben az altalanos elméletekkel ismerkediink meg és végigtargyaljuk a
klasszikus modszereket. A mdasodik részben megprobéltunk minél tobb példat hozni a
modszerekre, a specidlis vagy éppen teljesen dltalanos dthatdsokra, kiilonleges
tulajdonsagu pontokra, egyenesekre, sikokra.

A harmadik fejezet a didaktika targykorébe tartozik. A kozépiskolai dbrazolé geometria
oktatdsi nehézségeit, eljarasait taglalja. Sz6 esik a forgasfeliiletek tanitasardl éppugy, mint

azok athatdsanak tanitasarol. A vizsgalodast két ismert tankonyv rovid elemzése segiti.

A szakdolgozatot egyuttal az abrdzolé geometria szakos hallgatéknak is ajanljuk.
Reméljiik, hogy hasznosnak tartjadk majd azon hallgatdk, akik most ismerkednek ezzel a
tudoméanyteriilettel éppugy, mint azok, akik a mar megszerzett tuddsukat szeretnék

rendszerezni.
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SIKLAPU ES GORBELAPU FELULETEK

Ebben a fejezetben megismerkediink azon feliiletekkel, illetve testekkel, melyeket az
athatdsok sordn haszndlunk. Az elsd részben egy altaldnosabb ismertetést és osztalyozast

adunk, a masodikban pedig a legfontosabb feliiletekkel foglalkozunk részletesebben.

A FELULETEKROL

Feliiletek szdrmaztatdsa

Ha egy gorbe vonal, az alkoto — esetleg alakjat és nagysagét folytonosan valtoztatva — a
térben folytonosan mozog, ennek minden pontja egy vonalat ir le; e vonalak pontjainak
Osszessége feliiletet alkot. A gorbe vonal lehet sikbeli (példaul egyenes, kor, hiperbola
vagy tetszOleges sikbeli vonal), de akdr térbeli is (példdul csavarvonal). Legegyszeriibb
feliilet a siklap, az ettdl eltéro feliileteket gorbe feliileteknek nevezziik.

Ha egy fent definidlt feliilet Gigy keletkezik, hogy az alkot6 mozgésa sordn ugyanazon a
helyen ismételve nem halad at és valamennyi pontja csupa kiilonb6z6 pontbdl allé6 vonalat
ir le, elemi feliilet keletkezik.

A mozg6 vonaldarab végpontjainak kiilonboz6 helyzetei és az egyes pontok altal leirt

vonalak végpontjai az elemi feliilet hatdrpontjai.

Feliiletek analitikus jellemzése

A feliilet 4ltalanosabb megfogalmazdsban R’ tér kétdimenzids részsokasdga.
Ha a térbeli feliilet pontjainak halmaza kielégiti az F(x,y,z)=0 egyenletet, akkor azt a
feliilet egyenletének nevezziik. A harmadik koordindtira vonatkozéan az egyenlet

z=F"(x,y) alakot dlti.




Athatdsszerkesztés

A feliilet pontjaira egyértelmiien megadhat6 egy u és v paraméterektdl fiiggd paraméteres
egyenletrendszer, melyet Gauss-féle paraméteres elddllitdsnak neveziink:
x=flu,v)  y=g(u,v) z=h(u,v).
Ha az egyik paramétert rogzitjiik, akkor a feliilet pontjai a tovdbbiakban csak a masik
paramétertd] fiiggenek. Igy egy térbeli gorbét kapunk, mely a feliileten fekszik — az ilyen
gorbéket nevezzilkk paramétervonalaknak. A feliillet paramétervonalai két osztilyba

sorolhatdak attdl fiiggden, hogy melyik paramétert rogzitettiik.

Létezik még Gn. Euler-Monge — féle paraméterezés is. Ekkor a fenti egyenletrendszer az
alabbi alaku:
X=u y=v z=m(u,v).
Ez utébbi adja a leginkdbb szemléletes képet, ugyanis az m-fiiggvény — az R’ szokdsos
koordindtarendszerét tekintve — az [x,y/-koordindtasik pontjaihoz olyan pontot rendel
hozza, melynek els6 két koordindtija a ponttal megegyezd, mig a képpont harmadik

koordinatiaja mér a feliiletbe ,,viszi”” a pontot.

Algebrai feliiletek és algebrai térgorbék

Algebrai feliiletek

Ha valamely felillet egy derékszogli koordinatarendszerre vonatkozoan algebrai
egyenlettel dbrazolhato, akkor a feliilet algebrai feliilet. Egy algebrai feliilet n-edrendii, ha
egyenlete n-edfoku, ellenkezd esetben a feliilet transzcendens.

Az n-edrendii feliilet barmely sikmetszete n-edrendii sikgorbe. Egy n-edrendil feliilet
egyenessel valé dofése sordan n darab metszéspont keletkezik. Az n darab pont tartalmazza
a képzetes és Osszeesd pontokat is.

Egy n-edrendii feliilet széteshet alacsonyabb rendi feliiletekre. Az alacsonyabb rendi
feliiletek rendszdmdnak Osszege a feliilet eredeti rendszamdval megegyezd kell, hogy
legyen. A sikmetszetre és egyenessel valo dofésre vonatkozo allitdsok ekkor is teljesiilnek.

A legegyszertibb feliiletek azok, melyek elséfoku egyenletekkel jellemezhetdek. Ezek a
feliiletek a sikok.
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Algebrai térgorbék

Egy térgorbe algebrai, ha két algebrai feliiletnek teljes athatasdbdl vagy a teljes athatds
egy részeként adédik. A térgorbe rendjét egy tetszOleges sikkal valé metszéspontjainak
szdma adja meg. Ha egy térgérbe nem algebrai, akkor transzcendens.

Ha egy gorbe egy p-ed és egy g-adrendii feliilet teljes athatdsdbdl szarmazik, akkor a
gorbét a tér barmely sikja n=p-g pontban metszi.

Tovabba egy n-edrendii algebrai gorbe az m-edrendli algebrai feliiletet mn pontban

metszi.

Az algebrai térgorbék vetiilete: Algebrai térgorbe vetiiletének rendszama 4altaldban

egyenld az eredeti gorbe rendszdméval.

Ha a vetitésugarak mindegyikének csak egy kozos pontja van a gorbével, akkor az
eredeti gorbe és a vetiilet rendszdma megegyezik. (Ha a vetitdsugarak kozos pontja a
gorbének k-szoros pontja, akkor a vetiilet (n-k)-adrendii.)

Ha a vetitbhenger minden alkotéja a térgorbét két pontban metszi, akkor minden pont
kétszer szdmitandd — tehat kettos vetiilet keletkezik. Ezen gorbe rendszdma 4ltaldban az
eredeti gorbe rendszdménak a fele. (Emiatt csak olyan gorbének létezik kettds vetiilete,

melynek rendszdma paros szam.)

Az algebrai feliiletek és térgorbék targyaldsa az 4thatdsok szempontjabdl nagyon
lényeges. Ugyanis igy analitikusan is ellendrizhetévé valnak a szerkesztések. Példaul két
madsodrendi feliilet dthatdsa sordn negyedrendii térgorbét fogunk kapni, mely lehet valodi
negyedrendli térgorbe, széteshet két masodrendli gorbére, illetve egy harmadrendil
térgorbére és egy egyenesre is.

Az athatdsok konkrét targyaldsa soran erre majd tobb példat is lathatunk.

Feliiletek osztdlyozdsa

A feliiletek osztalyozasa tobbféle szempont szerint lehetséges.
Leggyakrabban a feliileteket aszerint osztdlyozzuk, hogy a leiré gorbe segitségével
hogyan keletkezett a feliilet.

Vizsgaljuk most meg ezt az osztalyozast.
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I. A leiro gorbe vdltozatlan alaki és nagysdgu.

A)

B)

C)

Vonalfeliiletek — A leiré gorbe egyenes vonal.

a)

b)

szakitds vagy réancolds, valamint egyes részeik Kkitdgitisa vagy

Osszezsugoritasa nélkiil ugy borithatoak a sikra, hogy azt pontrdl pontra

fedjék. (Ezen a4talakitds sordn a feliilleti gorbék ivhossza véltozatlan

marad!)

1)  Kipfeliiletek — a leir6 egyenes mozgidsa kozben mindig egy fix
ponton, a kip csicspontjan halad 4t.

2)  Hengerfeliiletek — az egyenes alkotok parhuzamosak egymassal.

3)  Altaldnos sikbafejthetd feliiletek — a leiré egyenes igy mozog, hogy
mindig valamely térgorbét érint.

azzal a koveteléssel, hogy az egyenes alkoté6 minden helyzetében harom

megadott — vezérgdrbéknek nevezett — gorbét messen. A vezérgorbe lehet

egyenes is, amely a végtelenben is lehet egy sik altal adva (ezt irdnysiknak

nevezzik).

Onmagukban eltolhatd feliiletek — a leiré gorbe tetszéleges.

a)

b)

forog, azaz minden pontja egy-egy kort ir le, melynek sikja merdleges a
tengelyre. Ezen koroket parhuzamos koroknek vagy paralel koroknek
nevezziik. A tengelyt tartalmazé sikok metszeteit pedig merididnoknak
vagy merididnmetszeteknek nevezziik.

csavarvonalakat irnak le, melyeknek kozos a tengelyik és a

menetmagassaguk.

Azok a feliiletosztdlyok, amelyek valamely vdltozatlan alakii és nagysdgii

gorbének tetszoleges, eddig még nem tdrgyalt mozgdsdbdl keletkeznek. 1de

tartoznak példaul a transzlacids feliiletek, melyek gy keletkeznek, hogy a leiré

gorbe minden pontja egy-egy Osszeilld gorbét ir le.
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II. A leiré gorbe vdltozatlan alakii, de vdltozo nagysdgu. 1de sorolhatéak ismét a forgasi

feliiletek, illetve a masodrendi feliiletek.

III. A leiré gorbe alakjdt és nagysdgdt is vdltoztatja. Ebbe az osztdlyba tartozik az

0sszes eddig nem emlitett feliilet.

FELULETEK AZ ATHATASI FELADATOK SZEMPONTJABOL

Siklapu feliiletek

Siklapi feliiletek abrazolasarol roviden

A siklapu feliiletek dbrazoldsa altaldban nem jelent kiillonosebb problémat. Az alakzat
konturjait mindig a ,legszéls6” alkotok adjdk. Ha a feliiletet/testet a vetités irdnyaval
folyamatosan eldofjiik, akkor biztosan lesznek olyan dofések, melyeknél a testbdl csak
egyetlen pontot tudtunk kimetszeni — azaz érintjiik a feliiletet. Ezek az alkotdk és pontok

fogjak megadni a feliilet konturjat.

Siklap feliiletek és testek

Sokszogek altal hatarolt sikrészek Osszességét poliédernek nevezziik, ha a hatéarold
sokszogek mindegyik oldala mindenkor egy masik hatdrolé sokszognek is oldala. A
sokszogek altal hatarolt sikrészeket a poliéder lapjainak, két-két sokszog kozos oldalat a
poliéder éleinek, ezek végpontjait a poliéder csucsainak nevezziik. A poliéder lapjairdl
feltételezziik, hogy a k6z0s oldalakon kiviil nem metszik egymast.

Az un. kozonséges poliéderek még tovabbi két feltételnek tesznek eleget:

® Az Osszes csucsot Ossze lehet kotni az élekbdl all6 tordttvonallal, mely 6nmagat nem

metszi, mégpedig ugy, hogy mindegyik csucsot érintjiik, éspedig mindegyiket csak
egyszer.

e Ha ezen torottvonal mentén felvagjuk a poliédert, akkor az egész feliilet egy sikba

terithetd anélkiil, hogy sziikséges volna még egy fel nem vagott €l mentén metszést

eszk0zolni.
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A ,,poliéder” kifejezést dltaldban a zart térrészt hatdrolo sikok Osszességére értjiik. Fontos
ezért latni a kiillonbséget a poliéder és az azt meghatdroz6 sikok/egyenesek Osszessége
kozott. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy mig példaul egy gulat poliédernek neveziink,
addig a guila szarmaztatdsa sordn ad6do egyenesek Osszességét gulafeliiletnek hivjuk.

Jelenleg az dathatds szempontjabdl leglényegesebb siklapd alakzatokat targyaljuk
részletesebben: a guldkat és a hasdbokat. A moddszerek lehetdséget adnak majd

altalanosabb siklapu testek/feliiletek athatdsdnak vizsgélatara.

Gulak

Egy sokszog pontjait egy a sokszog sikjan kiviil fekvd ponttal 0sszekotd egyenesek
egylittvéve végtelen giilafeliiletet alkotnak. A sikon kiviil fekvd pont a gila csiicspontja, az
0sszekotd egyenesek az alkotok. Ha egy alkotd a sokszdg csicsan halad at, akkor é/nek
nevezziik.

A sokszog sikja és a cstcs kozé esé szakaszok Osszessége a sokszoggel egyiitt egy
siklapu test, melyet giildnak (piramisnak) hivunk. A csics és a sokszog egy oldala altal
meghatdrozott poligon a gila egy oldala, az alapul vett sokszdg pedig a gila alaplapja. A
gula alaplapja és a cstics kozotti tavolsag a gula magassdga. Az oldalak 0sszessége a gula

paldstja.

Besz€lhetiink tgynevezett egyenes giildr6l. Ekkor a cstics alapra vetett merdleges
vetiilete az alaplap kdzéppontjdba esik. Egy gila ferde, ha nem egyenes gila.

Ha egy gtla alaplapja haromszog, akkor a gulat tetraédernek nevezziik.
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Egy gila szabdlyos, ha az alaplapja szabdlyos sokszdg és magassdgdnak talppontja az
alaplap kozéppontjaba esik.

Specidlis gula a szabdlyos tetraéder. Ennek a poliédernek 4 oldala van, mindegyik
egybevagd szabdlyos haromszog. Szemkozti — kitéré — é€lei merdlegesek egymadsra. A
szabdlyos tetraéder az 5 szabdlyos test egyike. Erdekessége, hogy a lapok kiozéppontjai egy

Ujabb szabdlyos tetraédert hatdroznak meg.

Hasabok

Egy sokszog pontjain at egymadssal parhuzamosan huzott egyenesek, melyek nem
fekszenek a sokszog sikjdban, végtelen hasdbfeliiletet alkotnak. Ezen parhuzamos
egyenesek a hasdb alkotoi. Ha egy alkot6 a definidld sokszog egyik csiicsan megy at, akkor
élnek nevezziik.

Ha a végtelen hasébfeliiletet a sokszog sikjdval parhuzamos sikkal elmetssziik és
tekintjiik az alkotokbdl igy levagott szakaszok Osszességét a két parhuzamos sikbeli
sokszoggel, hasdbhoz (prizmédhoz) jutunk. A két parhuzamos sik dltal meghatarozott
soksz0g a hasab alaplapjai. A hasidb tobbi sokszogét — amelyeket egy-egy él és az
alaplapok egy-egy oldala hatarol, oldallapoknak nevezziik. Az oldallapok Osszessége a

haséb paldstja.

Egy haséb egyenes, ha az alkotok merdlegesek az alaplapokra. Ellenkezd esetben ferde
hasabrol beszéliink.
Azon egyenes hasdbokat, melyeknek alaplapjai szabdlyos sokszogek — szabdlyos

hasdbnak (oszlopnak) nevezziik.
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Athatdsszerkesztés

Specidlis hasabok:

Kocka (hexaéder) — az 5 szabdlyos test kozé tartozik. 6 darab, egybevagd négyzet
hatdrolja. Ez a legspecidlisabb hasab. A lapok kézéppontjai egy oktaédert hatdroznak meg
(és forditva, az oktaéder lapkozéppontjai egy kockét adnak).

Téglatest — specidlis egyenes hasidb, melynek alaplapjai egybevago téglalapok.

Paralelepipedon (egyenkozli hatlap) — olyan specidlis ferde hasab, melynek alaplapja

paralelogramma (és a definiciobdl kovetkezden oldalai is paralelogrammak).

Kup- és hengerfeliiletek, masodrendii feliiletek és egyéb forgdsfeliiletek

Gorbelapu feliiletek abrazolasa

A gorbelapu feliiletek és testek dbrazoldsanak egyetlen komolyabb nehézsége, hogy
meghatdrozzuk a feliilet azon pontjait, melyek majd a vetités sordn hatdraul szolgdlnak az
alakzat képének. Vizsgaljuk meg a feliiletiinket és keressilk meg az 0sszes olyan pontjdt,
melyekben a vetitOsugarak éppen érintéegyenesek. Ilyen pontok biztosan léteznek.

A vetitdegyenesek segitségével kapott érintési pontok Osszessége a feliileten a
kontiirgorbe, a vetités sordn kapott alakzat a képsikon pedig a képkontiir. A képkontur
tehat a kontirgorbe képe. A képsikon a képkontir adja meg az alakzat képének a hatarat.
Nyilvanvalé médon tehét kiillonbozé képsikokhoz kiillonboz6é kontirgorbék tartoznak a

feliileten.

Kupfeliiletek

A kordbban targyaltakkal 0sszhangban kiipfeliiletet kapunk, ha egy egyenes vonal egy
rogzitett M csucsponton keresztiil halad, mikézben dllandéan metsz egy térgorbét — a
vezérgorbét. Ha a gorbe sikgorbe, akkor tovabbi feltétel, hogy M ne legyen a gorbe
sikjdban. Ha a vezérgorbe zart, és tekintjiik a csticspont és a vezérgorbe kozotti szakaszok
unidjat, akkor az igy keletkezett feliilet/test kiip. Specidlisan tekintsiik a zart sikgorbék
segitségével nyert kipokat. Egy kip egyenes kiip, ha a vezérgorbe kozéppontja éppen a
csucspont vezérgorbe sikjara esd merdleges vetiilete. Ellenkezd esetben ferde kiiprol

beszéliink. Ha a vezérgorbe kor, akkor a kip egyenes- illetve ferde korkiip.
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Kiip dbrdzoldsa: A kupfeliilet képkontirjat — a fentebb emlitett mdédon — azok a vetitési

irannyal parhuzamos egyenesek adjdk meg, melyek érintik a feliiletet. Rendkiviil fontos
annak tisztdzdsa, hogy dltaldban a képkontir egy folytonos (legtobb esetben zart) gorbe.
Két eset lehetséges:

. a kdp konturgorbéjét kizardlag a vezérgorbe adja — igy a képkontir a vezérgorbe
képe (ez a legkdnnyebb eset — példaul egy egyenes korkip vezérgorbéjének sikjara
vetités sordn ilyen helyzet adddik);

. a kip kontirgorbéjét két alkoto (€s igy a csicspont) €s a vezérgdrbe egy folytonos

része adja. Specidlisan két alkotéegyenes a kép, ha a kip végtelen kupfeliilet.

Tekintsiik a kovetkez6 példat: Egy ferde korkip alaplapjanak sikjaval parhuzamos sikra
vetitett képét lathatjuk. Mivel a kup magassagéanak talppontja kiviil esik a kup alaplapjén,
ezért a kip csticspontja biztosan eleme a kontirgorbének. A kip szerkezetébol adéddan a
kip két alkotdja is része lesz a konturgorbének — a képkontiiron két egyenes szakaszt kell
majd latni. A kdp alapgorbéjének egy darabja is a kontirgorbe része lesz. Ezen gorbedarab
megkeresése a legnagyobb kérdés a kup dbrdzoldsa sordn. Azt tudjuk, hogy a kup két
alkotdja teljes egészében a kontirgorbe része — emiatt az alappal kozos pontja is. Ez a két
pont lesz a hatdra a vezérgorbe azon folytonos szakaszdanak, amely majd a kontirgorbe
része lesz. Egyszerlien lathat6 azonban, hogy egy kiupnak konvex a képkontirja, igy a

kontirgorbe utolsé része is konnyedén meghatarozhaté.

//

A
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Ha a korkap alapjdval nem parhuzamos a képsik, akkor az alaplap képe ellipszis lesz.
Ennek az ellipszisnek az dbrdzoldsa nehézkessé valhat, mivel nem tudhatjuk azonnal, hogy
a képellipszis mely pontjai tartoznak a kontirgdrbéhez. Ezért beilleszthetiink a forgaskip
alapkorébe egy un. érinto beirt gombot. Ez a gobmb a kuppal csak €s kizarélag az alapkor
mentén érintkezik. A gomb képe kor lesz, igy az érintdgombot egyszeriien
megrajzolhatjuk. A tovdbbiakban a gomb segitségével gyorsan megtalalhatjuk az ellipszis

kontirpontjait.

Hengerfeliiletek

Hengerfeliilet akkor keletkezik, ha egy egyenes dllandéan onmagédval parhuzamosan
mozog, mikdzben egy megadott ¢ gorbét dllanddan érint. Az egyenesek a henger alkotdi, a
c gorbe a vezérgorbe. Ha a vezérgorbe sikgorbe, akkor tovabbi kikotés, hogy az egyenes
(illetve parhuzamos eltoltjai) ne legyenek benne a vezérgorbe sikjdban. Egyenes
hengerfeliiletrdl besz€liink, ha a vezérgorbe sikgorbe és sikjara az alkotok merdlegesek.
Ellenkez0 esetben ferde hengerfeliiletrdl beszéliink. Ha a hengerfeliiletet elmetssziik egy
vezérgorbe sikjaval parhuzamos sikkal és tekintjiik az alkotok két sik kozé eso szakaszait a
két sikmetszettel egyiitt — hengert kapunk. Ha a vezérgorbe kor, akkor egyenes- illetve

ferde korhenger az eredmény.
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Henger dbrdzoldsa: A henger édbrazoldasa a kiphoz hasonlé meggondoldsok alapjan

torténik. A hengert felfoghatjuk olyan kipnak, melynek csicspontja végtelen tavoli pont.
Eredményként itt is kétféle képet kaphatunk:
. kizar6lag a henger vezérgorbéje szolgdltatja a kontirgorbét (példaul egyenes
korhenger képe a vezérgorbe sikjaban);
. a kontirgorbét két alkoté és az alap(ok) része(i) szolgaltatjdk. Ha a henger
végtelen, akkor két alkotd képe lesz a képkontir (ezek nyilvdn egymdssal

parhuzamos vonalak).

Masodrendii feliiletek

Mdsodrendii feliiletek dltaldnos jellemzése: Mdsodrendii feliileteken olyan feliileteket

értiink, melyeknek barmely sikmetszete masodrendii gorbe (beleértve az elfajult eseteket is
— parhuzamos ill. metsz6 egyenesparokat). Ha a feliilet nem tartalmaz egyenest, akkor egy
pontbeli érintdsik a feliilettel csak az érintési pontban taldlkozik — ha a feliilet tartalmaz
teljes egyenest, akkor az érintdsik egy teljes egyenesben (alkotéban) érint vagy belemetsz a
feliiletbe. Ezek az érintdsikok kiemelkedd szerepet kapnak két masodrendi feliilet dthatdsa
esetén, amikor az 4thatdsi gorbe pontjdnak érintdjét keressiik. A mdasodrendl feliiletek
szimmetrikus alakzatok.

Egy mésodrendi feliilet adott irdnnyal parhuzamos hurjainak felezOpontjai és az irdnnyal
parhuzamos érintdinek érintési pontjai egy sikban, az adott irdnyhoz konjugélt
dtmérosikban fekszenek. Két atmérdsik metszetét drméronek mondjuk. Masodrendi feliilet

atmérosikjai egy ponton mennek at — a feliillet kozéppontjan. Ebbdl a szempontbol a
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masodrendii feliileteket két csoportra oszthatjuk — kdzépponttal rendelkezé mésodrendii

feliiletek és kozépponttal nem rendelkezd masodrendi feliiletek.

Mdsodrendii feliiletek dbrdzoldsa: Egy masodrendi feliilet kontirgorbéje parhuzamos

vetités mellett altalaban kupszelet lesz. Az abrazolds soran foként erre kell figyelni — a
kontirok megkeresése, illetve a feliilet dbrdzolasa a fentebb targyalt médszerekkel egyezik

meg, de a forgésfeliiletek dbrazolasa soran még beszéliink errol.

Madsodrendii feliiletek osztdlyai:

A)  Elfajulé mdsodrendii feliiletek — részletesebb osztalyozas nélkiil az aldbbiak:

o |ipfeliiletek: valos- és képzetes kupfeliiletek (ide tartoznak a hengerek is).
A kup- és hengerfeliiletek parabolikus pontokbdl éllnak — ezért egy pontbeli
érintésik egy teljes alkotoban érinti a feliiletet;

e sikpdrok: valos- és képzetes metszO sikpar, valds egybeeso sikpar.

B)  Nem elfajulé mdsodrendii feliiletek — csak a valos eseteket targyalva:

o cllipszoid: Legyen az ACA;C; ellipszis AA;=2a és CC;=2c tengelye altal
megadva, €s szerkessziink a CC; tengelyre
merdleges sikban egy masik ellipszist, amelynek |
tengelye AA;, masik tengelye pedig, BB;=2b
tetszOleges nagysdgi. Ha mdarmost ez az
ellipszis dgy mozog, hogy tengelyei
parhuzamosak maradnak eredeti helyzetiikhoz,
és aranyuk dalland6, mig a vdltozé tengely

mindenkor egybeesik a CAC; ellipszis AAj,

A’A; A”A’; ... hurjaival, akkor ezen ellipszis

mozgasa altal nyert feliilet az ellipszoid.

Az ellipszoid harom tengelye AA;, BB; és CC;.

Mivel az ellipszoid csupa elliptikus pontbdl dll — egy pont érintdsikja csak
abban az egy pontban érinti a feliiletet.

Specidlis ellipszoid a gomb.

Egyenlete: x’/a’+y*/b*+7°/c°=1.

e egvkopenyii hiperboloid: Tekintsiink egy hiperboldt, mint vezérgorbét. Valds

tengelyének fele OA=a, a képzetes tengelyének fele OC=c. A képzetes
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tengelyére merdleges sikban szerkessziink ellipszist, melynek egyik tengelye a
hiperbola valds tengelye. Ha ezen ellipszist épp oly médon mozgatjuk, mint az
ellipszoidndl, akkor egykopenyli hiperboloidot nyeriink. Ha a mozgé ellipszis
sikja O-n megy at, akkor az ellipszis tengelyei a legkisebbek, ezt az ellipszist
torokellipszisnek nevezziik. A feliilet harom fotengelye: AA;, BB; és CC;.

Ha az el6bb emlitett ellipszis kor, akkor egykopenyl forgédshiperboloidot
kapunk.

Az egykopenyli hiperboloid mindkét irdnyban
végtelen feliilet, tovabba hiperbolikus pontokbdl
all — egy pontbeli érintdsik emiatt belemetsz a
feliiletbe. Az egykopenyl forgashiperboloidot
masképpen is el lehet allitani: két Kkitérd
egyenes segitségével. Az egyik kitérd egyenes
mint tengely koriil megforgatva a masik
egyenest — megkapjuk az egykopenyl

forgashiperboloidot. (Tovéabbi eldallitdsok is

lehetségesek.) Az egykopenyli
forgashiperboloid vonalfeliiletnek is tekinthetd — két alkotdsereg vonul végig a
feliileten (ebbdl az egyik sereg a mozgd egyenes forgatdsaval kapott
egyeneshalmaz — az azonos seregbeli elemek paronként kitéroek, az ellentétes
seregbeli egyenesek pdronként metszdek). Az érintdsik pedig egy pontban két
egymast metszd alkotét metsz ki.

A megforgatott hiperboloid aszimptotdi a forgatds sordn az aszimptotikus kiipot
adjdk. Ennek érdekessége, hogy sikmetszet sordn a hiperboloidbdl és az
aszimptotikus kipbdl kimetszett masodrendli gorbék hasonléak egymaéshoz.
Egyenlete:

X+ yz/bz—zz/c2 =].

kétkopenyti hiperboloid: A vezérgdrbe ismét

hiperbola, a tengely pedig — melyen a mozgd
ellipszis kozéppontja végighalad, a hiperbola
valés tengelye. A hiperboloid egyik tengelye
CC;=2c, a hiperbola valds tengelye, a masik

AA;=2a, a hiperbola képzetes tengelye, a
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harmadik BB;=2b ezen kettore merdlegesen all. AA;, BB, a képzetes tengelyek,
a CC; a valos tengely. Az elddllitas miatt a feliilet két végtelenbe nyulé darabra
szakad.

Ha az ellipszisiink specidlisan kor, akkor kétkopenyli forgdshiperboloidot
kapunk. A kétkopenyl forgashiperboloid nem vonalfeliilet! Az aszimptotikus
kupja ugyanugy viselkedik, mint az egykdpenyl hiperboloidé.

Pontjai elliptikus pontok, emiatt egy pontbeli érintdsik csak a pontban érinti a
feliiletet.

Egyenlete: x’/a’+y*/b*—7"/c*=—1.

elliptikus paraboloid: Ha a vezérgorbe parabola és a mozgd gorbe ellipszis,

melynek kozéppontja a parabola Oz tengelyén mozog, amig az ellipszis sikja
allandéan merdleges marad a tengelyre, akkor a kapott feliilet elliptikus
paraboloid.

Itt p és p’ az xz és yz fosikokban 1évo
parabolék fél paraméterét jelenti.

Az elliptikus paraboloid egyik végén
hatértalan.

Ha a mozgé gorbe kor, akkor
forgasfeliiletként eldallithaté a paraboloid —

igy kapjuk a forgasi paraboloidot.

Az elliptikus paraboloid pontjai elliptikus
pontok, igy egy pontbeli érintdsik csak egy pontban érinti a feliiletet.
Egyenlete: x2/2p+y2/2p '=z.

hiperbolikus paraboloid: Vegyiink két parabolat, melyek sikja egymadsra

merdleges, tengelyiik dsszeesd €s iranyuk
ellentétes. A paraboldk fél paraméterei p
illetve p’. ,,Csusztassuk” végig az egyik
paraboldt a csdicsandl fogva a madsik
paraboldn. Az igy nyert feliilet az un.
nyeregfeliilet vagy hiperbolikus

paraboloid.

Ez az egyetlen nem elfajulé masodrendii
feliilet, melyet nem lehet forgatdssal

elédllitani. Eppen ezért sikmetszetei nem lehetnek zart gorbék.
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Tovéabbi érdekessége, hogy — az egykdpenyli hiperboloidhoz hasonléan —
vonalfeliilet. Két kitérd egyenestol egyenld tavolsdgra 1évo pontok halmazaként
is definidlhatjuk. Alkotéi két seregbe sorolhatéak. Az azonos seregbeli
egyenesek paronként kitéroek, a kiilonbozo seregbeliek paronként metszoek.

A feliilet pontjai kizardlag hiperbolikus pontok — az érintdsikok két alkotot
fognak kimetszeni a feliiletbdl.

Egyenlete: x2/2p—y2/2p=z.

Egyéb forgasfeliiletek

Az altalanos jellemzésben mar széba keriilt, hogy feliileteket kaphatunk egy tetszdleges
gorbe megforgatdsdval is. Legyen adott egy tengely és egy attdl kiilonb6zo tér- vagy
sikgorbe. Ekkor a gorbe forgatdsa sordn forgasfeliiletet nyeriink.

Ha a gorbe n-edrendli, akkor a forgatdsaval nyert feliilet altaldban 2n-edrendd.
Specidlisan rendvesztés torténik, ha példaul egy tengelyre merdleges egyenest forgatunk
meg és igy sikot kapunk; vagy ha a tengelyre illeszkedd kozépponti kort és ekkor gomb
keletkezik.

Egy-egy pont 4ltal leirt kor neve: paralel kor. A tengelyt tartalmazé sikkal valo
metszéskor pedig merididnmetszeteket (merididngorbéket) kapunk. Nyilvdnvaléan minden
ponton 4thalad egy merididngorbe és egy paralel kor. Ezek segitségével egy pontbeli
érintdsikot altaldban gy kapunk, hogy tekintjiik a merididngorbe és a paralel kor pontbeli
érintdit (mint sikbeli alakzatok érintdit a sajit sikjukban) és a két érintdegyenes altal

kifeszitett sikot tekintjiik a pontbeli érintésiknak.

A forgatds sordn a tengelyhez legkozelebbi pont paralel korének neve torokkor (a
legkisebb sugart paralel kor), a legtdvolabbi pont paralel korét pedig ekvdtorkornek (a
legnagyobb sugart paralel kor) nevezziik.

Az érint6sikok itt is kiilonbozd osztdlyokba sorolhatéak aszerint, hogy a feliilet pontja
elliptikus, parabolikus vagy hiperbolikus. Tekintsiik a merididngorbét — ekkor a rajta fekvo
pontok hdrom csoportba sorolhatdak:

e _dombord” rész pontjai — az érintd egy pont egy kis kornyezetében a tengelyt és a

merididngorbét azonos félsikba zarja. A megforgatds sordn ezen a részen elliptikus

pontok keletkeznek.
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e _homord” rész pontjai — az érint0 egy pont egy kis kornyezetében a tengelyt és a
merididngorbét kiillonbozo félsikokba szepardlja. Forgatdssal a pontok a feliilet
hiperbolikus pontjai lesznek.

e elvalasztd” pontok — a konvex €s konkdv iveket vélasztjdk el. Itt az érintdegyenes
vagy nem egyértelmii (lasd abra) vagy pedig inflexiés pont. Inflexiés pont esetében

az érintd a pont egy kis kornyezetében magat a meridiangorbét valasztja ketté.

-

mendiangérbe

"homerd” rész

"dombori” rész

tengely

Az érinték a forgatds sordn érintokiipot adnak. Ha a tengellyel parhuzamos az érintd,
akkor érintohengert. El6fordulhat az is, hogy ezen érintokup érintdsikka fajul (példdul a
torusz legfelso illetve legalsé paralel koreinél).

Ha meghatédrozzuk a merididnmetszet egy pontjdnak a simuldkorét (melynek kézéppontja
a tengelyen lesz), akkor a forgatas utan érint6gombot kapunk.

Az egyik legismertebb — fent nem emlitett — forgasfeliilet a torusz. Ekkor a tengely koriil
egy kort forgatunk meg. A toérusz specidlis tulajdonsdga, hogy elliptikus, hiperbolikus €s
parabolikus pontok is vannak rajta.

Nyilvanvald, hogy példaul a henger, a kip, a gomb... a forgastestek csoportjdba is

beletartozik.

Forgdsfeliiletek dbrdzoldsa: Mivel tetszOleges gorbét megforgathatunk, igy az altalanos

elveken kiviil nem lehet specidlis tulajdonsdgokat elmondani egy tetszéleges helyzetli
forgasfeliiletre. Az 4brdzoldst egy altalanos forgdstest esetén ugy konnyithetjiik, hogy a

tengelyét specidlis helyzetbe hozzuk.
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Ha a forgasfeliilet tengelye parhuzamos valamely képsikkal, akkor a feliilet egyik képe
(azon kép, melyet a tengellyel parhuzamos sikon kapunk) egy merididanmetszetet mutat. Az
abran lathato feliilet harom korrészbdl all (1. iv — A-t6l B-ig; 2. iv — B-t6l C-ig; 3. iv — C-tdl
D-ig) és ezek megforgatdsaval keletkezett a feliilet. A masodik kép a specidlis helyzete
miatt egyszerll, de az els6 kép dbrazoldasa nehézségekbe iitkozik. A feladat az, hogy
megkeressiik a feliileten azon pontok halmazat, melyek az elsd képkontirt adjdk. Néhany
pont az eddigi tanulményokbdl biztosan és azonnal adédik. Igy példdul a D pont biztosan
rajta lesz az els6 kontirgorbén — és a képe az elsé képkontiron. Az elsé kép kontirja
pontokbdl 4all, melyekhez tartozé elsd vetitdegyenesek a feliiletet érintik. A C pont
megforgatdsdval nyert kor egy szakaszban latszik. A kor abrdzoldsardl tanultak szerint a
szakasz felezOpontja adja majd meg a kor két széls6 helyzetli pontjat az elsé képen (a
képellipszis nagytengelyét). C €s D pontok kozotti rész megrajzolasat segédgdombok
segithetik. A képen az [ ponthoz tartozé segédgdombot szerkesztettiik meg el6szor a
masodik képen, azutdn az els6 képen — végiil az els6 kép segitségével megkaptuk a
madsodik képen az elsé kontirgorbe egy pontjat. Mivel az I pontnak két képe is keletkezett
— igy a masodik kép az elsé kontirgorbe kettds vetiilete. Tobb pontot megszerkesztve

természetesen pontosabban tudjuk megrajzolni a gorbét.
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A C és B illetve B és A pontok kozotti rész az aldbbiak szerint torténik. Az altaldnos
helyzetli pontokat — akarcsak a C és D kozotti esetben — parhuzamoskor-érintdgémb
modszerrel szerkeszthetjiik. A fomerididngorbének M;, M, és M; pontjai olyanok, hogy ott
az érint0k éppen elsd vetitdegyenesek (vagyis mindkét kontirgdrbén rajta vannak), ezek
segitségiinkre lesznek a kontirgérbe megrajzoldsa sordn. Azok az elsd vetitdegyenesek,
melyek a megrajzolés sordn szerepet jatszanak dltaldban olyanok, hogy a képeik a feliiletet
érintik és az els® konturgorbe masodik képét metszik. Léteznek olyan kivételes helyzetli
pontok, melyekben az el6bb emlitett metszés helyett érintés all fenn. Az abréan ilyen pontok
az X;, és Y;,. E pontok képei az els6 képkorrajz csicspontjai, ezek a feliiletet a pontokon
atmend paralel kor mentén érintd gomb elsd képkorrajzdn vannak. Ezen pontok valasztjak
el a gorbe lathat6 részeit a nem lathat6 részektol.

A végeredmény nyilvan nem szerkesztheté meg teljes pontossdggal, csak kozelitdleg,
hiszen véges sok pontot tudunk megszerkeszteni beldle. Az elsé konturgoérbe masodik képe
tehat: k;”, k7, k37 és ky” gorbék (nyilvanvaléan azért szakadt szét a gorbe a mésodik
képen darabokra, mert kiilonb6z6 feliiletdarabok 0Osszeillesztésével keletkezett a
feliiletiink).

Az dbrizolds tovabbi megkonnyitése érdekében azonban képsiktranszformacidval a
forgasfeliilet tengelyét vetitéegyenessel parhuzamos helyzetbe hozhatjuk. Igy valamely
képe a forgasfeliiletnek egy koncentrikus korsereg lesz (pontosabban a paralel korok képei
egyik képen valddi nagysdgban lathatéak). Ez a megoldds a szerkesztéseket Iényegesen
megkonnyitheti, bar szemléletesség szempontjabdl nem elonyos.

Az el0bb targyalt példa azért is fontos, mert a feliiletabrazolds lényegét magédban
foglalta. A felhaszndlt elvek és modszerek természetesen barmilyen forgasfeliiletre

alkalmazhatdak.
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ATHATASSZERKESZTES

Az athatdsok tanulmédnyozdsa sordn a gyakran vizsgélt feliiletekre korldtozodunk.
Siklapu feliiletek esetén a guldkra és hasdbokra; gorbelapu feliiletek esetén a masodrendii
feliiletekre és néhany fontosabb egyéb forgasfeliiletre (példaul térusz).

Nem vizsgaljuk azokat a specidlis eseteket sem, amikor az egyik feliilet sik. Bar ezek a

feladatok is dthatdsnak tekinthetéek — nem targyaljuk ebben a dolgozatban.

ATHATASOK ALTALANOS ELMELETEI

A kiilonbozd athatdsokhoz és modszerekhez tartoz6é példdkat a kovetkezd részben

lathatunk. Ebben a fejezetben csak dltaldnos eljarasokat és elveket fogalmazunk meg.

Siklapu feliiletek athatdsa

Siklapu feliiletek vagy testek egymadst dltalaban térbeli zart tordttvonalban metszik. A
metszéspoligon allhat egy vagy tobb kiilondllo részbdl; annak oldala mindig a két
feliilet/poliéder egy-egy lapjanak metszésvonala, szogpontja pedig az egyik feliilet/poliéder
valamely élének a madsik feliilet/poliéder valamely lapjaval valé dofése. Az athatds
megszerkesztésénél tehat az egyik feliilet/poliéder éleinek a masikkal, a masik éleinek az
egyik feliilettel/poliéderrel valé metszéspontjait keressiik, s ezeket megfeleld6 mddon
0sszekotjiik.

A két alakzat kozos része térfogattal rendelkezd test. Feliiletek 4thatdsa sordn
el6fordulhat, hogy ez a test a végtelenbe nyulik (ha példdul a két feliilet tengelye
parhuzamos). Az athatds sordn kapott test élei az 4thatési torottvonalbdl és a testek éleinek
szakaszdarabjaibdl allnak.

Az athatdsban nem biztos, hogy minden él vagy lap részt vesz. Tovabba nem nevezziik
athatdsnak azokat az eseteket, amikor a két feliilet vagy poliéder egy élben vagy egy

lapban érintkezik.
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Mindezek figyelembevételével két f6 csoportra oszthatjuk a siklapu testek dthatdsanak

eseteit.

Athatasok tipusai

Két siklapui alakzat dthatdsa az alabbiak koziil valamelyik:

a)

b)

teljes dthatds: Ebben az esetben az dthatési torottvonal két zart térbeli poligonbdl
all. Teljes athatdst kapunk, ha az egyik alakzat minden oldala metszi a masik

alakzatot. Szemléletesen szolva az egyik alakzat a mésikba ,,belefurédik”™.

Példak: — — — 1., 2. PELDA.

Specidlis esete a teljes athatdsnak, amikor az 4thatdsi torottvonal egyetlen zart

térbeli poligon. Néhany ilyen eset:

e Ha az egyik athatdsban szerepld alakzat olyan, hogy valamely oldalrél nem
végtelen feliilet (példaul gulafeliilet egyik dga vagy véges hasib) és(!) a véges
része a masik feliilet/test belsejében helyezkedik el.

e Ha az alaplapok egy sikban vannak, és az egyik alaplap tartalmazza a masikat.
Ebben az esetben athatds csak akkor keletkezik, ha a kisebb alaplappal
rendelkez0 alakzat magassdga nagyobb, mint a mésiké.

e Ha az alaplapok pdrhuzamos sikban vannak, teljes &athatds &ll fenn, létezik
athatdsi torottvonal, €s az alaplapok nem vesznek részt az athatasban (,,egymads
felé fordulnak™).

Tovébbi specidlis eset olyan athatds, ahol két dthatdsi torottvonal 1étezik, melyek

két ponton dtmetszik egymadst — ezt az esetet a lengdsikos modszernél vizsgaljuk.

bemetszés: Bemetszéskor mindkét alakzaton vannak olyan alkotdk és/vagy lapok,

amelyek nem tartalmaznak athatdsi pontokat.
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Szemléletesen ez annyit tesz, hogy az egyik alakzat ,belemar” a mdsikba. Ilyen
esetben az dthatdsi torottvonal egyetlen zart térbeli sokszog lesz.

A bemetszés specidlis eseteként emlithetd olyan 4thatdsi torottvonal, mely dnmagat
metszi (,,87-as formdja van). Ennek részletesebb targyaldsdra a lengdsikos
eljarasndl keriil sor.

Példik: — — — 3, 4. PELDA.

Lengésikos eljaras

Guldk és hasabok esetében az athatds megszerkesztését nagyban megkonnyiti az un.
lengosikos eljdrds. Az eljaras ismertetése elott fontos latni a gildk és a hasabok kozotti
erdteljes kapcsolatot, miszerint egy hasdb specidlis guldnak tekinthetd — olyan gila,
melynek csucsa végtelen tavoli pont. A cél természetesen az, hogy minél kevesebb 1€péssel

€s a lehetd legkonnyebb médon tudjunk athatasi pontokat szerkeszteni.

A modszer lényege, hogy két gila (specidlisan hasab) csucspontjdn at sikokat lengetiink.
A két gula csucsa (hasab esetén az alkotok egyenesdllisa) meghatiroz egy egyenest. Ezen
az egyenesen, mint tartéegyenesen at, vesziink egy siksort. Minden egyes lengdsik 1 vagy
2 alkotot metsz ki egy gilabol. Ez azért van igy, mert a sik dthalad a guila csticspontjan. (Ez
mindkét guldra igaz.) Tehdt gidldnként 1 vagy 2 alkotét kapunk, melyek kozos sikban
vannak.

Az alkotok metszéspontjai konnyen szerkeszthetok és biztosan athatdsi pontok, mivel

kiilonbozé gildk alkotéinak metszéspontjait kapjuk (melyek egy sikban vannak).
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Az athatds sordn altaldban zart torottvonalat kapunk, ezért nem célszerti véletlenszertien

lengetni a sikokat. Mindig egy-egy alaplap cstucspontjdn (mésképp fogalmazva: a gulak

egy-egy oldalélén) vezetjiik azokat.

A guldk és hasdbok dthatdsa a gyakorlatban 3 alapesetre bonthat6:

1)

2)

3)

Giila-giila dthatdsa: a lengdsikok tartéegyenese a két gila csicspontjan halad at.
Példdk: — — — 1. PELDA.

Giila-hasdb dthatdsa: a tartéegyenes a hasdb alkotéival parhuzamos és athalad a
gula csucspontjén.

Példdk: — — — 2. PELDA.

Hasdb-hasdab dthatdsa: mindkét hasab alkotdjaval parhuzamos sikot tolunk a
térben.

Példik: —» — — 3. PELDA.

Mindhdrom eset tehdt ugyanazt az elvet koveti. Példaul hasdb-hasdb dthatdsa esetén

mivel mindkét csticspont a végtelen tdvolban van, igy az 0ket 6sszekoto tartéegyenes is. Ez

a véges részen azt jelenti, hogy a lengdsikok parhuzamosak.

A lengdsikos eljards még azt is megmutatja, hogy az &4thatdsunk teljes vagy csak

bemetszés tortént. Vizsgaljuk meg az aldbbi eseteket:

1)

Ha létezik két olyan lengdsik, amelyek az egyik gulat/hasabot érintik, de a masikat
abban a pillanatban nem érintik, és nem is metszik, akkor teljes athatdst kaptunk.
Specidlisan, ha van két olyan sik, mely mindkét testet érinti, akkor az athatdsi
torottvonal két olyan részre szakad, melyek két pontban (a sikok &ltali érintési

pontokban) dtmetszik egymadst.
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2)  Ha létezik egy olyan lengdsik, mely az egyik alakzatot érinti, de a masikkal nincs
kozos pontja, és nem taldlunk tobb ilyen sikot, akkor bemetszés tortént (ekkor a
madsik alakzatnak is van egy ilyen tipusu lengdsikja). Specidlisan, ha ez a sik a
madsik gilat/hasabot is érinti, akkor az athatdsi torottvonal dtmetszi Onmagat (az
érintési pontban). Ekkor a vonal egy ,,8”-ashoz hasonlé alakot 6lt.

A leng0sikos eljards barmilyen helyzetli guldkra és hasdbokra alkalmazhaté — nem fiigg

attdl, hogy az objektumok alapjai kozos sikban vannak-e vagy sem.

Az athatas abrazolasa

Ha az athatasi pontokat helyesen megszerkesztettiik 2 kérdés meriil fel:

1) Hogyan kapjuk meg a pontokbdl a toréttvonalat?

2)  Vannak-e specidlis lathatdsagi kérdések és lehetdségek?

ElsOsorban nézziikk meg, hogy milyen moddszer alapjan kothetjik Ossze az athatési
pontokat, hogy a toréttvonalat vagy torottvonalakat megkapjuk. A lengdsikok alapjan
tudjuk, hogy teljes athatdst vagy bemetszést kaptunk. Ennek megfeleléen vizsgdlédunk.
Legbiztosabb eljards az, hogyha az egyik gualat/hasabot figyeljiilk, hogy hogyan
helyezkednek el rajta az thatdsi pontok. Kivélasztjuk az egyik élét €s megszdmoljuk, hogy
hany darab &athatdsi pont van rajta. Ha nincs rajta pont, akkor tovdbbhaladunk példdul az
oramutaté jardsdval megegyezden (Iényeg az, hogy fix koriiljarast valasszunk és ne
,csapongjunk) a kovetkezd oldalt figyelve. Ha egy pont van rajta, akkor az vagy
duplapont (teljes athatds esetén) vagy pedig a bemetszés egyik ,,sz€le”. Ha két pont van,
akkor azok a teljes 4thatds egy-egy torottvonaldhoz tartoznak vagy pedig a bemetszés Ossze
nem kothetd pontjai. Kivdlasztjuk az egyik pontot és valamely irdnyban tovabblépve

2

figyeljilk az oldalt. Mindig ,.él-oldal-él-oldal-...” a koriiljards szabdlya. Az oldalon
szemmel tartjuk a metszéspontokat. Ha tobbet taldlunk, akkor kell megvizsgélni a mdsik
objektumot. Ugyanis azok és csakis azok a pontok 6sszekothetdek, melyek mindkét testen
a testre irhaté szakaszként elddllithatéak! Ennek alapjan azt a pontot kotjiilk 0ssze a mar
meglévo (jelen esetben élen tartzkodd) ponttal, amely a masik testen is azzal a ponttal
szakaszt alkothat (vagyis ugyanazon lapon helyezkednek el, egy alakzaton). Az eljarast
addig folytatjuk, mig az egyik alakzatot teljesen korbe nem jartuk (teljes athatds esetén

kétszer).

Lathatosdg szempontjabol a klasszikus feddpontok modszerét kell kovetni.
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A kapott dthatdsunkat tobbféleképpen dbrazolhatjuk:
a) Az egyik testet eltdvolitva a megmaradt test csonka véltozatat abrazoljuk.
b) Csak az athatds sordn kapott metszetet — mint testet — dbrazoljuk.

c) A két testet egyiittesen dbrazoljuk.

Masodrendii feliiletek dathatdsarol dltalaban

Két feliilet athatdsi vonala a két feliilet koz6s pontjainak halmaza. Azt mar kordbban
emlitettiik, hogy két masodrendii feliilet dthatdsa soran negyedrendl térgorbét kapunk. Az
igy kapott térgorbét elsofajii negyedrendii térgorbének nevezziik (ha pedig a gorbe nem
allithaté el6 két mdsodrendi feliillet metszésvonalaként, akkor mdsodfaji negyedrendi
térgorbének mondjuk).

Ha az 4thatds sordn zart gorbét/gorbéket kapunk — értelmezhetjiik az 4thatdsi gorbe €s a

feliiletek altal hatdrolt térrészt is. (Ez az dbrazolds soran kaphat szerepet.)

Ahhoz, hogy meghatarozhassuk az dthatés tipusat (valédi negyedrendii térgorbét kapunk-
e, esetleg szétesik két mdsodrendli gorbére stb.), projektiv geometriai oldalrél kell
megkozeliteni a feliileteket.

A két masodrendl feliilet egyértelmiien meghataroz egy mdsodrendii feliiletsort. Az
athatasi gorbét ekkor a feliiletsor alapgorbéjének nevezziik.

Igaz tovdbba az a tétel is, hogy a tér egy altaldnos helyzetli pontjan pontosan egy eleme
megy it az A és B madsodrendu feliiletek altal meghatarozott feliiletsornak, azaz (az
alapgorbe kivételével) egyrétiien kitoltik a teret.

Athatds szempontjabol az alabbi tételek érdekesek szamunkra:
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. Ha egy pont illeszkedik két masodrendii feliiletre, akkor illeszkedik a feliiletek altal
meghatdrozott feliiletsor minden elemére, tehdt a masodrendii feliiletsor barmely
két elemének ugyanaz a gorbe lesz az 4thatdsi gorbéje.

o A projektiv tér egy pontjanak a feliiletsor egyes elemeire vonatkozé polarsikjai
altalaban siksort alkotnak. A siksor sorozdegyenese nem mads, mint a ponthoz
konjugalt egyenes a feliiletsor barmely elemére vonatkozoélag.

® A masodrendli feliiletsorba tartoz6 masodrendli kupok az alapgorbét kettOsen
vetitik.

. Ha egy pont polarsikja a feliiletsor barmely elemére nézve ugyanaz a sik, akkor a
feliiletsor adott pontra illeszkedd eleme éppen egy masodrendl kip.

A lehetséges pontok a feliiletsort indukdld feliiletek k6zos polértetraéderének
csucspontjai. Ez a poldrtetraéder nemcsak az elobbi két feliilletnek, hanem a

feliiletsor barmely két elemének is k6z0s polartetraédere!

Az utolso tétel azért kiilonlegesen fontos, mert ha taldlunk a térben két ilyen tulajdonsagu
pontot, akkor a mdsodrendii feliileteink dthatdsa visszavezetheto két kiip dthatdsdra!

Ezek meghatarozdsdhoz elég a feliiletsor kozos polartetraéderének két csicspontjat
ismerni. Az eljards a kovetkez6: Adottak A és B madsodrendii feliiletek, melyek egy
feliiletsort indukdlnak. Legyen P egy tetszOleges pont, melybdl inditunk harom tetszdleges
g, i, j egyenest. A g-re illeszkedd pontoknak az A-ra vessziik a polarsikjait, melyek egy g-
hez projektiv siksort alkotnak. Ugyanezt tessziikk a B-re nézve is, igy egy masik g-hez
projektiv siksort kapunk. A két siksor egymdshoz is projektiv, ekkor az egymadsnak
megfeleltetett stkok metszési alakzata egy egykdpenyii hiperboloid. Ennek egy tetszdleges
alkotéja a g valamely pontjdhoz mindkét feliiletre nézve konjugdlt egyenes. Ehhez
hasonldan az i és j egyenesekhez is tudunk rendelni egy-egy hiperbolikus hiperboloidot. A
P pont a g, i, j egyenesek mindegyikén rajta volt, ezért a hozz4 tartoz6 konjugélt egyenes
mindhdrom hiperboloidon megtaldlhat6. Ezért a harom hiperboloidnak van egy kozos
alkotdja. Ha a kozos alkotokon kiviil paronként tekintjiik a hiperboloidokat, akkor van még
egy-egy harmadrendii athatdsi gorbe (mivel két masodrendi feliilet dthatdsa negyedrendi
térgorbe — itt egy egyenes €s még egy harmadrendl térgoérbe). A hiarom harmadrendi
gorbének a kozos pontja legyen S (nem mindig 1étezik). A g egyenes egy bizonyos G
pontjdhoz az A és B feliiletekre nézve konjugélt egyenes at fog haladni az S ponton.

Hasonl6an taldlhatunk egy I és J pontot az i €s j egyeneseken. Ekkor a G, I és J pontok
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sikja az S polarsikja az A és B feliiletekre vonatkozéan. Altaldban négy, S-sel megegyezd
tulajdonsagu pont taldlhat6, melyek a kdzos polartetraéder csucsait adjak.

A polartetraéder csucsaira a kovetkezo esetek allhatnak fenn:

e Minden csucs val6s, a beldliik kiindulé négy kipra pedig fenndll a kovetkezd: vagy
mind a négy valds, vagy kettd valos, kettd pedig képzetes. Ez utébbi a szétesd
athatdst jelenti.

e Két csucs valos, kettd képzetes, ekkor az dthatdsi gorbének egyetlen dga van.

e Mind a négy csics képzetes (ez csak vonalfeliiletek esetén lehetséges), ekkor a

metszetgdrbe masodfaju negyedrendii térgorbe.

Az athatasi gorbe esetei

Az elobbiekben lathattuk: a kozos polartetraéder segitséget ad abban, hogy az athatds
sordn milyen gorbét kapunk. A legnagyobb eldnye az, hogy a mdasodrendli feliiletek

athatdsa soran elég masodrendi kupokat és hengereket vizsgalni.

Ha olyan kupok és hengerek éathatdsat tekintjiik, ahol a vezérgorbék algebrai gorbék,
akkor a feliiletek is olyan rendiiek, mint a vezérgorbe. Igy mdsodrend(i feliiletek
metszésével negyedrendli gorbét kapunk. Negyedrendlinek nevezziik az olyan térgorbéket,
melyeket sikkal metszve négy metszéspontot kapunk. Ezek a metszéspontok lehetnek
parosaval képzetesek €s kettd, harom vagy mind a négy metszéspont egybe is eshet.

Két kap athatasgorbéjének vannak véges pontjai és lehetnek tovabbi képzetes vagy

végtelenben fekvd pontok.

Ha két kipnak van végtelenben fekvO pontja, akkor az athatasgorbének végtelen dga
keletkezik. Ez azt jelenti, hogy a két kupon léteznek parhuzamos alkotok (melyek a
végtelenben metszik egymast). Ezeket az alkotdkat konnyen megkereshetjiik. Toljuk el az
egyik kip csticspontjat a masik kip csucspontjdba. Ha az igy kapott két kip metszi vagy
érinti egymast, akkor a két kiipnak van parhuzamos alkotdja, ez adja meg az athatdsi gorbe
aszimptotdjanak irdnyat. Szemléletesen az athatdsi gorbe az aszimptotdhoz tartva halad a
végtelenbe. Ezeket a végérintOket megkapjuk, ha a parhuzamos alkotékhoz érintésikokat
szerkesztiink és meghatdrozzuk a két érintdsik metszésvonalat. (Ugyanis a

pontbeli/alkotébeli érintdésikok minden érintdt tartalmaznak, igy a metszésvonal az 4thatési
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gorbe érintdje lesz.) Ha az érintOsikok parhuzamosak, akkor az athatdsi gorbének végtelen
tdvolban fekvd aszimptotdja van, vagyis egy parabolikus dga lesz a gorbének. Ha nem

taldlunk ilyen alkotdkat, akkor az athatds sordn véges zart gorbét kapunk.

Egy kup és egy henger esetén, ha a hengernek nincs végtelen tdvolban fekvd alkotéja (a
vezérgorbéjének nincs végtelen tavoli pontja), csak akkor lehet végtelen dga az athatasnak,
ha a henger alkot6i parhuzamosak a kip valamely alkotéjaval. Ha a hengernek végtelenben
fekvo alkotdja van, mely a kiipot metszi, akkor az dthatdsgorbének végtelen 4ga lesz.

Ha két hengernek nincs végtelenben 1évo alkotdja, nem tartalmaznak végtelen &dgat.
Kivételt képez az az eset, amikor a két henger alkotdi parhuzamosak — ekkor az athatas

alkotokbal all.

Az athatdsi gorbének (a fokszdm figyelembevételével) az aldbbi {0 tipusait
kiilonboztetjiik meg:

A) Az dthatdsi gorbe kizdrolag egyvenesekbol dll. Az éthatdsi gorbe 4 egyenesbdl

tevodik Ossze. Példaul két henger, melyeknek az alapjai ellipszisek, 4 kozos
pontjuk van és a alkotoik parhuzamosak.

Elofordulhat, hogy ezek az egyenesek egybeesnek.

Példaul az el6z0 esetet tovabbgondolva — ha az

alapellipsziseknek 3, 2 vagy 1 k6zos pontja van, akkor az

athatdsi gorbe szintén parhuzamos alkotokbdl 4ll (ha 3

alkoté van, akkor a rendszdm miatt az egyik alkoté6t

duplén kell szamolni — azaz egybeesd egyenes).

Tovabbi példa lehet két kiap, melyek kozos csidccsal rendelkeznek és van
metszésiik. Ekkor is alkotékra bomlik az athatasi gorbe.

Osszefoglalva ha az 4thatds csak egyenesekbdl 4ll, akkor az aldbbi esetek
lehetségesek:

. négy valds alkoto;

. két valos és két képzetes alkoto;

. négy képzetes alkoto;

. négy valds alkotd, melyek koziil kettd egybeesik;

. két-két valds alkotd egybeesik;

. két egybeeso valds és két képzetes alkoto.
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B) Az dthatdsi gdrbe tartalmaz egyenest és egyéb gorbét is.

1)

2)

Az dthatdsi gorbe egy egyenest tartalmaz. Az olyan kuapok, melyeknek egy

alkotdjuk kozos, de csticsaik nem esnek Ossze — az dthatds sordn egy egyenes

keletkezik. Az athatdsnak az egyenese éppen a kozos alkotd. Ezenkiviil két

kiilonbozo eset lehetséges: a fennmarad6 gorbe —

a)

b)

harmadrendii térgorbe. Ez az eset akkor

all fenn, ha a kozos alkotéban a kidpok
érintdsikjai kiilonbozdek. A
harmadrendi térgdrbe — a végtelen tavoli
sikhoz viszonyitott helyzetéhez képest —

az alabbi négy tipus egyikébe tartozik:

1) kubikus hiperbola — ekkor a
végtelen tdvoli sikot a harmadrendii gorbe hdrom pontban metszi.

i)  kubikus ellipszis — a végtelen tavoli sikkal egy metszéspontja van.

iii)  kubikus hiperbolikus parabola — a gorbe harom végtelenben fekvo
pontja koziil kettd egybeesik, tehdt a végtelen tdvoli sik a gorbe
érintdsikja.

1v)  kubikus parabola — mindharom végtelenben fekvd pont egybeesik,
azaz a végtelen tavoli sik a gorbe simuldsikja.

Példak: — — — 13. PELDA.

mdsodrendii gorbe. Ha a kozos alkotokban az \/” /////

érintdsikok egybeesnek, akkor az 4thatds egy y

egybeesO egyenes és egy misodrendll gorbe.

Az dthatdsi gorbe két egyenest tartalmaz. A két egyenesnek és a fennmaradd

gorbének Gsszesen negyedrendiinek kell lennie. Eppen ezért a gorbe

masodrendu lesz!

Vizsgiljuk meg az aldbbi példat: Legyen adott egy egykopenyll hiperboloid

és egy olyan kup, melynek alapkore a hiperboloid valamely paralel kore és a

kup cstcsa legyen a hiperboloid barmely mas pontja. Ekkor az 4thatdsi gorbe

a kup alapkorébdl és a kip csucsan athaladé két hiperboloidalkotébdl 4ll.

C) Azdthatdsi gorbe nem tartalmaz egyenest.

1)

Az dthatdsi gorbe egy gorbébdl dll. Ez altalaban a bemetszés esete. Az athatas

soran egy negyedrendi térgorbe keletkezik.

Két kiilonbozo ilyen athatés lehetséges:
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2)

a)

b)

A gorbe metszi onmagdt. Bz az 4thatds a bemetszés és a teljes athatds

kozotti eset!

Ha a két feliiletnek egy pontban létezik
kozos érintdsikja, akkor ebben a pontban a
gorbe kétszer halad 4. Ezen pontot

kettéspontmak nevezzik. Ilyen

kettdspontot taldlhatunk példaul a Viviani-
gorbe esetében (az dbran nem ez az eset lathat6). A kettOspont esetében
nehézkes a gorbéhez tartozd érintd meghatdrozdsa, ennek problémdjat

késobb targyaljuk. A kettdspontok az aldbbi tipusiak lehetnek:

. valosdgos kettospont — a gorbe ezen ponton kétszer halad at;

. izoldlt kettospont (remetepont) — nem fiigg Ossze az dthatds tobbi
részével. Ilyen pontot kapunk, ha egy kip-henger 4thatds sordn a
kip csucsa a hengeren van;

. csucspont — a valdsdgos kettdspont azon hatdresete, amikor az
egyik hurok egyetlen ponttd zsugorodik. Példaul henger és kip
athatdsa esetén csucspontot kapunk, ha a kip csicsa a henger
palastjan van ugy, hogy benne a két feliilet érint0sikja ko6z0os.

Példak: —» — — 11, 19, 20. PELDA.

A gorbe nem metszi onmagdt. Két altalanos

helyzeti madsodrendii feliilet, melyeknél nem
teljes athatds all fenn.

Példdk: - — — 6,7, 12, 18. PELDA. ~

Az dthatdsi gorbe két gorbére esik szét. A teljes athatds esete — az egyik

feliilet minden alkotdja dofi a masik feliiletet.

A gorbék helyzete kétféle lehet:

a)

A két gorbe metszi egymdst. Ekkor két mdsodrendii gorbét kapunk

athatasként. (Egy pontbeli érintkezés visszavezet az Onmagit
egyszeresen metsz0 negyedrendil gorbére.)

A két gorbe két pontban metszi egymast.
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Ez a fajta athatds akkor keletkezik, ha a két
feliiletnek két pontjdban kozos az érintdsikja.
Klasszikus példa erre — az &bran lathaté
athatason kiviil — két (a fenti tulajdonsdgokkal

rendelkez0) kup athatdsa. Ekkor az &thatasi

gorbe két ellipszis lesz.
Példdk: - — — 15. PELDA.

b) A két gorbe nem metszi egymdst. A negyedrendii dthatdsi gorbe szétesik

két nem mésodrendii(!) gorbére. Ez az eset

nem bir kiilondsebb tulajdonsdgokkal. p ‘ —

Példak: - — — 9, 14, 16, 17. PELDA.
Specidlis esetként két masodrendii gorbét
kapunk, ha a feliiletek tengelyei
egybeesnek.

Példik: —» — — 5. PELDA.

Madsodrendii feliiletek és egyéb forgdsfeliiletek dthatdsa - modszerek

Az aldbbiakban végigvizsgaljuk az athatdsszerkesztés legfontosabb mddszereit, késObb
pedig eljardsokat mutatunk a specidlis helyzetii térelemek (példaul kontirpontok,
érintbegyenesek) megkeresésére. Altaldnossdgban elmondhaté, hogy forgasfeliiletek
esetében minden mddszer csak véges sok pont megszerkesztését biztositja, pontos gorbét

sohasem kaphatunk — ez a globalis elvekbdl természetes médon kovetkezik.
Lengésikos eljaras
Az elv ugyanaz, mint amit a guldk esetében targyaltunk.
Az egyszeriiség kedvéért — az el6zdekhez hasonldéan — kipokra részletezziik az eljarast,

hiszen egy henger specialis kupnak tekinthetd, melynek csticsa végtelen tavoli.

A modszer elve: Adott két kip, melyeknek keressiik az athatdsi pontjaikat. Tekintsiik a

két kap csucspontjan dthaladé egyenest — ez lesz a lengdsikok tartéegyenese. Ha ebbdl a
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siksorbdl vélasztunk egy elemet, akkor az a kipokat éltaldban 2-2 alkotoban metszi (ez
azért teljesiil, mert a sik a kipok csdcspontjan halad at — tehat a sikmetszet egy-egy
egyenespdr). A 4 alkot6 egy sikban van, tehat metszéspontjaik kijelolhetdek. Az igy kapott

metszéspontok az athatdsi gorbe pontjai.

Kiupok €és hengerek dthatasa harom csoportba sorolhato:

. Kiup-kip athatds — a tartéegyenes ebben az esetben a két kip csicspontjan halad &t.
Példdk: — — — 6. PELDA.

. Kip-henger 4thatds — a tartéegyenes a kip csucspontjan athaladé hengeralkotdkkal
parhuzamos egyenes.
Példdk: — — — 7. PELDA.

. Henger-henger athatds — a tartdegyenes végtelen tavoli. A siksor mindkét

hengeralkotdval parhuzamos sikokbol all.

Lengdsikos eljdrds és az dthatdsi gorbe: A lengdsikok kiillonbozd helyzetei segitenek

eldonteni, hogy milyen &thatdsi gorbét kapunk. Vegyiink két kdipot, melyek alapjai egy
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sikban éllnak. Legyen N a tartéegyenes sikhoz tartoz6 nyompontja, k; és k, pedig a két kip

alapgorbéje. Vizsgiljuk meg, hogy a két sz€lsO helyzetli lengdsikot, azaz azokat a

lengdsikokat, melyek valamely kipbdl éppen egy alkotot érintenek.

Az alébbi eseteket kapjuk:

a)

b)

c)

d)

Az egyik sz€ls0 helyzetl lengdsik a masik kupba belemetsz, mig a masik ilyen sik
a masodik kdpot nem érinti, és nem is metszi. Az egyik feliilet egyoldalrdl behat a
masikba, az athatas most bemetszés.

Példik: — — — 6, 7. PELDA.

A két szé&1s6 helyzetii leng8sik egy kipot érinti, és a masikat metszi. Igy az elsé
feliilet atfurddik a masikon. Az 4athatés teljes, az athatdsi gorbe két részbdl tevodik
0ssze.

A két sz€lsO helyzetli lengdsik a masik kupot érinti, és az elsOt metszi. Ekkor a
madsodik feliilet furédik at az egyiken. Itt is teljes dthatds van €s az athatdsi gorbe
két részbdl all.

Az elobbi sikok egyike mindkét feliiletet érinti. Ebben az esetben az dthatas egy
duplaponttal bir.

Példik: — — — 11. PELDA.

Mindkét szE€Is6 lengdsik rasimul a kipokra (azaz egy-egy sik érinti mindkét kipot),

tehat az athatdsnak két duplapontja van. Ekkor az athatds édltalaban szétesik két

b) c)
N i i
e)

kupszeletre.

o

a)

Fontos megjegyezni, hogy a b) és c¢) esetekben az athatds nem két kipszeletre esik szét,

csupan a negyedrendi térgorbe all két részbol.
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A moddszerek tovabbi tdrgyaldsa eldtt 1ényeges dtnézni a két forgasfeliilet egyméshoz

viszonyitott lehetséges helyzeteit. Igy konnyebben tudunk vélogatni a szerkesztési

modszerek kozott.

Két forgdsfeliilet kolcsonos helyzetét a tengelyeik alldsa segitségével osztalyozhatjuk:

a)

b)

c)

d)

A két feliilet forgdstengelye megegyezik. llyen esetben tekintiink egy kozos

merididnsikot. Ahol a merididngérbék metszik egymdst, azon pontok
megforgatidsaval keletkezd paralelkorok adjak az athatdsi gorbét.

Példdk: — — — 5. PELDA.

Pdrhuzamos  forgdstengelyek. Ekkor 4ltaldban a segédsikok modszerét
alkalmazzuk.

Példik: —» — — 8§, 10, 19, 20. PELDA.

Metszo forgdstengelyek. Metsz0 tengelyli forgasfeliileteknél a segédgdombok
modszerét érdemes haszndlni.

Példik: —» — — 9, 14-18, 22. PELDA.

Kitéro tengelyii forgdsfeliiletek. A segédsikok moddszere taldn az egyetlen, mely
segitséget nyujthat. Specidlisabb forgasfeliiletek esetén az 1j képsik bevezetése is
hasznos lehet.

Példak: - — — 6,7, 11-13, 21, 23, 24. PELDA.

a
) tengelyek b)

meridian-
gorbék

meridian-
gorbék

————— tengelyek-———

meridian-
gorbék

tengelyek "
meridian-

N

tengelyek
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Segédsikok modszere

Két feliilet 4thatdsi pontjait megkaphatjuk ugy is, hogyha specidlis sikokkal szeleteljiik
fel a feliileteket. A specidlis sikjaink olyanok, hogy a feliiletekbdl paralelkoroket,
egyeneseket vagy merididngdrbéket metszenek ki.

Tulajdonképpen az eldbb emlitett lengdsikok modszere is a segédsikok moédszerének
egyik esete, de jelentdsége miatt kiilon targyaltuk.

Elsddleges cél tehdt olyan sikok megvélasztasa, melyek a két feliiletbdl olyan gorbéket
metszenek ki, melyek nemcsak konnyen szerkeszthetdek, de a kapott gorbék egymdssal
alkotott metszéspontjai is egyszertien kijelolhetéek. Példdul egyenesek vagy korok
metszése, esetleg masodrendii gorbe és egyenes kozos pontjai.

A lengdsikos eljardshoz hasonléan a segédsikokat egy meghatdrozott szisztéma szerint
kell végigfuttatni a két feliileten — ez a kapott athatdsi gorbe pontjainak Osszekotését is
nagyban megkonnyiti.

Az aldbbiakban rendszerezziik, hogy adott feliiletek esetén illetve adott tengelyalldsok
mellett milyen segédsikokat érdemes valasztani. A segédsikok vélasztdsandl igyekezziink
mindkét feliiletet figyelembe venni.

Példdk: - — — 8-10, 12, 19-24 . PELDA.

Rendszerezés a feliiletek szempontjabol:
. Kiupok és hengerek esetében a megszokott lengdsikos eljards hamar célra vezet.
Altaldnos elvként elmondhaté, hogy a kipokat és hengereket tekintve érdemes a

tengelyeikre merdleges sikokkal metszeni Oket, mert ekkor kormetszeteket
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nyeriink. Kip esetében a csucsdra illeszkedd sikok alkotokban metszik, mig a
hengert a tengellyel parhuzamos sikok metszik alkotéban.

GOmbok esetében barmilyen sik megfeleld, ugyanis a gobmb sikmetszete minden
esetben kor.

Egyéb forgasfeliilet esetében tengelyére merdleges sikok paralelkdrben metszik,
tehat az ilyen sikok j6 vélasztdsnak bizonyulnak. Ha a megforgatott gorbe elemi
geometriai szempontbdl konnyen szerkeszthetd, akkor tengelyre illeszked6 sikkal is

elviaghatjuk a feliiletet (merididanmetszetek).

Rendszerezés a tengelydlldsok szempontjabol:

Kordbban méar emlitettik a 4 lehetséges tengelydllast. Most kizardlag a segédsikok

elvének szempontjabdl vizsgaljuk meg Oket.

Egyez6 forgastengely esetén nincs sziikség segédsikokra, mivel mar a
merididnmetszetek elaruljak az athatasi gorbét.

Parhuzamos forgastengelyek esetén a segédsikok moddszere adja a lehetd
leggyorsabb és legegyszeriibb szerkesztést. A segédsikok ebben az esetben a
forgastengelyekre merdleges (és igy egymadssal parhuzamos) sikok. Ezeket szokds
szeletelosikoknak 1is nevezni. A szeleteldsikok mindkét feliiletbdl koroket
(paralelkoroket) metszenek ki. Az athatds szerkesztése tehat abbdl all, hogy minden
szeleteldsikban megkeressilk két kor metszéspontjait. Ezek pedig konnyen
meghatdrozhatdak.

Metszd forgastengelyeknél ritkdn hasznaljuk a segédsikok modszerét, mivel a
segédgombok modszere célravezetobb lesz. Olyan esetekben haszndlhatjuk, ha a
két forgastengely egymdsra merdleges és az egyik forgasfeliilet henger. Ekkor a
masik forgasfeliilet tengelyére merdleges sikokkal metszve a feliileteket — a
forgésfeliiletbdl paralelkoroket, mig a hengerbol alkotokat metszenek ki a sikok.
Kitérd tengelyli forgdsfeliiletek esetében is ez a legjobban haszndlhat6 eljaras.
Ilyenkor éltaldban egyik tengelyre merdlegesen szeleteliink. Ha valamelyik feliilet
henger, kip, gomb vagy mas viszonylag egyszeru forgasfeliilet és a masik feliilet
téle ,,bonyolultabb”, akkor a nehézkesebben szerkesztheto feliilet tengelyét kell
vdlasztani (tehat arra vessziik a merdleges metszeteket). Ugyanis abbdl a sikok
koroket metszenek ki, amig a masik feliiletbdl dltalanos sikmetszeteket. (Azt kell

elemezni, hogy mely forgasfeliilet daltalanos sikmetszeteit allithatjuk eld
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konnyebben.) Tovabbd fontos megfigyelni, hogy az egyszeriibb feliilet
sikmetszeteit korokkel tudjuk-e Ugy metszeni, hogy az athatdsi pontok kénnyen
szerkeszthetOk legyenek. Vagyis az egyszeriibb alakzat sikmetszetei és a masik
paralel koreinek metszéspontjai adjdk meg az athatasi pontokat.

Egyszerlibbé valik a helyzet, ha a kitérd tengelyek egymdasra merdlegesek. Ilyen
esetben barmely tengelyre is merdlegesek a szeleteldsikok, az egyik feliiletbdl
folyamatosan paralelkoroket, a masikbol pedig tengellyel parhuzamos
sikmetszeteket vagnak ki a sikok. Az eldbbi elv itt is életbe 1€p: annak a feliiletnek
a tengelyét valasztjuk ki, melynek nehezebben szerkeszthetdek a tengellyel

parhuzamos sikmetszetei.

Osszefoglalva: A segédsikok médszerét az aldbbi esetekben érdemes haszndlni:
e  kupok és hengerek dthatdsa (Ilengdsikos eljaras);

e  péarhuzamos tengelyii forgasfeliiletek athatasakor;

. specidlis kitérd tengelyek estében;

*  ha valamely feliilet gomb;

*  ha valamely feliilet henger.

Segédgombok modszere

A segédsikok mddszere szinte minden esetben a legkényelmesebb szerkesztést biztositja.
Metszd forgédstengelyek esetében azonban a segédgombok mddszere hatdsos €s gyors
eljarasnak bizonyul.

A mddszer elve: Figyeljik meg a két tengely metszéspontjat. Ha egy ilyen kdzépponti

gdombot vesziink, akkor az a két feliiletbdl legfeljebb két-két kort metsz ki. Ez azért igaz,
mert a gombot €s az egyik forgdsfeliiletet tekinthetjiik ugy, mint két azonos tengelyl
forgasfeliiletet. Ekkor a gomb merididngorbéje egy (fél)kor, amely a masik forgasfeliilet
merididngorbéjét altalaban 2 pontban metszi. (Itt jegyezziik meg, hogy a merididnmetszet
két szimmetrikus merididngorbét tartalmaz, tehdt bizonyos esetekben — ha sziikséges —
kiilonbséget tesziink a meriddngorbe €s a merididnmetszetben taldlhaté gorbe kozott.) Ez a
két metszéspont a merididngorbéken a forgatds soran két kort ad.

Tehat a kovetkezd szerint jarunk el. Vesziink egy megfeleld sugard gombot, melynek

kozéppontja a tengelyek metszéspontja. Ez két-két korben metszi el a feliileteket. Ezeknek
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a koroknek kell megkeresni a metszéspontjait. Altaldban a legkisebb — fentieknek
megfeleld — gdbmbtdl haladunk a legnagyobb gombig, ugyanis az athatdsi gérbe pontjainak
Osszekotését ez egyszerilibbé teszi.

A legkisebb és legnagyobb sugard gombot tigy kereshetjiik meg, hogy olyan képsikot
vezetiink be, amely a két tengellyel parhuzamos. Ekkor a két feliilet ide vetett képe egy-
egy merididnmetszet. A két merididnmetszetbe, mint sikbeli gorbékbe egyszeriien
beirhatjuk a legkisebb és legnagyobb koroket — ezek lesznek a legkisebb és legnagyobb
gomb ezen képsikra vetett képei.

Az aldbbi médszer azért is hasznos, mert a segédgdmbok dltal kimetszett korok ebben a

képsikban szakaszban latszanak.

Példik: — — — 14-18. PELDA.

Uj képsik bevezetése

Ezt a moddszert éltaldban akkor alkalmazhatjuk, ha az egyik forgdsfeliilet olyan
tulajdonsagu, hogy valamely irdnybdl nézve egyszerii alakzat a képe.

A gyakorlatban az uj képsik bevezetését kizarolag olyan helyzetben hasznéljuk, amikor
az egyik feliilet henger. Ekkor vélaszthaté olyan képsik, ahol a henger képe kor. Ilyenkor
az 4thatdsi gorbe ezen a képen egy koriv lesz — ez nyilvdnvaléan kovetkezik a henger
specidlis képe miatt.

Példak: —» — — 9, (11). PELDA.
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Egvy specidlis dthatds — szférikus kiipszelet

Vegyiink egy mdasodrendli kipot és egy olyan gombot, melynek kozéppontja a kip
csucspontjaban van. Ekkor a két feliilet athatdsi gorbéje (ha a kdpnak csak egyik 4gat
tekintjiik) egy szférikus kiipszelet. A szférikus kupszelet érdekessége abban all, hogy
bizonyos tekintetben rokonsdgot mutat a sikbeli ellipszissel, azaz analdg tételek
mondhaték ki mindkét gorbére.

Az dbran a méasodrendli kip M cstcsponttal bir és ellipszis alapgorbéjli, mig a gdmb M
kozéppontd é€s MF sugari. (Az N csucsu, ugyanolyan ellipszis alapgorbéjli kup csak

segédkup.)
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Az édbrara tdimaszkodva — bizonyitasok nélkiil — néhdny analégia:

. A szférikus kupszelet olyan pontok halmaza, melyeknek G-t6l és F-t6l mért
tdvolsdgosszege allando. (Ellipszisnél — a két fokusz.)

° A gdmbon olyan pontok alkotjdk a szférikus kipszeletet, melyek K-t61 és az F-t6l
egyenld tavolsagra vannak. (Ellipszisnél — egy fokusz és a mésik koriili vezérkor.)

° FQ és GO — vezérivek (Ellipszisnél — fokalis sugarak)

° MG és MF fokalis sugarak. A mésodrendll kip alkotéira jellemz0d, hogy a fokélis
sugarakkal bezart szogek 0sszege dllando.
Vezérsik — a kip alkotéja és az egyik fokdlis sugar altal felfeszitett sik. Alkotd
mentén az érintdsik a vezérsikok kiilsd szogfelezdje lesz.
A szférikus kupszelet (Q-beli érintdje a vezérivek Q-beli érintdjének kiilso

szogfelezdje. (Ellipszisnél — ellipszis érintdegyenese egy adott pontban)

Masodrendii feliiletek és egyéb forgdsfeliiletek dthatdsa — dbrdzolds és specidlis

térelemek

Az athatas abrazolasa

A forgasfeliiletek 4thatdsanak abrizoldsardl is ugyanaz mondhaté el, mint a siklapd
feliiletek 4thatdsa esetében. Hasonlé mddon itt is két kérdés meriil fel:

1) Hogyan kothetdek 0ssze a kapott dthatdsi pontok?

2)  Hogyan dbrizolhatjuk az athatast?

Az éthatési pontok Osszekotése a kovetkezOképpen torténik. Kivélasztunk egy feliiletet,
melynek alkotéin haladva vizsgéljuk az 4athatdsi pontokat. A konnyebb kovethetdség
kedvéért nézziink egy egyszerti példat, két kip athatasat. Kivéalasztunk az egyik kipon egy
alkoto6t. Ezen az alkoton maximum 2 4thatasi pont van. Az egyiket rogzitjiik, és a kipon az
egyik irdnyban elindulunk. Fontos, hogy egy irdnyban haladjunk egészen addig, amig
vissza nem tériink a kiinduldsi helyzetbe! Tekintjiilk azt a kovetkezd alkotét, melyen
athatdsi pontokat szerkesztettiink. Ezen is valdsziniileg két pont taldlhaté. El kell donteni,
hogy melyik ponttal kothetjiik 0ssze a legelsé pontot. Figyeljiik most meg a mésik kupot.
Az eredeti pontot és a két lehetséges pontot képzeletben kossiik Ossze — igy egy-egy gorbét

kapunk a fixalt kdpon. A madsik kupon viszont az egyik gorbe szintén a kupon (mint
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feliileten) halad6 gorbe lesz, mig a mésik a kudp belsején athaladé vonal. A masik kup tehét
megadja, hogy mely ponttal kell 6sszekotni az els6 pontot. Ugyanis az 4thatdsi gorbe
mindkét kipon végighaladé gorbe vonal lesz (esetleg tobb — ha szétesik). Ezt az eljarast
ismételgetjilk egészen addig, amig a legelsé ponthoz vissza nem ériink. Ha az athatdsi
gorbe két gorbére szakad, akkor a masik athatdsi gorbedarabndl is hasonlé médon jarunk
el.

A fenti médszer alkalmas arra is, hogy bonyolult feliiletek esetében — ahol nem tudjuk

azonnal megéllapitani, hogy az 4thatds milyen — is biztosan tudjuk 6sszekétni a pontokat.

A masik kérdés az dbrazolds sordn az athatds dbrazolasa.

A specidlis pontokat késobb targyaljuk — ezek nagyban megkonnyitik az athatdsi gorbe
megrajzolasat.

Az abrazoldsra pontosan ugyanazok a lehet6ségek allnak fenn, mint siklapu feliiletek
esetében:

a) Az egyik feliiletet, mint csonkolt feliiletet dbrazoljuk.

b) Csak az athatds sordn kapott metszetet, mint térrészt dbrazoljuk. (Ha 1étezik.)

c) A két feliiletet egyiittesen dbrdzoljuk.

Specialis pontok

Kontiirpontok: Az 4brazolas sordn kulcsfontossdgi a kontirpontok meghatirozdsa. Az
athatdsi gorbe kontirpontjai nagy segitséget adnak a végso dbra megrajzoldsaban. A gorbe
kontirpontjai olyan pontok, melyek a két feliilet kontirjahoz csatlakoznak. Ezek a pontok
adjak a képgorbe ,,hatdrait”. De ennél tobb is elmondhat6: az dthatdsi gorbe kontdrpontjai a
feliiletek képkonturjaihoz ugy csatlakoznak, hogy éltaldban az dthatdsi gorbe képe a
kontirpont képében hozzasimul a feliilet képkontarjdhoz. (Példaul kap esetében a gorbe
képét a kontdrpontban a feliilet képkontirja mint érintéegyenes érinti.)

A kontdrpont megkeresése egyszeri. A feliiletek kontirgoérbéjének ismeretében
megszerkesztjiilk a kontirgorbének azt a pontjat, mely az 4athatdsi gorbén is szerepel.
Henger esetében altaldban két alkoté a kontirgorbe. A feladat tehdt megkeresni a két
alkoté metszéspontjait a masik feliilettel — azaz a két alkotohoz tartozé athatési pontokat.

Meg kell jegyezni, hogy nem mindig léteznek kontirpontjai az 4thatdsi gorbének.
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Kettospontok: A kettdspontok fajtdit és eldallitasat mar korabban targyaltuk.

Erintéegyenesek és érintésikok

Erintésikok: Egy 4ltaldanos helyzetii pontban az érintdsikok egy-egy feliiletre
vonatkozéan a megszokott modon szerkeszthetdéek. Eldfordulhat, hogy példaul egy
alkotéoban a két feliiletnek az adott athatdsi pontban kozds az érint0sikja — ekkor

keletkeznek kettdspontok.

Az abran egy tdérusz parabolikus, hiperbolikus illetve elliptikus pontjdban lathatunk
érintésikokat és érintdket. A térusz ,kiils6” része elliptikus pontokbdl dll (E pontban az e
érintéegyenes, e €s f fesziti ki az érintdsikot) — itt az érintdsik csak egy pontban érinti a
feliiletet. A torusz ,,belsd” része hiperbolikus pontokbdl all (H pontban a & érintdegyenes, h
és v fesziti ki az érintOsikot) — ezekben a pontokban az érintdsik belemetsz a feliiletbe. A

két részt a parabolikus pontok valasztjak el (P pontban a p érintéegyenes, p és g fesziti ki
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az érintdsikot), melyeknek a pontbeli érintdsikjai egy teljes gorbében érintik a feliiletet (itt
egy paralel korben). Mindhdrom esetben az érintésikokat egy paralelkorhoz és egy

merididngorbéhez tartozé €rintd hatarozta meg.

Erintéegyenesek: Altaldnos helyzetli dthatdsi pontban az érintét az alabbiak alapjdn
szerkeszthetjiik. Tudjuk, hogy az &thatasi pont mindkét feliiletnek eleme, tehat a két
feliiletre vonatkozdan egy-egy érintdsikot kapunk. A két érintdsik metszésvonala lesz az
athatdsi gorbe érintdje (ez lesz az az egyenes, amely mindkét feliiletre nézve érinto).

Dolgozhatunk feliileti normaélisokkal is. A két érintdsiknak egy-egy normadlisa
nyilvanvaléan merolegesek a sikokra. Tehat a két normdlis merdleges lesz az
érintéegyenesre is. Tovdbbgondolva a két normaélis dltal meghatarozott sik merdleges lesz
a keresett érintdre.

Példak: - — — 7,10, 12, 14, 17-21. PELDA.

Kettospontok esetében azonban egyik mddszer sem vezet célra, ugyanis a két érintdsik
egybeesik. A gorbe érintdjének meghatdrozdsiban a Dupin-indikdtrix segit.

A Dupin-indikétrix szemléletes jellemzése a kovetkezo:

Vegyiink egy tetszOleges feliiletet és annak egy tetszéleges pontjdban az érintdsikot,
illetve a feliileti normalist. Az érintdsik kiillonbozo €rintdivel €s a normaélissal az érintdsikra
merdleges siksort hozunk létre, melyek tartoja a feliileti pontbeli normalis. Vegyiik
tovabba a sikokhoz tartoz6 metszeteket €s az azokhoz tartoz6 gorbiileteket és gorbiileti
sugarakat. Ezutdn a gorbiileti sugarak gyokeit felmérjiilk az adott pontbeli érintdsikon a
megfeleld érintdegyenesre mindkét irdnyban. Igy egy masodrendti gorbét kapunk, melyet

Dupin-indikétrixnak neveziink.

V@ 2]
7
N >0 K =0 . <0

A Dupin-indikétrix elliptikus pontban egy ellipszis, parabolikus pontban egy parhuzamos

egyenespdr, mig hiperbolikus pontban egy konjugalt hiperbolapdr. (Ennek indoklasa a
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differencidlgeometria targykorébe tartozik.) Az 1igy kapott madésodrendli gorbék
tengelyeinek egyenesei differencidlgeometriai szempontbdl a feliileti pontokhoz tartozé
féiranyok (a sikokban a hozzajuk tartozé fogorbiiletek). Ezek a nyilvanvaléan egymdsra
merdlegesek.

A Dupin-indikatrix esetében a mondottak szerint csak az egyenesalldsokat keressiik. A
két foirdny forgdsfeliiletek esetében dltaldban egyik sik a paralelkor érintdje, a mésik pedig
a merididngorbe érintje. Meghatarozzuk mindkét feliilet pontbeli Dupin-indikatrixat — és
megszerkesztjiikk a metszéspontjaikat. Az érintoket a két indikétrix ,,atl6s” metszéspontjai
adjdk (2-2 db metszéspont — 1-1 egyenes)!

A gyokvonds miatt altaldban a ponttal, mint kozépponttal felnagyitjuk a Dupin-
indikétrixot, hogy konnyebben szerkeszthessiink — ezzel az egyenesallasok nem valtoznak.

Példdk: — — — 11. PELDA. (Kettéspontban érintd — nem Dupin-indikatrixszal is!)

Kettos vetiilet

A gyakorlatban sokszor olyan feliiletek dthatasat kell megszerkeszteni, melyeknek kozos
szimmetriasikjuk van. Ekkor a feliilletek &4thatdsi gorbéje is szimmetrikus a kozos
szimmetriasikra nézve, s igy ha a képsiknak a kozOs szimmetriasikot (vagy azzal
parhuzamos sikot) vdlasztjuk, az dthatdsi gorbe képének egy pontja mindig a gorbe két
pontjdnak képe, az 4thatdsi gorbe képe a térgorbének kettds vetiilete. Negyedrendii
térgorbe képe ekkor egy masodrendii gorbe ivdarabjaibdl tevddik dssze.

Az abran két henger athatdsdnak kettOs vetiilete lathatd. Az athatdsi gorbe szétesik két
ellipszisre. Az ellipszisek specidlis helyzete miatt azonban a képsikon mar csak szakaszban

latszanak.

A kettds vetiilet mogott hizodo elmélet a kovetkezd: Egy n-edrendli térgorbe vetiilete

altaldban n-edrendli. Azt tudjuk, hogy egy gorbét egy Ot metszd vetitbhenger képezi le a
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képsikra. Ezt a hengert altaldnossdgban kupnak tekinthetjilk. Ha a kdpon rajta van az
athatdsi gorbe és rdaddsul ugyanaz a kip vetiti azt, akkor a vetitokip minden alkotdja a
térgorbét két pontban metszi. Emiatt minden pont kétszer szamitandd, tehat a gorbének
kettds vetiilete van. (Minderrél mar kordbban az algebrai gorbék vetiileténél beszéltiink.)

Példak: - — — 8,9, 11, 12, 14-24. PELDA.

Siklapu és gorbelapu feliiletek dathatdsa

Két azonos tulajdonsdgu feliilet 4thatdsat mar részletesen targyaltuk, azonban nem
ejtettiink még szo6t arrdl az esetrdl, ha egy siklapi és egy gorbelapu feliilet athatdsét
vizsgéljuk. Ezt nézziik most meg roviden.

Az ilyen athatdsok rendkiviil egyszertiek. A siklapu feliilet/test minden lapjaval, mint
sikkal végziink sikmetszetet. Természetesen minden egyes sikmetszetet csak a lapok éléig
vesziink figyelembe. Mivel ez a dolgozat nem foglalkozik sikmetszetekkel, ezért nem

vizsgéljuk meg alaposabban ezt a kérdéskort.

Példik: - — — 25. PELDA.

FONTOSABB PELDAK AZ ATHATASOKRA

Ebben a szakaszban az eddig emlitett dthatdsokra vizsgdlunk meg néhany egyszeri, de
fontos €s tanulsdgos példat. A kiilonbozd tipusu dthatdsok targyaldsdnak végén utaldsok

taldlhatéak az itt megoldott szerkesztésekre.
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1. PELDA: Két giila dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: leng6sikok-mddszere; teljes athatas.

Elsé 1épésben a lengdsikok tartéegyenesét kell meghataroznunk. Az elmélet szerint a
guldk csucspontjain kell dtmennie ennek az egyenesnek (7). Keressiik meg a tartéegyenes
nyompontjit. A nyompont (N) rajta lesz a lengdsikok nyomvonaldn — hiszen a tartéegyenes
az Osszes lengOsiknak eleme. Vezessiink egyeneseket — mint nyomvonalakat — a két gila
alapjainak csicspontjain at.

A feladat az, hogy egy-egy lengdsikban a metszéspontokat meghatarozzuk. Vegyiik
példaul az EN Adltali lengdsikot. A lengdsik a masik gila alapjabdl kimetszi az 1 és 2

48



Athatdsszerkesztés

pontokat. Tehdat a beldliik indul6 alkotok (/M; és 2M;) az EM; éllel egy sikban lesznek. A
metszéspontjaik legyenek P; és P». Ez a két pont pedig biztos dthatasi pont.

Lathato, hogy az AN és a CN lengdsikjai nem érintik, és nem is metszik a masik gulat. Ez
biztositja, hogy az EFGM,; gila belefurédik az ABCDM; giléba.

Az athatasi pontok Osszekotésénél rogzitsiik példaul az EFGM, gulét. Induljunk ki az
EM, alkotébol. Fixdljuk le az egyik pontjat (a Pj-et). Haladjunk tovdbb a gilan. A
kovetkezO athatdsban szerepet jatszé alkotd az EFM; lapon van. Ez viszont a BM-et
metszi — mely az athatds fenti 4gdndl nem haszndlhaté (ugyanis az elsd athatdsi pont az
1M; segitségével keletkezett és ezzel nem alkotndnak az 4thatési pontok a felszinre simul6
szakaszt), csak majd az alsé dgnal. A kovetkez6 alkoté az FM,. Ez mar az IM;—gyel egy
lapon van és a masik gulan is, tehat 0sszekothetd pontok. Az eljarast addig folytatjuk, amig

vissza nem tériink az elsé pontba, azutdn hasonl6képpen kotjiik 0ssze az alsé dgat is.

2. PELDA: Giila és hasab dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: leng6sikok-mddszere; teljes athatas.

Xea
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Az elvek teljes egészében azonosak az 1. példdban latottakkal. Itt az érdekesség csupan
annyi, hogy a két test alapjai mds képsikon vannak. A lengOsikok tartbegyenese — t —
atmegy a gula csucspontjan €s parhuzamos a hasab alkotdival. A teljes athatdst itt is az
biztositja, hogy az A-n illetve D-n dthalad6 lengésikok nem metszik, és nem is érintik a
masik testet (itt a lengdsikok elsé nyomvonalai nem metszik, €s nem is érintik a gila

alapjat).

3. PELDA: Két hasdb dthatdsa

Fo6bb tulajdonsdagok: lengOsikok modszere; bemetszés.

Ebben a példaban is elmondhatd, hogy a mddszerek az I. példdban figyelhetéek meg. Itt

a tartéegyenes végtelen tavoli. Ez annyit tesz, hogy a lengdsikok egymdssal parhuzamosak,
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igy a nyomvonalaik egymassal parhuzamosak. Mindkét alkotdsereggel parhuzamos sikok
allasat az aldbbi mddon kaphatjuk meg. Toljuk el példdul a BF alkoté tetszdleges P
pontjdba a masik alkotdsereg egyik elemét. Ennek az eltoldssal kapott egyenesnek a
nyompontja N. A BN tehat a metszd egyenespar altali stk nyomvonalat adja — igy megadja
a lengdsikok nyomvonaldnak 4llasét! Ezt toljuk el parhuzamosan az alapok csticspontjaiba.

Az abrabdl kiolvashatd, hogy a K-bdl illetve a B-bdl indul6é lengdsikok nem vesznek

részt az dthatdsban — igy bemetszést kapunk.

4. PELDA: Giila és hasab dthatdsa

Fo6bb tulajdonsdagok: 4j képsik bevezetése; bemetszés.
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A gula az elsd képsikon 4ll, mig a hasdb négyzet alapu és alkot6i parhuzamosak az els6
képsikkal. Vezessiink be egy 1j képsikot, melyben a hasdb csak az alapjdban latszik.

Az athatast visszavezetjiik a hasdb éleivel, mint egyenesekkel val6 dofésre, illetve a
negyedik képen megfigyelhetd, hogy a hasab alapjai, mint sikok hol metszik a gila éleit.
Ezeket a pontokat vezetjiik vissza.

Példaul: A BM €l a hasab lapjait 1 illetve 2 pontokban dofik, ezek tehat biztosan dthatési
pontok. Tovdbba a hasdb a éle a 11 és 12 pontokban szirjdk 4t a gdlat. Igy ezek is dthatdsi
pontok. A doféspontok megszerkesztése a klasszikus médszerrel torténhet.

Ez a specidlis negyedik kép elGsegiti az 4thatdsi pontok Osszekotését is. Induljunk el
példaul az I-es pontbdl és haladjunk végig a hasdbon, mig vissza nem tériink.
Segitségképpen elmondhat6, hogy az egy alkotéhoz tartozé pontok nyilvanvaléan nem
kothetéek Ossze (hiszen egyenes-doféssel szarmaztattuk dket — egy egyenes pedig dltaldban

0ssze nem kothetd pontokban dofi 4t a testet).

5. PELDA: Kiip és henger dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: k6zos tengelyl forgéastestek.

Py
N

A kozos tengelyl forgasfeliiletek athatdsa rendkiviil egyszerii. A masodik képen éppen
egy-egy merididnmetszetet lathatunk, igy a kozos pontok altali korok képe egy-egy
szakasz.

Ebben az esetben egy kor lesz az &thatds. Mivel a kozos forgdstengely éppen elso
vetitOegyenes, ezért az athatdsi gorbeként kapott kor az elsé képen valddi nagysdgban

latszik.
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6. PELDA: K¢t kiip dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: lengdsikok médszere, bemetszés.

A fenti szerkesztés lengOsikos eljarast alkalmaz. MindenekelStt meg kell vizsgélni, hogy
a két kipnak vannak-e parhuzamos alkotéi. Ugyanis ha lesznek ilyen alkotdk, akkor az
athatds széteso lesz. Toljuk el az M, csicsba a c; alapgorbéjli kipot — igy kapjuk meg a c¢/*
alapkort kipot. A c;-kip és ez a kiip nem metszi €s nem is érinti egymadst. Tehat nincsenek
parhuzamos alkotok.

Hatérozzuk meg a két kip csicspontjdn 4dthalad6é egyenest és az els6 nyompontjat (S;) —
ez lesz a lengdsikok tartéegyenese é€s a nyompont pedig a lengdsikok nyomvonalainak

sorozépontja. Most végezziik el a korabbi példakbdl ismert lengdsikos mddszert.
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Az 4thatds most bemetszés. Tekintsiik a ¢, korhoz érintd helyzetii lengdsikot — ez adja
meg a 8-as pontokat, melyek a bemetszési gorbe sz€1s6 helyzetii pontjai.

A pontok Osszekotése egyszeriibb, mint siklapu esetben. Kivalasztunk egy kupot és az
alkotékon egy irdnyban végighaladva kotjiik 6ssze a pontokat. Ahol két pont is talalhato,
akkor kell megvizsgélni a mésik kupot, hogy melyik ponttal kéthetd 0ssze az el6z6 pont
ugy, hogy a feliileten végighaladé gérbe vonalat kapjunk.

Erdekes még megfigyelni a médsodik képen a kontdrpontokat. Azt mér tudjuk, hogy a
kontuiralkotékon taldljuk az &thatdsi gorbe kontirpontjait — vagyis a konturalkotok

lengdsikjara van sziikségiink. Ilyen pontok a 6-os pontok.

7. PELDA: Kiip és henger dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: leng6sikos eljards; bemetszés; érintdegyenes az dthatdsi gorbén.

M
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A lengoésikos eljarasra sok példat lathattunk az el6zdekben. Emiatt csak azokra a
szerkesztési 1épésekre koncentralunk, melyek eltérdek a korabbiakhoz képest.

A kup és henger athatdsa sordn a lengdsik tartéegyenese a kip csticsdn dtmend, a henger
alkotéival parhuzamos egyenes (m). A nyompontjabol (N) vezetjiik a lengdsikokat.

Az 4bran példat lathatunk az athatdsi gorbe egy pontjdnak érintéjének meghatirozasira
is. Ez a pont most az A pont. Azt mar tudjuk, hogy legkdonnyebben tgy kapjuk meg az
érint6t, ha a pontot meghatdrozé két alkotéhoz vessziik a feliileti érintOsikokat, majd
megrajzoljuk a metszésvonalukat. Jelen esetben a két alkoté nyompontja [ illetve 3
(természetesen egy lengdsikhoz tartoznak). Nem sziikséges meghatédrozni a teljes sikokat,
elég csupdn a nyomvonalakat megszerkeszteni. Az érintdegyenes nyompontja ugyanis
mindkét nyomvonalon rajta kell, hogy legyen — tehdt a két érintésik nyomvonaldnak

metszéspontja adja a nyompontjat. Tovdbbd mint A-beli érintdegyenes természetesen
athalad az A-n. A két nyomvonal metszéspontja N, Ezt — mint nyompontot — kossiik dssze

az A’-vel, majd hatdrozzuk meg a mdasodik képet is. Ezzel megszerkesztettiik az A-beli

gorbeérintdt (7).

8. PELDA: Kiip és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: parhuzamos forgastengelyek; szeletelosikok moddszere; kozos

szimmetriasik; kett6s vetiilet.

55



Athatdsszerkesztés

A rajz egy parhuzamos forgdstengelyli egyenes hengert és egyenes korkipot dbrizol. A
szeleteldsikok paralel koroket metszenek ki. A henger Osszes ilyen kore az els6 képen
ugyanabban a korben latszik, mig a kip esetében koncentrikus korok.

Az athatds bemetszésnek tiinik, azonban ha a teljes feliileteket megrajzolnank, akkor a
henger 4tdofne a kdpon. A sz€ls6 helyzetli pontjai az alabbiak: 7, 9, 5. Az 5 pont a
legmagasabban fekvd pont, a legalacsonyabb pontok az / és 9.

Vizsgdljunk meg egy szeletelosikot — példaul a S, sikot. A masodik képen a szeleteldsik
egy egyenesben latszik (mivel merdleges a tengelyekre, melyek elsé vetitbegyenesek). Ez
kimetszi a kipbdl és a hengerbdl a megfeleld sugari paralel koroket (mivel vetitésikban
vannak, ezért az atmérd valddi nagysdgban latszik). Az elsd képre vetitve a korok
metszéspontjait megszerkeszthetjiilk, majd rendezovel meghatarozzuk az &4thatdsi pontok
masodik képét is.

A harmadik kép jelen esetben arra szolgil, hogy szemléletesebb képet kapjunk az
athatasi gorbérdl. Figyeljiik meg tovdbb4, hogy a kozos szimmetriasik miatt a misodik kép

kettOs vetiilet.

9. PELDA: Kiip és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: merdleges €és metszd tengelyek; teljes 4thatds; szeleteldsikok

modszere (+1j képsik); kozos szimmetriasik; kettOs vetiilet.

X23
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Ez a feladat az el6z0 példa ,nehezitése”. A probléma megoldasa teljesen hasonld.
Azonban itt a harmadik kép nyujt nagy segitséget, ahol a henger éppen korben latszik, igy
az athatdsi gorbe képe is ez. (A szerkesztés csak specidlis helyzetli pontokat hatdrozott
meg.)

Lényeges latni, hogy mivel a testek kozos szimmetriasikokkal rendelkeztek, igy az

athatasi gorbe mind a masodik, mind a harmadik képen kettOs vetiiletben latszik.

10. PELDA: K¢t kiip dthatdsa
Fobb  tulajdonsdgok:  péarhuzamos forgdstengelyek; szeleteldsikok moddszere;

érint0szerkesztés; kozos szimmetriasik.
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A szeleteldsikok a tengelyekre merdlegesek — itt specidlisan elsé fOsikok. Az 4thatési
pontok megszerkesztése a kordbbiakkal egyez0 moddon torténhet. Létezik ko6zos
szimmetriasik, melyet 7—vel jeloltiink. A szimmetriasik viszont nem els6- és nem masodik
vetitdsik — igy nem keletkezik kettds vetiilet (azonban a képeken szimmetria fennall).

A K; és K, pontok kontdrra esé pontok — meghatarozasuk lengdsikos eljaras nélkiil is
konnyen megoldhaté. Bar a rajz mér csak a végeredményt mutatja — a kontdralkotokkal
mint egyenesekkel doftiik el a masik kupot.

Az dbra azonban példat hoz érintOszerkesztésre is — a 3 pontban. Az érintd
meghatdrozasa feliileti normalisok segitségével torténik. Forgassuk ki mindkét kipon a 3
pontot a mdasodik konturalkotékig — itt meg tudjuk hatdrozni a két normadlist. Ahol a
forgastengelyeket metszik a normadlisok forgatottjai ( (n;) és (nz) ) — mivel a forgatds soran
a tengely fix — ugyanezen a pontokon dtmennek a valédi normélisok. Tovabba dtmennek a
3 ponton is. Tehét a két normélis: 7,3 és T>3. Vegyiik az ezek altal meghatéarozott sik elsd
€s masodik fovonalat (k2 és v). A normadlisok sikjara — az elmélet szerint — merdleges lesz a
pontbeli érintd. Ennek képi feltétele, hogy a sik nyomvonalaira vagy fovonalaira az érinto
képe legyen merdleges. Emiatt utolsé 1épésben a 3 pontbdl allitunk merdlegest a

fovonalakra — igy kapjuk meg az [ érintét.

11. PELDA: Kiip és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: merdleges és kitérd forgastengelyek; kettdspont; érintd a

kettdspontban — Dupin-indikétrix; kozos szimmetriasik; lengdsikok modszere.

Ez az eset a bemetsz€s €s athatds dtmenete. A lengdsikok kozott van egy, mely egy-egy
alkotéban érinti mind a kdpot, mind pedig a hengert.

Itt tehat kettospont keletkezik. Azt tudjuk, hogy a kettdspontban az érinté a Dupin-
indikétrixok segitségével adhaté meg. Ebben a feladatban egy madsik eljardssal is
meghatarozzuk az érintoket.

A lengodsikos eljards a mar megoldott példikkal egyezden torténik. A lengdsikok
tartéegyenese: m. Mivel 1étezik kozos szimmetriasik — igy az 4thatdsi gorbe szimmetrikus
alakzat lesz. A Kkontiralkotokon 1év6 pontok megkeresése is azonos a korabbi
modszerekkel, ahol lengdsikot hasznaltunk (a lengdsikot a kontidralkotéon vezetjiik és

megkeressiik az dthatasi pontot).
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Térjiink rd az dbra problémdsabb részére — az [ pontban az érintk meghatirozasara.

Tudjuk, hogy a keresett két érinté nyompontjai a kdzos érintdsik nyomvonaldn helyezkedik
el (sII ). Kossiik 0ssze a gorbe pontjait az /-es ponttal és keressilk meg ezen egyenesek
nyompontjait. Igy egy folytonos gérbét kapunk. Ez a gorbe az 4thatdsi gorbe kétszeres
pontjabol vald vetitéssel keletkezett — tehdt a negyedrendl térgorbe képe mdsodrendil
sikgorbe lesz!!! (Ebben az esetben egy ellipszis.) A mdsodrendii gorbének a 7-es pont

megadja a tengelypontjait. Keressiik meg az ellipszis és a nyomvonal kozds pontjait
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ortogondlis tengelyes affinitds segitségével. A két kapott nyompont adja a keresett érintOk
nyompontjat.

Mindezt a Dupin-indikatrixok felhaszndldsdval is megadhatjuk. Vegyiink egy 1uj
képsikot, mely parhuzamos a k6zos szimmetriasikkal. Ismert, hogy a kip és a henger
pontjai parabolikus pontok, tehét az indikatrixok parhuzamos egyenesparok lesznek. A kip
I-beli alkot6jatél az érintsikban Vr; tévolsdgban vannak a parhuzamos egyenesek,
hasonléan a henger esetén is, ott a tdvolsag \r, . Ezek egy téglalapot adnak — amelyet
felnagyithatunk rj-szeresen. Mérjiik rd a Vr;r, hosszisidgot a kipalkotéra, ezek
végpontjan it parhuzamost hizva a hengeralkotdval, majd a hengeralkotéra mérjiink fel r;—
et és huzzunk a végpontokbdl parhuzamost a kipalkotoval. Ennek a téglalapnak az 4tloi

éppen az érintok.

12. PELDA: Kiip és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: merdleges és kitérd forgastengelyek; szeleteldsikok moddszere;

érint0 egy dthatasi pontban; k6zos szimmetriasik; kettOs vetiilet.
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A fenti rajz egy hengert és egy kupot abrazol. A henger tengelye elsd vetitoegyenes, a
kip tengelye mésodik vetitdegyenes. A kip tengelyére merdlegesen szeleteliink — igy a
kipbdl paralel koroket, a hengerbdl parhuzamos alkotékat metsz ki.

Az 3-as pontbeli érinté meghatdrozasa a /0. példa szerint tortént (a henger esetében — a

specidlis helyzete miatt — nem sziikséges az alkot6 kiforgatasa).

13. PELDA: K¢t kiip dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: harmadrendii térgorbe; lengdsikos eljaras.

Ez az 4thatés klasszikus példa arra, amikor a negyedrendii térgorbe szétesik egy alkotdra
€s egy harmadrendi térgorbére.

Ko6z0s alkot6 tehat az M, és az M, altali egyenes. Ezen keresztiil lengetjiik a sikokat, a
nyompont: S. Egy ilyen leng6sikkal most csak egy ,,hasznalhaté” metszéspontot kaphatunk
(a tobbi valamely csucspontba vezet).

Szerkessziink meg egy P példapontot: Vezessiink S-en 4t egy s nyomvonald lengdsikot.
A mar j6l ismert médon megkapjuk P-t. A kiipokhoz érintét hiizva a nyomvonalat egy T

nyompontot adnak, ez a ¢ (P-beli) érintdegyenes nyompontja.
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Egy pont meghatdrozasa lehet érdekes — a végtelen tavolban 1év6 ponté. Toljuk el az M;
csucspontu kipot az M>-be. A két alapkor hasonldsagi kozéppontja S, az arany pedig
SM;:SM>. Legyen az A, az Uj alapkor €s a masik alapkor metszéspontja. Az M>A, adja meg
a sziikséges iranyt (parhuzamos alkotok irdnya). A pontba mutat6 aszimptota helye pedig a
két parhuzamos alkoté érintdsikjanak metszésvonala (nyompontok metszéspontjdba kell
eltolni a kozos irdnyt). Ez azért igaz, mert az érintdknek rajta kell lenni az érintdsikon,
tehat az athatdsi gorbe érintdjének rajta kell lennie mindkét érintdsikon — azaz az

érintOsikok metszésvonala lesz.

14. PELDA: K¢t félhenger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: kettés vetiilet; merdleges és metsz0 tengelyek; kozos

szimmetriasikok; teljes 4thatds; segédgombok mddszere; érintd egy pontban.
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Az athatds megszerkesztését segédgombok segitségével végezziik el — ugyanis a
tengelyek metszoek. Maga az eljards nem bir kiillonosebb érdekességgel. Ami fontos az
abraban az a kettOs vetiilet, és az athatdsi pontbeli érintd meghatarozasa.

Azt tudjuk, hogy egy negyedrendii térgorbe kettds vetiilete masodrendli gorbe. Mivel itt a
gorbe két részbdl all — a képe 1s két részbdl tevddik Ossze. Az dthatdsi gorbe kettds vetiilete
tehat egy hiperbola (illetve itt annak darabjai).

Tekintsiik az E pontot és keressilk meg az érint6jét. Az érintét a két érintdsik
metszésvonala adja meg. Adjuk meg a félhengerek specidlis negyedik képeit
(kiilonbozoek!). A hengerek félkorokben latszanak, az érintdsikok pedig a félkorok
érintdegyeneseiben. A két érintdsik nyomvonala a negyedik képek segitségével azonnal
megadhaté — és ezek metszéspontja az érintd0 nyompontja. Az érintt tehat az N; és E

pontok adjak.

15. PELDA: Két henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: masodrendii gorbékre szétesd athatds; kettds vetiilet; teljes athatés;

segédgombok mddszere.

Segédgombiok

X12

Az abra az egyszerlisége miatt nem kivan sok magyarazatot.
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Csupdn annyit kell megindokolni, hogy miért esik szét két ellipszisre az athatds. Azt
lathatjuk az elsd képen, hogy a hengereknek az 5 és 6 pontban kozos az érintosikjuk (elsod
vetitdsikok) — tehdat két kettospont keletkezik. A két kettéspont miatt a negyedrendl
térgorbe két madsodrendii sikgorbére esik szét. A madsodik képen a kontdrpontok
metszéspontjai biztos athatdsi pontok (7,2, 3 és 4). Megfigyelhetd tovabba, hogy az 13 és a
24 4ltal adott mésodik vetitdsikok éppen tigy metszik el mindkét hengert ellipszisben, hogy
azok az ellipszisek — trividlis médon — egybeesnek. Azaz kétféle mddon is megindokoltuk,

hogy miért esett szét az 4thatéds két ellipszisre.

16. PELDA: Két henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: teljes athatds; kettOs vetiilet; kozos szimmetriasikok; segédgdmbok

modszere.

&

A két hengernek 3 kozos szimmetriasikja van — els6, masodik fosikok és egy profilsik.

Emiatt mindkét képen kettds vetiiletre szdmithatunk.
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Az els6 képen a kisebb sugarti henger képe éppen az dthatédsi gorbe képe. Vizsgaljuk meg
a masodik képet. Vegyiik a két parhuzamos egyenespdrba beirhat6 koroket (segédgombok
képei) és a kontdrok taldlkozdsdndl adédé segédgombot, végiil egy éltalanos helyzetl
segédgombot. A legkisebb gomb a 2,4,6 és 8 pontokat adja, a legnagyobb az 1,3,5 és 7
pontokat. Jelzés nélkiil lathaté a nagyobb sugari hengerbe beirt gomb képe illetve egy
tetszdleges gobmb. Ahol a gdmb képei metszik a henger képeit — az azok altali paralel korok

metszéspontjai adjak az 4thatdsi pontokat. A paralel korok itt szakaszokban latszanak.

17. PELDA: Két henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: metszd forgéstengely; kozds szimmetriasik; kettds vetiilet;

segédgombok mddszere; érintd egy pontban.

A tengelyek 4altal meghatarozott sik éppen elsd fosik. Az athatdsi gorbe éppen ezért
kettds vetiiletben latszik. A konturpontok az /, 2, 3 és 4.

Vizsgéljuk végig egy tetszoleges helyzetli P pont szerkesztését. Vegyiink egy tetszdleges
segédgombot, melynek elsé képe a k kor. A segédgdomb koroket metsz ki a hengerekbdl.
Ezek a korok itt specidlisan szakaszokban latszanak. Egy-egy szakasz metszéspontja — azaz

egy-egy kor (k; és k;) metszéspontjaibdl egy lesz a P pont.
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Szerkessziik meg az O-ra szimmetrikus masik P pont érintdjét. A 10. példdhoz hasonléan

Jarunk el — azaz normélisokkal hatarozzuk meg az érintot.

18. PELDA: K¢t kiip dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: metsz6 tengelyek; segédgdmbok mddszere; érintd egy pontban;

érintdgdmb a kontirhoz; k6z0s szimmetriasik; kettds vetiilet.

A kupok ko6zos szimmetriasikja a masodik képsikkal parhuzamos, ezért a masodik képen
kettds vetiiletet kapunk. Tehat az I és 2 pontok kivételével a méasodik képen minden
athatasi pont két pont képe. Els6é kontdrpontok — 7 és 8. A kontdrpontokat itt nem
segédgombokkel kapjuk — hanem ugy tekintiink a kontdralkotokra, mint egyenesekre €s

eldofjiik ezekkel a masik kupot.
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19. PELDA: Gomb és kiip dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: péarhuzamos forgastengelyek; kettOspont; kozos szimmetriasik;

kettds vetiilet; érintd egy pontban; szeletel6sikok mddszere.
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A parhuzamos forgastengelyek miatt a tengelyekre merSlegesen szeleteliink. Igy egy-egy
kor metszéspontjait kell meghatdrozni.

A gombnek és a kipnak a P pontban kozos az érintdsikja — itt kettOspont keletkezik.
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A 4. képsik a koz0s szimmetriasikkal parhuzamos — emiatt a 4. képen kettOsvetiilet
keletkezik. Ezen a képen konnyli latni az athatds legalso illetve legfelsd pontjat: A és B
pontokat.

A masik dbran a 2 pontban érintdszerkesztést laithatunk — normadlisok segitségével.

20. PELDA: Henger és gomb dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: Viviani-gorbe; parhuzamos forgastengelyek; kettdspont; ko6zos

szimmetriasik; kettOsvetiilet; szeletel0sikok mdédszere; érintéegyenesek szerkesztése.
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Az édbra érdekessége maga az dthatési gorbe — az ugynevezett Viviani-gorbe.

A masodik képen jol lathatd, hogy a D pontban k6zos lesz az érintdsik, a 7; a k6zos
szimmetriasik. Az érint0szerkesztés normdlisok segitségével torténik — az / és a 27
pontokban.

A szerkesztés tobbi része a kordbbi példak segitségével konnyen elvégezhetd.

21. PELDA: Térusz és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: kitérd tengelyli forgasfeliiletek; kettdspont; kozods szimmetriasik;

kettds vetiilet; érintd egy pontban; szeletel6sikok mddszere.

A rajz egy nyolcad térusz és egy félhenger athatdsat mutatja. A tengelyek kitéréek, de
merdlegesek egymdsra — ezért a szeletelés konnyen adja az 4thatasi pontokat. A toruszbdl
koroket, a hengerbdl alkotokat metsz ki. A kozds szimmetriasik elsé fosik — az elsd két
tehat kettOsvetiilet. A gorbe kettdspontja jelen esetben éppen a testek végpontja és

kontirpontja is. A P-beli érintdt normalisok segitségével szerkesztettiik meg.
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22. PELDA: Torusz és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: ,teljes” athatds; metszo tengelyek; szeleteldsikok mddszere; k6zos

szimmetriasik; kettOs vetiilet.

@52

A fenti szerkesztés egy negyed torusz €s egy hengerdarab athatisat mutatja. A henger
csonkolt dllapotban latszik — azaz az athatdsi gorbéig rajzoltuk csak meg.

A tengelyek metszdek, azonban itt a segédgdmbos szerkesztés helyett érdemesebb
szeletelosikokkal dolgozni. Az eldbbi feladathoz hasonléan a hengerbdl alkotdkat, a
téruszbdl paralel koroket metsz ki. A szimmetriasik masodik fosik, igy a masodik képen az
athatdsi gorbe kettOs vetiiletben latszik. Az elsé képen a sz€ls6 helyzetii dthatdsi pontokat a

henger konttralkotdi és a szimmetriasik dthatdsi pontjai adjak.
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23. PELDA: Torusz és henger dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: kettospont; kitérd és merdleges tengelyek; szeleteldsikok mddszere;

ko6z0s szimmetriasik; kettds vetiilet.
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A példa az el6z0 rajz modositdsa. A D pontban kozos az érintdsik — tehat itt kettdspont
keletkezik. Az elsd képen a legfelsd és legals6 pontokat a térusz két sz€ls helyzetli kore
adja, melyek parabolikus pontokbdl édllnak.

Lathat6sdg szempontjabol vizsgdlva a szerkesztést, azt kell megdllapitani, hogy mely
pontokon csatlakoznak egyméshoz a forgdstestek kontuiralkotdi €s az dthatédsi gorbe. Ezek a
pontok azonnal adddnak, példdul: K; €és K, pontok azért lesznek csatlakozépontok, mert a

henger konttirgorbéjén vannak, és dthatdsi pontok is egyben.
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24. PELDA: Torusz és henger dthatdsa

Fobb tulajdonsdgok: ,teljes” &4thatds; kitér6 és merdleges tengelyek; szeleteldsikok

modszere; kozos szimmetriasik; kettOs vetiilet; csicspont.
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A feladat az el6z6 két példahoz hasonld. Erdekessége az dthatdsi gorbe /-es pontja, mely

csucspont. Szemléletesen szélva ez a pont azért keletkezett, mert az / pont éppen a térusz

legmagasabb pontjdban lett kettdspont. Az dbrdn nem lathat6 a henger masik része — de

természetesen itt az I ponton keresztiil megy at a kozos szimmetriasik, amire maga az

athatdsi gorbe is szimmetrikus.
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25. PELDA: Kiip és hasdb dthatdsa
Fobb tulajdonsdgok: kozos tengelyli forgéstestek; ,,vegyes” dathatds; szeletelOsikok

modszere.

W7
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Az 4bran l4that6 athatast sikmetszések segitségével végeztiik el. A specidlis helyzet miatt
érdemes szeletel@sikokat haszndlni. A hasdb elsé képe mindig hatszog, mig a masodik
képe minden szeletelés esetén szakasz. Hasonléan a kup elsd képe egy koncentrikus
korsereg, a masodik képen a paralelkorok szakaszokban latszanak.

Erdekességként elmondhaté, hogy egy-egy hasdblapon keletkezd 4thatdsi gorbedarabok

egybevagodak.

73



Athatdsszerkesztés

A FORGASFELULETEK ES AZOK ATHATASAINAK TANITASA
A KOZEPISKOLABAN

AZ ABRAZOLO GEOMETRIA HELYE ES SZEREPE AZ OKTATASBAN

Az dbrdzolo geometria helye az oktatdsban

Az 4brdzol6 geometria mint ©Ondllé6 targy az alap- illetve kozépfoku oktatdsi
intézményekben eléggé ritka. Alapfoku iskoldkban szinte egyaltalan nincs ilyen tantargy.
Kozépfoku iskoldkban — tehdt gimndziumokban és szakkozépiskoldkban — fOként a
miiszaki bedllitottsdgiak tanitanak dbrdzolé geometridt. A klasszikus gimndziumi oktatds
keretén beliil altaldban a rajzérdkon ismerkednek meg a didkok ennek a tudomdnynak az
alapjaival. A mindennapi élet aldtdmasztja az &brdzolé geometria oktatdsdnak
sziikségességét. Ezt a tényt mar a jelenkori tankonyvirok is belattdk €s bizonyos
matematika tankonyvekben helyet is kap — azonban még csak mint érdekesség €s nem mint

hasznalhat6 ismeret.

Az &4brazold geometria tanitdsdnak kérdése megosztja a szakembereket. A humdén
targyakat preferdl6 oktatok és kutatok nem latjdk kiillonosebb hasznat és arra hivatkoznak,
hogy a mai fejlett technika mellett sziikségtelenné vélnak a kézzel készitett szemléltetd
abrak és a térbeli szerkesztések.

A masik csoport ezzel szemben fontosnak tartja az oktatdsat tobb okbdl is. Els0sorban az
abrazol6 geometria tanitdsdval a didkok térlatdsa é€s gondolkodési mddja rendkiviili médon
fejlédik. Masodsorban a technika fejlédését éppen az segitheti eld, ha mind a jelenben,
mind pedig a jovoben magasan képzett szakemberek segitik a szadmitogépes-
programkészitok munkajat.

Egyetértés van abban, hogy az abrdzolé geometridt foként kozépfoku oktatdsi
intézményekben érdemes tanitani. Habér az alapok elsajatitdsdhoz nincs sziikség komoly
geometriai ismeretekre, de a targy igazi lényegét és hasznossigat csakis legalabb

kozépiskolds szinten 1évo didk értheti meg.
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Az dbrdzolo geometria a mindennapi életben

Nemcsak mddszertani, hanem gazdasagi-tarsadalmi szempontbdl is kettOsség jellemzi az
abrdzol6 geometridt. Az Eurdpai Unids csatlakozdssal mindinkdbb eldtérbe keriil annak
fontossdga, hogy egy fiatal allampolgir sokréti és magas szintli képzést kapjon.
Megfigyelhetd, hogy egyre nagyobb a kereslet a miiszaki és épitészeti szakképzettséggel
rendelkezOk irdnt. Az 6 képzésiikk szempontjabol pedig egyértelmiien elengedhetetlen
ennek a targynak az oktatdsa. Ugyanakkor a dinamikus technikai fejlédéssel 6sszhangba
probal keriilni a gazdasagi élet. Ezért ebben a szférdban kulcsfontossdgu az olcsé €s gyors
munkaerd kérdése valamint az él6 munka gépi poétlasa. Ezeket — sajnos — a mai
szakemberek 4ltaldban tgy oldjadk meg, hogy minél modernebb technikai eszkozokkel
cserélik fel a dolgozdkat. Ebbol kifolydlag a kézi szerkesztések lassusagit és
pontatlansagat felvéltjdk a gépi szerkesztések. A szamitogépes programokat még a mai
napig is emberek készitik el, akik csakis ugy tudnak helyes eredményekre jutni, ha az
oktatasuk sordn gépek nélkiil sajatitjak el a geometria és az dbrazold geometria alapijait.

Ugy tiinik tehat, hogy az &brdzolé geometria fenn tud maradni a jovében is. Bar
gyakorlati alkalmazdsai héttérbe szorultak, ennek ellenére igen fontos a miiszaki, épitészeti

€s matematikai szakképzésekben.

Az dbrdzolo geometria elonyei az oktatds sordn

A kovetkezokben felsoroljuk az 4brdzol6 geometria tanitisdnak néhany eldnyét. A
pozitiv hatdsok a tobbsége a matematika és rajz oktatdsdban beliil figyelhet6 meg, azonban

néhany kovetkezmény tilmutat az alap- és kozépfoku oktatds rendszerén.

1. Az dbrdzolo geometria fejleszti a térldtdst. Ugyanis célja, hogy sikbeli
szerkesztésekkel térbeli szerkesztéseket tudjunk végrehajtani. A didkoknak hozza
kell szokni, hogy bizonyos sikbeli abriknak térbeli jelentésiik van. Igy a
képsik(ok)on lathaté objektumokbdl a képzeletiikben kell tudni visszadllitani a
térbeli objektumokat. A feladatok sordn pedig a latdsmodjuk alkalmazkodik
ehhez a helyzethez — azaz fejlodik az a képességiik, hogy bizonyos sikbeli

abrdkhoz térbeli halmazokat tarsitsanak. A megfeleld térlatds az €let sok teriiletén
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hasznos lehet — példdul az autovezetés soran is, de a miiszaki és épitészeti életben
mindenképpen. A jo térlatds tovdbbd matematikai szempontbdl is hasznos. A
bonyolultabb térgeometriai példdkhoz szinte elengedhetetlen, hogy a tanuld
megfeleléen datldssa a térbeli viszonyokat €s ilyen nézOpontbdl kezelje a
problémit.

2. Az dbrdzolo geometria csiszolja a problémamegoldo készséget. Szamtalan olyan
feladat addédik a targy oktatisa sordn, amikor a megolddshoz tobb mddon
eljuthatunk. Tucatnyi Ut megadhatja a helyes eredményt, ezért a didkokat arra
szoktatja, hogy torekedjenek egy-egy példa minden megolddsat megtaldlni.
Megfeleld mennyiségli abrdzolé geometria Ordval elérhetd, hogy ez a fajta
megkozelitése a problémdknak atterjedjen a geometria és a matematika tobbi
tertiletére. VégsO célként pedig megvaldsithatd, hogy a tudomdnyok minden
agdban és az életben is a tanul6 ezt a fajta problémamegoldést alkalmazza.

3. Az dbrdzolé geometria finomitja a pszichomotoros képességeket. A szerkesztések
soran lényeges, hogy pontos dbrdkat készitsiink. A végrehajtds sordn a gyermekek
igyekeznek minél szebb rajzokat csindlni, hogy a végeredmény is korrekt legyen.
Altaldban a tanitds elején ki kell hangstlyozni a preciz szerkesztés fontossagit.
Eredményként a didkok nagy részénél megfigyelhetdé a rajzok pontossidganak
novekedése — ezzel egyiitt a pszichomotoros képességek fejlodése. A mozgasos
képesség ilyen médon kivaltott ugrdsszerii — akar fél év alatt bekovetkezd —
novekedése az élet minden teriiletén hasznos.

4. Az dbrdzolo geometria noveli a koncentrdciot. Ugyancsak a preciz rajzolds
pozitiv hatdsaként tartjuk szdmon azt a tényt, hogy a foglalkozdsok
eldrehaladtaval fejlodik a koncentraciés képesség €s a fegyelem. Az enyhe
figyelemzavarban szenvedd tinédzserek és fiatal felndttek a targy tanuldsa sordn
egyre tobb ideig képesek koncentrdlni, ez pedig ismét nyomonkdvethetd

mindennapjaikban.

Oktatdsi célok és lehetoségek

Az el6zbéekben felsorolt érvek nyilvanvaléva teszik, hogy az dbrdzolé geometria sok

képesség és készség fejlesztésére alkalmas. A Bloom-féle célrendszert tekintve a harom

teriilet minden szintjén megallja a helyét. Roviden:
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o Ertelmi fejlesztés — Kiilonosképpen a hdrom legfelsé szint (analizis szintje,
szintézis szintje és értékelés szintje) csiszoldsdra szolgdlhat az 4brdzold
geometria.

o Erzelmi-akarati fejlesztés — A fentebb leirtak alapjan a koncentraldst és a tiirelmet
(fegyelmet) fejleszti leginkdbb. Pozitiv hatdsként ismét megemlitjiik a gyenge
figyelemzavarban szenvedok éllapotanak javuldsat. Ez azért is 1ényeges, mert 14-
16 év felett nehezebb a koncentracion és a fegyelmen valtoztatni, javitani.

®  Mozgdsos fejlesztés — Itt egyértelmilien a finommozgasos tevékenységek jelentds

mértéki fejlodését érhetjiik el.

Az abrdzol6 geometria tanitisa sordn igyekezziink nagy hangsalyt fektetni a
szemléletességre. Mindenképpen be kell vonni a didkokat egy-egy feladat elkészitésébe,
marcsak azért is, hogy a csoport minél t5bb megolddshoz jusson. Igy a tanulék egyre
nagyobb kedvvel és javulé problémamegold6 készséggel allnak hozzd a példakhoz.
Torekedni kell a k6zos tandri-tanuldi irdnyitdsra. Az abrazold geometria tanitdsa altalaban

felfedeztetd, tovabba jellegébdl adédéan modszerek és Gtletek egyiittesére timaszkodik.

Differencidlds az dbrdzold geometria oktatdsa sordn minden probléma nélkiil lehetséges.
Lehetdséget ad ugyanis arra, hogy egy-egy feladatot kis modositassal kiilonbozd képességli
gyermekekhez igazitsunk.

Példaul: Egy sik és egy egyenes doféspontjanak megkeresése. A gyengébb
képességliecknek egy éaltalanos sikot nyomvonalaival adunk meg és egy vetitosugarral
keressiik a kozos pontot. Az iigyesebb didkok egy pontjdval és egy egyenesével adott

siknak és egy dltalanos helyzetli egyenesnek keresik a doféspontjat.

Osszességében elmondhatd, hogy az 4brizolé geometria tanitdsdnak alapvetd elvei és
modszerei megegyeznek a klasszikus matematikatanitds modszereivel. Kiilonbségiik csak
abban 4ll, hogy az 4&brdzol6 geometria erOteljesebben igényli a szemléltetést.
Konnyebbsége azonban az, hogy kozépfokd szinten a tanitdsa nem kivan kiillondsebb
definicidkat, nehéz tételeket vagy bizonyitdsokat — ugyanis inkdbb a rajz oktatdsdhoz

hasonlénak tekintjiik.

77



Athatdsszerkesztés

FONTOSABB ABRAZOLO GEOMETRIAI TANKONYVEK

A dolgozatnak ebben a fejezetében két tankonyvet mutatunk be, melyek a jelenlegi

tankonyvpiacon nagy népszerlis€égnek orvendenek.

Reiman Istvdn: Abrdzolé geometria tankinyy

A Reiman Istvin nevéhez fiiz6dd Abrdzolé geometria cimii tankonyv klasszikusnak
szamit. Nagy elonye, hogy Osszedllitisa és szerkezete lehetdvé teszi, hogy nemcsak
miszaki oktatdsban hasznéljuk, hanem fakultiacidkon és specidlis matematikai tagozatos
osztalyokban is (a tankonyv is fakultacids foglalkozasokra ajanlja elsGsorban).

Az alapvet6 tudnivaloktdl kezdve végigtaglalja a Monge-projekcid alapjait egészen az

axonometria vazlatos ismertetéséig. A fontosabb szerkesztéseket végig a Monge-projekcid

segitségével oldja meg.

Természetesen nemcsak szeleteléssel juthatunk metszéspontokhoz; peldaul a
Jjobb oldali mésodik kontdralkotd a hengert a 3 és 4 pontokban metszi, ezek elsd
képe a konturalkotd elsé képén van.
Fi; ik hogy alakzatunk szim-
metrikus a kip csicsin atmend méso-

kon ¢-ra), ezért az
a'-re.
celszerd a szeleteld siko-
2 megvalasztani, hogy a metszet
bizonyos specidlis pontjai is megszer-
kesztGdjenek, ilyenek példaul a kontd-"
ron levé pontok. Példaul a henger elsd
kenturalkotoit a B, szeleteld sik tartal-
mazza, a henger legals alkotéjét pedig
afy (16.1.2. dbra). (Hogy dbrank étte-
kinthet6bb legyen, a 15bbi pont szer-
kesztését nem tiintettik fel; gyakorlati-
lag még 34 szeleteld sikra van szitksé-
giink a meiszésvonal pontosabb meg-
rajzoldsdhoz.)

Az elsd képen a pontok Ssszekétési
sorrendjében a masodik kép igazit el
benniinket; ott eléggé vildgosan latszik,
hogy melyek a ,szomszédos” pontok,
ezeket kotjiik Ossze az elsd képen.

1.2. dbra

A metszésvonalnak az a része litszik az elsd
képen, amelyik a k, és a hengeren is kii-
16n-kildn 14 zetben a teljes kiip
latszik, a it csak a félsd fele,
ezért a mel ivét latjuk, ame-
lyet az §, § kontirpontok hatérolnak, és amely
tartalmazza a 3-as pontot. Ha a hengert kihiz-
zuk a kiipbal, akkor a teljes metszésvonal ldtszik
(16.1.3. dbra, csak az ¢lsd képet rajzoltuk meg)

3. dbra

108

Minta

A konyv elbnyei:
e Aprolékos targyalds, mely akdr mdar 9. osztilytdl lehetové teszi az 4brazold

geometria oktatasat.

78



Athatdsszerkesztés

e Tiszta és vilagos felépités — nincsenek benne felesleges szerkesztések, zavard
vagy figyelmet eltereld abrik és szovegek.

e A tananyag tdlmutat az 4brdzolé geometridn. Feldolgozdsa sordan a didkok
alaposan megismerhetik a kiilonboz6 mértani testek tulajdonsagait. (Ezért is
alkalmas a specidlis matematikai tagozatok esetében.)

e A tankdnyv végén nagy mennyiségli feladatlap all a tandrok és a didkok

rendelkezésére. Ezek kis modositdssal az alapvetd szerkesztéseket gyakoroltatjak.

A konyv hdtrdnyai:

e Tulsdgosan ,klasszikus” tankonyv. A mai tankOnyvpiac tucatnyi igényesen
megszerkesztett, szines konyvet vonultat fel. Ez a tankonyv kozel 20 éve
valtozatlanul keriil piacra.

e Nem ad lehetoséget a differencidlasra. A tankonyv mellékletében taldlhato
feladatlapok egy atlagos tuddsszinthez igazodnak. A szerz§ a differencialas

feladatat teljes mértékben a tandrra haritja.

Osszefoglalva tehdt azt mondhatjuk, hogy a tankonyv egyszeriiségében rejlik a
megbizhatésdga. 9. osztilytdl 12. osztdlyig hasznalhat6, mind a miiszaki k6zépiskolakban,

mind pedig fakulticios jelleggel.

Ocsko — Seres: Gépipari szakrajz tankonyv

Az Ocsko Gyula, Seres Ferenc és dr. Biszterszky Elemér altal szerkesztett Gépipari
szakrajz cimii tankonyv mindképpen tdjszerii. Erdekessége abban dll, hogy szakit szinte
minden klasszikus hazai hagyomdnnyal és egészen mdas szempont szerint épiil fel. Ilyen
kiilonlegesség példdul a rajzokkal illusztralt tartalomjegyzék. Kétszinnyomdssal (z6ld és
fekete) késziilt, a rajzok €s szerkesztések sordn ki is haszndlja ezt a lehetdséget.

Legfontosabb tulajdonsdga az, hogy minden egyes lapja fénymdsolhaté feladatlap
forméju. A lapok fiiggllegesen vannak kettévélasztva — a bal oldalra keriilnek a
legfontosabb ismeretek és a szerkesztések magyardzatai, mig jobb oldalon a szerkesztések

és térbeli abrak talalhatoak.
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A tankonyv — cimébdl is nyilvanval6 moédon — a miszaki kozépiskoldkban tanuldk
szamdra {rédott. Szintén végigtekint a Monge-projekcion és az axonometridn. Targyal
tovabba specidlisan miiszaki rajzokhoz sziikséges ismereteket — példaul mérethdlézatokat,
mérettliréseket, feliiletmindség megaddsat, sot roviden elemzi az AutoCAD egy korai

verzidjdt is.

7. Forgastestek sikmetszése, halorajza, athatasa

7.3.3. Athatis szerkesztése
szeletelomédszerrel

A legdltalinosabb médszer az thatdsi vonal

megszerkesztésére a szeletelomédszer, amely

nemcsak metsz3d6 tengelyd, hanem Kitérd ten-

gelyd forgstestek 4thatdsi vonalnak szerkesz-

tésére is alkalmas. f
Lényege az, hogy a

g

<sziik mind i
a ket feliiletet. A szeleteldsik mind a két felille-
tet egyszert vonalban metszi. A két vonal met-
széspontjai adjdk a szeletel6sikban fekvs dtha-
tési pontokat

Fontos, hogy a szerkesztés sordn olyan szele-
telsikokat vegyiink fel, amelyek mindkét feli-
letet cgyszert vonalban metszik, és fgy rajzold-
suk nem okoz gondot.

Kip és henger dthatésa
A 275, dbrén ldthat6 az egymésra merdleges,
metsz8d6 tengelyl kp és henger dthatisi vo-
naldnak szerkesztése hdrom vetileten, ill. a sze-
letel6sik alkalmazdsdnak szemléltetd képe.
Az fthatdisban szerepld két forma rajzi felvé-
tele utin a keét feliilet metszésébol szrmazé jel-
legzetes pontok (I-8 pont) mindhdrom vetiile-
ten kijelslhetdk. Az dthatési vonal tovabbi pont-
jait szeletel6sikok felvételével szerkeszthetjiik
meg.

A szemléltet6 képen jol lithatd, hogy a sze-
letel6sik a hengert a két alkot6 vonaldban, a ki-
pot pedig kirben metszi. Ezck kozos pontjai (9— | 275.gbra
12 pont) lesznek az dthatési vonal e stkban fek-
V6 pontjai

Tovabbi, alkalmasan megvalasztott szelete-
16sikkal az dthatdsi vonal pontos kiszerkeszté-
séhez Gjabb pontokat kapunk.

Kiip és négyzetes hasdb sthatfisa
A szeletelémédszer alkalmas stklapd és forgds-
testek dthatési vonaldnak megszerkesztésére is.

Akip és a négyzetes hasib rajzi felvétele utdn
az dthatisi vonal jellegzetes pontjait (1— pont)
jelolni tudjuk. Gondot jelent az dthatdsi vonal
5-8 pontjdnak meghatdrozdsa (276. Sbra)

A szemléltets dbrin léthato, hogy a keresett
magassdgban a szeletelésbdl szdrmaz6 négyzet
és a kor érinti egymst. A felilnézeten a négy-
zetbe rajzolhat6 ko, az ellnézeten a kip kép-
hatirn meghatdrozza a szeletel6stk magassi-
2dt, amin az dthatési pontok kijelolhetok.

Tovibbi szeletelsik felvételével az thatdsi
vonal pontos kiszerkesziéséhez jabb pontokat
Kkapunk.

276. 4bra

Minta

A konyv elonyei:

e Ujszerli megjelenés. A didkok szeretnek minden olyan tankdnyvet, mely szakit a
klasszikus tankOnyv-szerkezettel. A tankonyv szeretete kedvet ad a targy
tanuldsdhoz is.

¢ Feladatlap forma. A tanidr munkdjat megkonnyiti ez a fajta elrendezés.

e Vil4gos és tiszta targyaldsmod. A bal oldalon taldlhat6 szovegek konnyen érthetd
modon magyarazzak el a feladatokat és az elméletet.

* A nagyobb fejezetek végén ismétlo kérdések taldlhatéak. Ez nemcsak a tanér,
hanem a didkok munkdjat is segiti — alkalmas otthoni gyakorldsra és

szamonkérésre is.
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e Kivalo példatar taldlhat6 a tankonyv mellékletében.
® A bevezetd részben a Reiman-konyvnél joval részletesebb és atfogébb mdédon
targyalja a segédszerkesztéseket, melyek a kozépiskolai geometriai feladatok

soran is hasznosak lehetnek.

A konyv hdtrdnyai:
e Nem nyujt lehetoséget a differencidlasra. Hasonléan a Reiman-konyvhoz, nem ad
segitséget a tanarnak ebben a problémaban.
® A szigord menetrend és 1ényegre torés sordn elvesztek azok a részek, melyek az
érdeklddd didkokat komolyabb miiszaki illetve matematikai pélyara terelhetnék.
Nincsenek benne torténeti hatterek, életrajzok, a tananyagon tuli problémak,

érdekességek.

Osszefoglalva: Ez a tankonyv kizdrdlag a miiszaki kozépiskoldkban haszndlhaté. Szilard

geometriai tudast igényel.

FORGASFELULETEK TANITASA

Ebben az dltalinos magyardzatban foként a Reiman Istvan—féle tankonyvre

hagyatkoztunk.

A kozépiskoldig a didkok harom fontosabb forgésfeliilettel ismerkednek meg: a kippal, a
hengerrel és a gombbel. Az dbrdzol6 geometriai tanulméanyok kozben ugy kezelik ezeket,
mint véges testeket, tehat nem foglalkozunk a végtelen kiip- €s hengerfeliilettel.

Tanitdsuk sordn tdmaszkodhatunk a kordbbi geometriai ismereteikre. A forgasfeliiletek
abrazol6 geometriai szempontbdl 11. és 12. osztalyban keriilnek el6térbe. Ekkora a tanul6k
mar geometriabdl ismerik a harom felillet fobb tulajdonsdgait. Azonban azt mar
kevesebben tudjdk, hogy ezek a testek forgatdssal is eldallithatdk.

Legegyszeriibb a henger és a kup esetén egy alkotét és a tengelyt, gomb esetében a

tengelyt és egy fOkort tartalmazd folidt bevinni az Orara, ezeket a sikbeli modelleket
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példdul egy drét segitségével megforgatni. Igy szemléletesen rogziil a didkokban, hogy a

fent emlitett harom feliilet valéban tekinthetd forgésfeliiletnek.

Elsé cél tehat az, hogy bemutassuk a kip, a henger és a gomb &brdzolé geometriai
szempontbodl fontos tulajdonsagait.

Ezen alakzatok ismerete nagyon fontos a didkok szdmadra, hiszen tobbségiik miiszaki
palyara késziil, ahol rengeteg forgatdssal keletkezé feliilettel taldlkoznak, példaul:
fogaskerekek, esetleg henger alaku épiiletek és kupszeri tetészerkezetek.

Ez az anyagrész az ujdonsag erejével hat a didkok szdmara — mivel addig csak siklapt
testekkel taldlkoztak az dbrazol6 geometria 6rakon —, mégis tanitdsat nagyban megkonnyiti
a tucatnyi €letbdl vehetd példa. A gomb esetében a tanuldk azonnal a labddra gondolnak,
igy maéris tudjak az Uj ismereteket tarsitani egy régi, biztos tuddssal. Hasonléan a henger

esetében oszlopokra, kip esetén tolcsérre asszocidlhatnak.

A gomb

Els6 1épésben meg kell kérdezni a tanuldkat, hogy tudjik-e a gdmb pontos definicidjat.
R4 kell vildgitani azokra a fogalmakra is, amelyeket eddigi tanulmanyaik sordn nem
ismertek meg, ide sorolhaté példaul a fokor fogalma. (Foékor azon kor a gombon, melynek
kozéppontja a gomb kézéppontja.) Legjobb megoldas az, ha egy iivegbdl késziilt gdmbot
tudunk mutatni a didkoknak. Ha ezt nem lehet megoldani, akkor barmilyen gombfeliilettel,
példaul egyszinli labddval megmutathatjuk a fokort és egyéb koroket a gombon.
Szemléltetésnek megfelel egy foldgomb is, amelyen a hosszisagi és szélességi korok jo
alapul szolgdlnak a kiilonb6zd tipusi korok magyardzatdhoz, bar konnyen elvonja a
tanulok figyelmét a 1ényegrol. Mar az elején fontos tisztdzni, hogy barmely sik a gdbmbbdl
koroket metsz ki. (Itt vissza kell utalni a gobmbon elhelyezkedd korok definicidjara és el
kell mondani a f6kor masik definiciéjat is: a gomb kozéppontjan dtmend sikok a gdmbbdl
fokoroket metszenek ki.) Az életbdl is vehetiink példat, ha azt mondjuk, hogy amikor egy
narancsot szeletekre vagunk, akkor korok keletkeznek. A gomb abrizoldsahoz fontos, hogy
ezen fogalmakkal a tanuldk teljesen tisztaban legyenek.

Ahhoz, hogy a didkok meg tudjdk rajzolni a gémb elsé illetve méasodik képét, meg kell
kérdezni, hogy van-e mar valamilyen elképzelésiik a két képet illetben. A parhuzamos

vetités fogalmat mar jol ismerik és tudjdk haszndlni, a siklapu testek &brdzoldsanal
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megtanultdk, hogy mi adja egy test képének a konttirjat. Ha nem tudjak kitaldlni, akkor r4
kell vezetni oket, hogy megtaldljak a helyes valaszt. Nagy segitség lehet, ha felrajzolunk
egy kort a tablara, majd megkérdezziik: ,,LLehet ez egy gomb els6 vagy mésodik képe?” A
valasz minden bizonnyal ,,igen” lesz. Ezutdn mar csak azt kell vildgossa tenni, hogy ez a
kor, ami a gomb képéiil szolgdl, egy fokor. Mivel éltaldban a gomb az els6 nem siklapu
feliilet, amivel a didkok megismerkednek, itt kell megemliteni a kontirgdrbe és a
képkontudr fogalmat. Ezt példaul Reiman Istvan tankonyve részletesen leirja és nagyon szép
szemléltetd abrat hoz.

Mindezek utidn felrajzolhatjuk a tdblara a megszokott Monge-rendszert és benne a
gombot a két képével. Ki kell hangsulyozni, hogy a két képen a képkorok ugyanakkora
sugariak — és az indoklast a didkoktol varjuk. A tablai rajzon bejeloliink egy pontot az elsé
képen és megszerkesztjiik a lehetséges masodik képeket. Fel kell hivni a figyelmet arra,
hogy itt egy els6 képhez két masodik kép is tartozik, igy tehat gobmb esetében egy kép
ismeretében nem kapjuk meg egyértelmiien a pontot. Hasonléan jarhatunk el a masodik
képnél is, ezt viszont 6ndll6 munkdra adjuk ki a gyerekeknek, majd ellendrizziik a
szerkesztésiik helyességét. Ezutan a tankonyvek dbrajat is megvizsgaltatjuk.

Ha ezzel készen vagyunk, ratérhetiink érintdlegesen a gombi korok dbrazoldsdra. A
specidlis helyzetli (képsikokkal parhuzamos) koroket mér a didkok is meg tudjak rajzolni,
hiszen a gombi pontok dbrdzoldsandl ilyen koroket hasznaltak. Az altalanos helyzetli kor
esetén elég visszautalni a tetszoleges sikban fekvo kor dbrazoldsara.

Ezekutan elkezdhetjilk a metszési feladatok tdrgyaldsit. Mivel kozépiskolai szinten
oktatunk, elég csak specidlis helyzetli egyenesekkel és sikokkal foglalkozni. A didkok a
(kordabban tanult) képsiktranszformécié segitségével barmilyen altaldnos helyzeti

egyenest/sikot specidlis helyzetbe tudnak hozni.
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Az egyenessel vald dofés sordn példaul egy elsd képsikkal pirhuzamos egyenest
vesziink. Uj rajzot készitiink és belerajzoljuk az egyenest. Megkérdezhetjiik a tanuldkat,
hogy van-e oOtletiilk a feladatra vonatkozdéan. Miutdn meghallgattuk a vélaszokat és
elmondjuk, hogy melyik vdlasz miért jo illetve nem jo, ratérhetiink a megoldasra. Hasznos
lehet az is, ha a tandr az 6ra elején gyurmébol készit egy gobmbformat, abba hurkapélcikét
szir és annak megfelelé sikjaval elmetszi a gyurmagombdt. Igy egy szép kész modellt
kaptunk, mellyel megmutathatjuk az egyenessel valé dofést, és a felesleges rész
eltavolitdsaval a didkok is lathatjdk, hogy mely gombi korbe metsz bele az egyenes. Ha a
didkok lerajzoltdk a példat és tanulmanyoztak a modellt, megnézhetjiik a Reiman-tankdnyv
abrdjat is, amely a masodik képsikkal parhuzamos egyenessel mutatja be a feladatot.

Sikkal valé metszésnél szintén specidlis helyzetii sikot vesziink. Felelevenitjiikk a kor
abrazolasandl tanultakat. Megnézziik a metszet specidlis helyzetii képét, majd ebbdl
kiindulva tisztazzuk, hogy a hidnyz6 képen mik lesznek a specidlis pontok, melyekkel a
kép egyértelmiivé valik. Az egyenesnél hasznalt gyurmamodell most is segitségiinkre
lehet. Konnyen megmutathatjuk, hogy mely kordatmérokbol valnak a képellipszis kis- €s

nagytengelyei. Az eldbbi esethez hasonldan itt is megnézziik a konyvek abrait.

A henger

A henger esetében is sok példit mondhatunk, amelyek segitségével konnyebben
elképzelhetik a tanuldk az dbrdzolandé feliiletet. Példanak hozhatjuk az egyszerii
papirhengereket, az épiiletek oszlopait stb.

Meg kell kérdezni, hogy hogyan definidlndk a didkok a hengert. Ezutan leiratjuk veliik a
pontos definiciot €s megbeszéljilk mi a kiillonbség az egyenes és ferde henger kozott (az
oran csak egyenes korhengerekkel dolgozunk). A tanuldk segitségével dbrazolunk egy elso
képsikon 4allo, egyenes korhengert. Megkérdezhetjiikk, hogy a henger mely alkot6i
szolgdlnak konturalkotokként és miért. Ha nem kapunk helyes vdlaszt, elmondjuk és
leirjuk a kontdralkoté definiciéjat. Miutan lerajzoltdk és megértették ezt az egyszerl esetet,
ratérhetiink arra, amikor a korhenger tengelye az elsd képsikkal parhuzamos. Ez ugyanis
nehezebb, mivel az alap és fedokor képe ellipszis lesz.

A tanulok bevondsaval dbrazolunk néhdny pontot a hengeren. Ez igen konnyt feladat,
akar teljes egészében kiadhatjuk 6ndllé6 munkdra az 6ra folyamén. Természetesen a munka

befejeztével azonnal ellendrizziik a megolddsokat €s korrigalunk, ha sziikséges.
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Egyszeriibb esetben tdrgyalhatjuk a henger dofését egyenessel. Nagyon konnyen

megérthetd és hasznos ismeret. Ha az 6ra idejébe nem fér bele, szorgalmi feladatnak is

kiadhatjuk.
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Végiil targyaljuk a henger sikmetszeteit. El kell mondani, hogy milyen lesz a kép, ha a
sik parhuzamos illetve ha merdleges a tengelyre. Egyszerti papirhenger és kartonpapir
segitségével szemléltethetjiik is a sikmetszeteket. Az altalanos sikkal valé metszést tj
rajzon kezdjilk el magyarazni. Fontos kihangsulyozni, hogy képsikon 4all6 egyenes
korhenger esetében a metszetgorbe (ellipszis) pontjai hogyan viszonyulnak a kontirokhoz
(ha példaul els6 képsikon 4ll6 hengerrdl van szd, akkor az elsé kép egy kor, melyen a
metszetgdrbe pontjai sorakoznak, a mdasik képen pedig — nyilvdnvaléan — févonalakkal
vissziik vissza a pontokat és a henger konturjain beliilre esnek).

A henger targyaldsdnak befejezéseként megnézziik a konyvbeli dbrdkat és értelmezziik

az oran tanultak szerint.

A kiip

A gomb és a henger dbrdzoldsa utdn a kup egyszerli feladatnak tlinhet €s specidlis
esetekben ez valoban igy van.

Els6é dolog most is az, hogy tisztdzzuk a didkokkal a (egyenes- és ferde-) kup fogalmat és
a hozza tartoz6 specidlis alakzatokat (cstucspont, alkotok, alapkor). Megemlitiink néhany
egyszertl példat a kipra, példdul egy tolcsért.

Ezutan réatériink a kapon 1év6 pontok dbridzoldsara. Legegyszeriibb eset az, amikor elsd

képsikon all6 egyenes forgaskipot vesziink. Fontos elmondani, hogy egy kipnak valéjadban
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két ,,tolcsére” van, viszont a gyakorlatban 4dltalaban csak egyet tekintiink. A pontok
abrazoldsandl is ki kell térni arra, hogy egy elsé illetve mésodik képhez két pont is tartozik
a kidpon. A kip esetében is definidlni kell a konttralkotd, kontirgorbe stb. fogalmakat.

Ki kell térni a metszési feladatok eldtt az dltalanos helyzetli kip dbrazoldsara. Az ilyen
kip alapkorét és kontdralkotéit ugyanis nehéz &brazolni (a segédgombos-,,triikkot”
alkalmazzuk). A szerkesztés elott ki kell térni a mddszer geometriai hatterére. Mivel a
didkok szdmdra bonyolultnak tlinhet az eljards geometriai tartalma, igy a kip esetében
feltétleniil sziikség van szemléltetd modellekre, barmilyen gombfeliiletre (hiszen most nem
ez jatssza a fOszerepet) és egy rd illeszkedd kupfeliiletre, amelyre krétaval vagy tollal
rajzolni lehet. Erdemes szines, 4tlitszé miianyaglapbdl késziteni a kidp modelljét. A
segédgombos-modszert nemcsak a tdblandl kell végigszerkeszteni, hanem érdemes azutin
a tankonyv dbrdjat is végigtanulmanyozni, igy jobban rogziil a tanulékban az eljards

Iényege.
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Az egyenessel valé dofést a Reiman-tankonyv nem targyalja, ellentétben a Gépipari
szakrajz c. tankonyvvel. Ezt (szigorian kotelezd) hazi feladatként adhatjuk ki, elarulva azt
a lényeges informécidt, hogy a megoldds kulcsa a kip csucspontja és az egyenes éltal adott
sik.

A sikkal valé metszés igényli talan a legtobb odafigyelést. A tankonyvek szép
szemléltetd abrakat hoznak, de itt sem maradhatnak el a papirbdl készitett modellek. Az
elméletre még nem szabad sok i1d6t dldozni, hiszen megfelel6 héttértudads hijan folosleges
1ddrablds elmagyardzni, hogy miért van tobbféle metszete egy kupnak. Az alapvetd és
elengedhetetlen geometriai tudnivaldkat viszont el kell mondani. Ezen sikmetszeteket csak
specidlis esetben nézziik (azaz amikor a kip is és a sik is nagyon konnyl szerkesztést

biztositd helyzetben van).
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Elsoként az ellipszismetszet esetét nézziikk. Ez még konnyen megemészthetd feladat. A
papirmodell segitségével elmagyardzzuk a metszet specidlis pontjait, és azok helyét a
rajzon. A tanuldkat megkérjiik, hogy dbrdzoljanak a metszeten egy altalanos pontot, majd
leellendrizziik a szerkesztést.

A parabolaesetet targyalja a Reiman-konyv és a Gépipari szakrajz tankonyv is, ezért ezt a
tankonyv alapjan megbesz€ljiik, majd hazi feladatként kiadjuk a parabolametszet
megszerkesztését is. Elmondhatjuk, hogy azon alkot6, amellyel a sik parhuzamos,
parhuzamos lesz a parabola tengelyével.

A hiperbolametszetnél figyelni kell arra, hogy a kip mindkét ,,tolcsérére” sziikségiink
van, hogy a metszet igazdn szemléletessé valjon. Egy kozépiskolds didk ugyanis nem lat
erés kiilonbséget egy parabola és egy hiperboladg kozott, igy a metszetet paraboldnak is
lathatja. Papirmodellel nehéz szemléltetni a teljes kdpot, de egy kis tiirelemmel szép
modellt készithetiink. Megemlithetjiik, hogy ezen metszetgdrbe aszimptotai parhuzamosak
a két darab ,.kimaradt” alkotoval.

A sikmetszetek esetében befejezésként elmondhatjuk, hogy a tengelyre merdleges sik

kort metsz ki a kupbdl — de ezt feltehetjiik kérdésként is €s a helyes vélaszt jutalmazhatjuk.

Ha a fenti ismereteket sikerrel megtanitottuk a didkoknak, akkor mér nem lesz
problémdjuk a tovabbi dbrdzolé geometriai tanulmanyaik sordn. Hiszen a Monge-féle
abrazolasban taldn a legnehezebb anyagrész a gomb- és a kup sikmetszete. A tanuldink
ezen tuddssal mar barmilyen alakzatot tudnak dbrazolni. S6t, a késobbi abrazol6 geometriai
és elemi geometriai tanulmdnyaikban is nagy hasznat veszik, elég, ha térgeometriai

feladatokra gondolunk, amelyeket az dbrdzolé geometridval jatszva meg lehet oldani.

ATHATASOK TANITASA

Ebben a fejezetben parhuzamosan felhasznélva a két fentebb emlitett tankonyvet nézziik

at a fontosabb problémakat és elveket, melyek az 4thatdsok tanitdsa sordn felmeriilnek.

A forgastestek athatdsdra a Reiman-konyv két példat hoz. A Gépipari szakrajz tankonyv

négy alapesetet és tovabbi harom példat is mutat ,,vegyes” athatdsra: egy kip és egy
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négyzetes hasab athatdsit, egy négyzetes gula és henger 4thatdsat, illetve egy hatoldald
haséb és kup athatasat.

Erdekességként megemlithetd, hogy a Reiman-tankdnyv nem osztilyozza az dthatdsokat,
mig a masik tankonyv ezt megteszi — kiilon csoportositja a kdozos-, metszo- illetve kitérd

tengelyli forgdstestek athatasat.

Athatdsok tanitdsdnak dltaldnos elvei

Az athatasok tanitdsa kritikus pontja az dbrdzolé geometria oktatdsdnak. A didkok ezt
latjdk at a legnehezebben. Ezeket az dathatdsi feladatokat megelézi a siklapu testek

athatdsanak tanitdsa, igy az alapvet6 elvek részletes targyaldsara nem kell kitérni.

Fontos tdjra elismételni, hogy az athatds a két test kozOs pontjainak megszerkesztését
jelenti. Az athatdsi gorbe lehetséges eseteit ilyen szinten nem sziikséges részletesen
targyalni. Elég mindGssze annyit tanitani, hogy az 4thatdsi gorbe dllhat egy illetve két
részbdl. Mindezekre feltétleniil szemléltetd dbrakat és térbeli modelleket kell mutatni. A
Reiman-féle tankonyv éppen ilyen szempontbdl hoz két példat — egy bemetszést és egy
teljes athatast. Térbeli modellek segitségével meg kell mutatni, hogy altaldban egy athatas
soran a testek kozos része egy térfogattal rendelkezo térbeli alakzat lesz.

Mindkét tankonyv specidlis helyzetl forgastesteket vizsgdl. Ezért annak tanulmanyozésa,
hogy teljes athatdst vagy bemetszést kaptunk-e — a szemléleten alapul. Az elv azonban
koveti az dltalanos szabadlyt: ha az egyik test minden alkot6ja/kdre metszi a masik testet,
akkor teljes athatds tortént, ellenkezd esetben bemetszés. Valodi — papirbdl vagy
mianyagbol — késziilt modellekkel hamar letisztul a tanuldk fejében a két athatds kozotti

kiilonbség.

A specidlis tulajdonsagu pontok keresése nem ennek a szintnek a feladata. Azonban a
konturalkotékon 1év0 pontokat mar a kozépiskolds didkok is meg tudjék keresni. Itt fontos
l4ttatni veliik, hogy a kontiralkotok ugyanugy a forgastest részei, tehat ugyanigy szerepet
jatszanak az dthatdsban. Igy a kontdralkotén 1évé éthatdsi pontok a szélsé helyzetii pontjai
az athatdsi gorbének. El kell mondani, hogy itt az athatdsi gorbe ,hozzdsimul” a

kontuiralkotéhoz — tehat igyekezniiik kell ilyen szempontbdl megrajzolni a végso abrat.

88



Athatdsszerkesztés

Modszerek tanitdsa

Maodszerek tekintetében a Reiman-tankonyv a szeleteldsikok mdédszerét és az 1) képsik
bevezetését haszndlja; a Gépipari szakrajz pedig végigtargyalja a kozos tengelyek esetét
(tehat amikor az athatds korokre esik szét), a seg€dgdomb moddszerét és a szeletelOsikok

modszerét is.

Kozos tengelyii forgasfeliiletek

Amikor a didkok ezt az anyagrészt targyaljdk, mar biztos ismeretekkel rendelkeznek a
forgasfeliiletekrdl. Emiatt nem okoz nekik problémat, hogy a kipot, a hengert és a gdmbot
mint forgasfeliiletet tekintve megértsék, hogy a merididngorbék metszete a forgatds utan,

az athataskor koroket eredményez.

Természetesen nagy segitséget adnak most is a térbeli modellek. Bevezetésként
mindenképpen egyszerien lathaté athatast nézziink — példdul egy kip és egy henger
athatdsat. Azutdn mar konnyebben meg tudjdk érteni az olyan athatdsokat is, melyekrol

elso pillantasra nem érezhetd, hogy kormetszeteket kapunk.
Uj képsik médszere
Az 1j képsik bevezetését minden abrizolé geometridt tanulé didk ismeri. Eppen ezért

biztos ponthoz nyulunk vissza ezzel a mddszerrel. Tudomasukra hozzuk, hogy olyan

esetben érdemes haszndlni, ahol az dthatds sordn henger az egyik forgastest. Az 4j képsik a
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henger forgédstengelyére merdleges. A tanulok egy egyenesre merdleges képsikot fel
tudnak venni és tudjiak, hogy a merdleges egyenes képe igy egy pont lesz (hiszen
vetitegyenes lett beléle). fgy azt is hamar latjdk, hogy a henger képe egy korré fajul.
Problémat jelenthet annak megértetése, hogy az athatdsi gorbe képe rajta lesz ezen a koron.
Ehhez két dolgot hivhatunk segitségiil. Egyrészt kézzel foghaté modelleket és térbeli
abrdkat hozhatunk, méasrészt az dthatds alapveto elveit felelevenitve mondhatjuk el, hogy

az athatdsi gorbe minden pontja nyilvanvaldan rajta lesz a hengeren is és igy a képén is.

A fenti dbra a Reiman-féle tankonyvbdl val6. J6l lathatd, hogyan haszndlja ki az uj
képsikot az athatdsi pontok megszerkesztésének konnyitésére. A didkok ebbdl a rajzbdl jol
megértik a mddszer 1ényegét. Az dbrin szinte csak specidlis tulajdonsdgu pontok vannak
szerkesztve, még a kontiralkoton 1évd sz€ls6 helyzetli pontok is megszerkesztettek.
Egyediil a P/ és P, pontok altalanos helyzetlieck. A szerkesztés megértésének apro
buktatdja lehet, hogy miért van egy-egy els6é képnek két képe a mdsodik képsikon. A
didkok azonban eldzetes ismereteikre alapozva gyorsan 4tlatjak a 1ényeget. Legkdnnyebb a
problémat arra visszavezetni, hogy egy vetitOsugdr altaliban két pontban metsz egy ilyen

helyzetli hengert. A masik henger alkotdi pedig éppen vetitdsugarak.
Szeletel6sikok médszere
Ez az eljards konnyen érthetd a didkok szamdra. Az dathatdsok eldtt mar tanuljdk a

forgasfeliiletek sikkal valé metszését. Igy a szeleteldsikok médszere egyszerii szerkesztés

lesz szamukra.
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A szeleteldsikok mddszerét parhuzamos- vagy merdleges tengelyli forgdsfeliiletek esetén
hasznaljuk. Mivel szemléltetd modell készitése ebben az esetben nehézkes, igy foként a
térbeli viszonyokat bemutat6 rajzokra kell hagyatkozni. Szerencsére gyenge térlatas mellett
is szinte azonnal megértik a didkok azt a tényt, hogy egy-egy ilyen sik a feliiletekbdl
koroket illetve alkotokat metsz ki (hiszen altaldban gombdot, kiapot és hengert haszndlunk).

A konyvek legnehezebb példdi éppen a kitéré és merdleges forgastengelyli testek
4thatdsat szerkesztik. Erdekes, hogy mindkét konyv kdp és arra merSleges és kitérd

helyzetben 1évo forgéastengelyli hengert hoz példanak.
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A Gépipari szakrajz cimll kdnyv egy teljes athatds mutat be, mig a Reiman-konyv egy
bemetszést abrazol.
Az elébbi tankonyv szemléletes képet is mutat egy altalanos szeletelOsik helyzetérdl,

ezaltal a rosszabb térszemlélettel bird tanuldk is biztosabban tanulhatjdk meg a mddszert.

Segédgombok médszere

A Gépipari szakrajz tankonyv targyalja a segédgombok modszerét is és két példat hoz ra.
Klasszikusan a metsz0 tengelyli forgésfeliiletek 4thatisdra javasolja ezt az eljérast.
Felhaszndlja azt a — konyv altal ugyanazon a lapon emlitett — tényt, hogy egy kup illetve
henger olyan gombbel valé metszete, melynek kozéppontja a forgastengelyen van,
altalaban két kort metsz ki a kapbdl illetve hengerbdl. A didkok a kozos tengelyl
forgasfeliiletek utdan kozvetleniil tanuljdk ezt a moédszert, tehét a frissen elsajatitott anyagot
azonnal alkalmazni tudjadk. Problémds lehet, hogy a kozds tengelyli forgésfeliiletek
athatdsat nem taldljak hasznosnak — de ilyen targyalds mellett rogton azza vélik a fenti
egyszerl eset is.

Vizsgdljuk meg a tankonyvbeli példdkat. Az elsd egy teljes dthatdst dbrazol. Csak egy
képet jelenit meg — emiatt az 6rdn végig kell szerkeszteniink ezt a példit, nem elég csak a
konyv édbrdjat elemezni. A tablai szerkesztésnél figyeljiink arra, hogy ugyanolyen abrat
vegylink fel. A gyengébb tanuldkat kezdetben megzavarja, ha mds példat hozunk a
tablandl, mikozben folyamatosan a tankOnyv &brdjara hivatkozunk. Miutan rogziil a
segédgombok moddszere a didkokban, csakis azutdn kezdhetiink el dltalanosabb eseteket
targyalni, vagy legalabbis mas példdkat hozni.

Az éabrdk kiilonlegessége, hogy azonos sugard hengerek athatdsat is megszerkeszti. A
didkokat a mélyebb elméletbe még nem sziikséges beavatni — elég annyit elmondani, hogy
ebben az esetben két ellipszisre esik szét az athatds. Magyardzatként az alabbi
eszmefuttatds tlinik a didkok szempontjabol a legérthetobbnek: A hengereket egy specidlis
nézetbdl két-két parhuzamos szakasznak latjuk, melyek merdlegesek egymadsra és a
szakaszok tdvolsdga egyezd. Kossiik Ossze az atellenes metszéspontokat. Ezeket a
szakaszokat mindkét henger esetében felfoghatjuk specidlis nézetben lathato
sikmetszeteknek. A didkok méar kordbban megtanultdk, hogy ilyen esetben a sikmetszetek
ellipsziseket adnak. Tehét a kapott metszési alakzat két ellipszis. Mivel tudjak, hogy a két

ellipszis az egyik hengerre is elképzelhetd ponthalmazok, igy a két metszéspont
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értelmezése és megtaldldsa sem jelent problémat. A térbeli dbra sz€pen szemlélteti az egyik

ellipszis felét.

2"

a)

b)

A miuszaki kozépiskoldsok két henger 4thatdsat amiatt tanuljadk, mivel az dgynevezett
konyokcsovek (melyek henger alakdak) 4gai ilyen formdkban kapcsolédhatnak

egyméshoz.

Az athatds abrazoldsanak tanitdsa

A kiilonféle médszerek utdn az 4thatds tanitdsa nem vet fel kiilonosebb problémdkat. A
tanuldk elsajatitottdk a lathatdsdg meghatarozdsanak modszerét, tovabba tudnak athatasi
gorbét és annak néhany specidlis pontjat szerkeszteni.

Az ébrazol4s sordn érdemes mindhdrom esetre kitérni:

e csak az egyik testet dbrdzoljuk csonkolt dllapotban;
e az athatds sordan kapott térfogattal rendelkezd testet dbrazoljuk;

¢  mindkét testet dbrazoljuk az athatdsi gorbét figyelembe véve.
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Ha a didkoknak meghagyjuk az dbrdzolds sordn a szabad vélasztdsi lehetdséget, akkor
pozitivabban allnak hozza az athatdsok szerkesztéséhez. Pedagdgiai szempontbdl pedig
minden egyes lehetOség kiprobaldsa az athatds és a lathatésag problémakorének mélyitését

jelenti.
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