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Eloszo

E jegyzet elsésorban nem matematika szakos hallgatok szamara késziilt gyakorlo
példatar.

A feladatgytjtmény célja, hogy a matematikdnak a természettudomanyokban gyak-
ran alkalmazott fejezeteit (pontosabban azok alapjait) minél egyszeriibben targyalja és
a kapcsoldédé feladatokat /algoritmusokat begyakoroltassa.

[gy a szitkséges elméleti alapokat igyekeztink konnyed stilusban megfogalmazni,
még akkor is, ha ez olykor a matematikaban kivanatos precizitds rovasara megy.

Tovabbi gyakorlashoz szamtalan konyv, feladatgytijtemény és jegyzet szerezheto be.
Ezekbdl egy rovid lista a jegyzet végén talalhato.

A feladatgyiijteménnyel kapcsolatos észrevételeket, felbukkand hibakat és elirdsokat
a pekj@arch.bme.hu e-mailre lehet elkiildeni.

Pék Johanna
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1. fejezet

Linearis algebra

1.1. Matrixok

Rovid elméleti osszefoglalo

Egy n x m tipust mdatrizon egy n db sorbdl és m db oszlopbdl all szamtablazatot

értunk:

ai; ai2 ... A1m,

A g1 Q22 ... QA2p
= (4ij) e =

Ap1 Ap2 ... Apm

Két matrix osszegét, illetve szorzatat is értelmezhetjiik, ennek kiszamitasat lasd a gya-

korlati példaknal.

Ha egy matrixnak ugyanannyi sora van, mint ahany oszlopa, akkor négyze-
tes/kvadratikus matrixnak nevezziik. Legyen A egy 2 X 2 vagy 3 X 3 tipusi maétrix.
Ekkor az A matrix determindnsa az alabbi médon kaphat6 szam:

an
A=
21
an
|Al = | an
asi

Q12
22

Q12
22
a32

= a11Q22 — Q12021

a3

A3 | =
ass3

= Q11022033 + Q12023031 + G13G21032 — G11G23G32 — G12021G33 — 13022031

Az itt bemutatott modszert Sarrus-szabalynak nevezziik, amely csak 2 x 2 vagy 3 x 3
tipust méatrixok esetében miikodik. Ha n > 3, akkor az n X n-es négyzetes méatrix deter-
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mindnsat Gn. aldetermindnsok segitségével is kiszamithatjuk (Kifejtési tétel):

a; ai2 ... Q1n
ao21 Q29 ... Qon
|A| - . . . -
Ap1 Ap2 ... Qpp
929 @23 ... Qon 21 Q923 ... Qon
a3z azz ... asn as31 assz ... [05:7%% n I
= a1 - . . . — Q12 . . . ce
Ap2 QAp3 ... Qpp Ap1 Ap3 ... Qpp
Q21 Q22 ... (2(p-1)
az1 a3z2 ... G3(p-1)
+ Q1p * .
An1 Gp2 ... Gp(p-1)

A szamitas elve tehdt a kovetkezd: Kivalasztunk egy tetszoleges sort (itt az elsét),
tekintjiikk annak az elsé elemét, és a hozzd tartozé sort és oszlopot tordljik. Igy egy
(n — 1) x (n — 1)-es négyzetes matrixot kapunk, amelynek a determindnsat kiszamitjuk
és megszorozzuk a kivalasztott sor elsé elemével. A kivalasztott sor masodik eleméhez
tartoz6 sort és oszlopot ismét kitoroljik, igy megint kiszamitjuk az igy kapott kisebb
matrix determindnsat és megszorozzuk a kivalasztott sor masodik elemével. A kivalasz-
tott sor minden egyes tagjahoz tartozik egy ilyen tn. aldeterminans, amelyet az adott
elemmel megszorzunk. Az igy kapott szamokat pedig tgy adjuk 6ssze, hogy a paratlan
sorszamu elemekhez tartozo szorzat pozitiv eléjelli, mig a paros sorszamu elemekhez tar-
tozd szorzat negativ elOjellel vesz részt az 6sszeadasban. Paros indexti sor kivalasztasakor
az elojelek felcserélédnek.

Az elGjelek sorrendjét konnyen megjegyezhetjiik az un. ,sakktabla-mdodszerrel”:

+ -+ - -
-+ -+ .+
-+ -+ .+
Megjeqyzés: A kifejtési tétel nem csupan sorokra, de oszlopokra is igaz.
A kénnyebb megértés érdekében lasd a kidolgozott példakat.

Feladatok
1. Legyen A és B két 3 x 4-es matrix. Szamitsuk ki a 3A + B matrixot, ha
12 1 0 12 3 1
A=|[2 1 1 -1 és B=]100 1 1
2 0 -1 1 15 =2 2
2. Legyen
1 2 -3 =2
a(5a) e[ E) L e(h20).
5 6 4 3

Szamitsuk ki az A+ B, A—B,3A—2B, AC, CA, (A+B)C és AC+ BC matrixokat!
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3. Hatarozzuk meg az AB maétrixot, ha

3 4
(a)A:<i§;>, B=| 1 5
-2 2
14 -3 1
M A=| 2 o 1 |, B=|1
13 -5 1
1 2 3 4
(@A—(_llgf’)), B=[1 0 o0 1
3 -1 -2 1

01 2
5 2 1 2 i 2
a)‘ B ,b)’ , ¢ S, d) |12 3],
10 —1 3 4 3 5 16
012 E 32010
e) |1 23|, HH|-10 2|, g ,
1 35 3 2 4 2 0 -1 =2
1 2 3 4
01 92 0 01200
L9 30 1 2300
h) , )1 3500
1350
L9 31 1 2310
11111

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1.

Csak olyan mdtrizokat tudunk osszeadni (vagy egymasbol kivonni), amelyek azonos
tipusiak!
Tekintsiik tehdt a 3A + B maéatrixot. A 3A azt jelenti, hogy az A matrix minden
elemét meg kell szorozni 3-mal. A matrixok Osszeadasandl a két matrix megfele-
16 soraiban és oszlopaiban 1évé elemeket Osszeadjuk, igy kapjuk meg az ,,0sszeg-
matrixot”:

12 1 0 12 3 1
3A+B=3-121 1 -1 |4+4[00 1 1]|=
2 0 -1 1 1 5 -2 2
36 3 0 12 3 1
=163 3 -3|+]00 1 1]|=
6 0 -3 3 15 -2 2
341 6+2  3+3 0+1
=] 64+0 340 3+1 -3+1 | =
6+1 0+5 —3+(—-2) 3+2
48 6 1
=163 4 =2

75 =5 5
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3/c Az A és B matrizok szorzatdt csak akkor értelmezhetjik, ha az A mdtriznak ugyan-
annyi oszlopa van, mint amennyi sora van B-nek. Innen azonnal lathato az is, hogy
a matrizok szorzasa nem kommutativ! Az A egy 2 x 3-as, mig B egy 3 X 4-es matrix.
Ekkor az A - B matrix 2 x 4 tipusu lesz, és az i-edik sorban és j-edik oszlopban
1év6 elemét gy kapjuk, hogy az A i-edik sordnak és B j-edik oszlopanak elemeit
,sorszamok szerint” Osszeszorozzuk, majd a kapott szorzatokat osszeadjuk:

1 2 3 4
A:(_ﬂéé) s B=|1 0 0 1
3 -1 -2 1

és igy a szorzat:

-1 3 0 3 _1 _9

B 1-1+2-1+3-3 1242043 (=1) 1:3+2-0+3-(=2 1-4+2-1+3-1 B
T\ (-1)-143-140-3 (=1)-243-04+0-(=1) (=1)-3+3-040-(—=2) (=1)-4+3-14+0-1 ) —

(12 -1 -3 9

L2 -2 -3 -1
Példa az AB elemeinek meghatarozasara: szorzatmatrix masodik soraban és har-
madik oszlopaban 1év6 elem —3, mert az A matrix masodik soranak elemei —1, 3,
0, a B matrix harmadik oszlopanak elemei 3, 0, —2, és igy az AB megfelel6 eleme:

(=1)-3+3-0+0-(-2)=-3.
»Szemléletes” modszer két matrix szorzasara:

1 2 3 4
A~B:<123>-1001:

1

)

1 2 3 4
1 0 0 1
3 -1 =21

I
1o23) (12 -1 -39
~130 2 -2 -3 -1

4/a Ha az A matrix 2 x 2-es, akkor a Sarrus-szabély alapjan:

5 2

|A|:‘ 10 —1

‘:5-(—1)—2-10:—5—20:—25

4/f Ha az A matrix 3 x 3-as, akkor a Sarrus-szabaly alapjan:

1 23
Al=| -1 0 2|=
3 24

=1-0-44+2-2-3+3-(-1)-2—-1-2-2—-2-(-1)-4—-3-0-3=10
Az el6bbi A matrix determinansa a kifejtési tétellel:
1 2 3
Al=| -1 0 2 :1-’ |—2'|_31421’+3'|_1(2)|=
3 2 4
=1-(-4)—-2-(-10)+3-(-2)=10

0
2

= DN
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4/g Ha az A métrix 4 X 4-es (vagy nagyobb négyzetes), akkor a kifejtési tétel vezet

eredményre:
B2 L0y 1o 4
|A| = =310 -1 —2|-2-12 -1 =2 |+

2.0 -1 =2 2 3 4 1 3 4

1 2 3 4

1 -1 4 1 -1 0

+1-12 0 —-2|-0-12 0 —-1|=-12
1 2 4 1 2 3

(Hasznalhaté még az un. eliminéciés modszer is.)

4/h A szamoldsunkat jelentésen megkonnyiti, ha a kifejtési tételt nem a matrix 1.
sorara, hanem a 4. oszlopara alkalmazzuk:

01 20
1230
1 350
1 2 31
1 2 3 01 2 01 2 01 2
=—0-]1 3 5|4+0-{1 3 5|—-0-{1 2 3|4+1-|1 2 3|=
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 35
01 2
=|1 2 3|= =0
1 35
Végeredmények
2.
-2 0 4 4 9 10
A+ B= 4 -1 A-B=1]2 9 3A—2B=| 7 22
9 9 1 3 7 12
9 12 15
AC =119 26 33 CA:<i§ 22)
29 40 51
—2 -4 —6
(A+B)C=| 0 3 6 |=AC+BC
45 63 81
3.
2
2 AB=(2 5 ). b aB=| 3
8 —12 3
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1.2. Linearis egyenletrendszerek

Rovid elméleti 6sszefoglald

Tekintsiik a

a1 + 199 + ...+ ATy — b1

A21T1 + Q22X + ... + Q2T = bg

A1 L1 + GnoXo + ... + GpmTm = by,

linedris eqyenletrendszert, ahol x1, xs, ..., x, ismeretlenek. Az
ai; a2 ... A1,
91 A92 ... Ao2m
Ap1 Ap2 ... Apm

n X m tipusu matrixot az egyenletrendszer alapmadtrizdnak, a

a1 a2 ... A1 bl
a1 G2 ... Qgm | b2
Anl Qp2 .. Qpm | bn

n x (m 4+ 1) tipust matrixot az egyenletrendszer kibdvitett mdtrizdnak nevezzik.

Gauss-féle elimindcios modszer: A kovetkezd atalakitdsok a linedris egyenletrend-
szert vele ekvivalens egyenletrendszerbe viszik at (azaz a megoldasok szama és értéke
valtozatlan marad):

1. Egyenlet szorzasa A # 0 szdmmal.

2. Egyenlethez hozzdadni egy mésik egyenlet A\-szorosat.

3. El lehet hagyni olyan egyenletet, amely a tobbi egyenlet linearis kombinacioja.

4. Egyenletek sorrendjének felcserélése.

5. Az ismeretlenek sorrendjének felcserélése egytitthatoikkal egytitt minden egyenletben.

A fent leirt 1épéseket az egyenletrendszer kibévitett matrixan is végrehajthatjuk. A
cél az, hogy a matrixot trapéz alakira hozzuk, amelybdl méar leolvashatd az is, hogy
az egyenletrendszernek 0, 1 vagy végtelen sok megolddsa van. (vO. métrix inverzének
meghatéarozasa, valamint vektorrendszer rangjanak meghatarozasa)

Cramer-szabdly: Ha a linedris egyenletrendszer A alapmatrixa négyzetes, és(!) a de-
terminansa nem nulla (a matrix regularis), akkor a linedris egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa van, és a megoldasok alakja:

-
Al

ahol A;, azt a matrixot jeloli, amelyet gy kapunk, hogy az A alapmatrix k-adik oszlopaba
a (b, by, ..., b,) szamokat irjuk.



1.2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Feladatok

1. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket Gauss-eliminacioval:

(a)

T+ 41’2 =35
x|+ 2[[’2 =-1
(b)
T+ 4ZL’2 =5
221+ 8x9 = 10

I1—$2+I3:6
2$1+$2—SL’3:5
—31’1+2$2+5ZE3:3

$1—SL’2+$3:6
2$1+$2—$3:5
J]1+2$2—25E3:—1

—333’1 + 29 + 2[E3 = -2
41‘1 - 61’2 — T3 = 17
35(71 + X9 — 6.133 =-14

—3ZL‘1 +l‘2 + 2273 = —2
4%1 —61’2 — T3 = 17
T —5x2+$3 =10

l’1+21’2+31’3:1
2$1+l’2+$3:4
4xy + brg + T3 =6

r1 — 2.1'2-'-.1’3 =1
_2$1 +4$2 — 2[133 = -2
3ZE1 —61'2 +3I3 =3
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201 + 19 + 13 = 2

1+ 3T+ 13=05

r1+ 29+ 013 = -7
201+ 319 — 323 = 14

T1+ a9+ 2203+ 314 =1

3x1 — X9 —x3 — 204 = —4
201 + 319 — X3 — x4 = —6
r1+ 220+ 313 — x4 = —4

rT+y+z=3
T+2y+2z2=5
rT+2y+32=6
3r + 5y + 62 =14
20 +4y + 52 =11

2v + 3y + 52 =13
x+2y+4z =10
2r+y+3z=11

r+y+z2=3
3r+2y+z2z=>5

2. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszerek megoldasat Cramer-szaballyal:

(a)
1 +4x9+ 223 =5
—3x1 + 229 + 23 = —1
4y — x9 — 23 = 2

1+ T9g — T3 = —2
r1 —2T9 + 313 =095
1+ 3x9+4x3 =06
3. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:
201+ 319 —x3 = 2
31+ N9 +4r3=>5
Trx1 4+ 4x9 + 223 =k
(a) Legyen k = 0. Milyen X értékre nincs megoldasa az egyenletrendszernek?
(b) Legyen A = —2. Milyen k értékre van megoldasa az egyenletrendszernek?
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Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/1 Irjuk fel a linedris egyenletrendszer kib8vitett matrixat, és hozzuk trapéz alakira:

W == N = DN
=N W

2

= =W s Ot

13
10
11
3
)

A trapéz alakra hozas soran alulrél felfelé és balrol jobbra haladva prébéljuk meg
a matrix elemeit kinulldzni. Vegyiik észre, hogy a 2. és 4. sor 6sszege éppen az elso

sor, ezért:

W = N =
N — = DN

Cseréljiik fel az 1. és a 4. sort:

= =N W
N — = DN

Vonjuk ki a 4. sorbdl a 3. sort:

S = DN W
I )

Vonjuk ki a 2. sorbdl a 3. sor kétszeresét:

3 2
0 —1
1 1
0 1
Cseréljiik fel a 2. és 3. sorokat:
3 2
1 1
0 —1
0 1

_ =W

>~ = W o

W = W =

W = =

W = =

10
11
3
)

~J W Ot Ut

~J Ot W Ot

Vonjuk ki az 1. sorbdl a 2. sor haromszorosat:

0 -1
1 1
0 -1
0 1

—2

1
1
3

—4

3
5
7
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Cseréljiik fel az 1. és 2. sort, valamint szorozzuk meg az 1. sort (-1)-gyel:

1 1 113
0 1 2|4
0 —1 115
0 1 3|7
Adjuk hozza a 4. sorhoz a 3. sort:
1 1 113
0 1 2|4
0 -1 1|5
0 0 4112
Adjuk hozza a 3. sorhoz a 2. sort:
11 1|3
01 2|4
00 3|9
0 0 4|12

Osszuk el a 3. sort 3-mal, a 4. sort 4-gyel, és vegyiik észre, hogy a két sor ugyanaz,
igy a 4. sor kihtizhato:

11
01
0 0

—_ N =
W = W

Sikeriilt trapéz alaktra hozni a kibovitett matrixot. Ez a matrix a kovetkezo ered-
ményt hozta:

r+y+z=3
y+2z=4
z2=3

Ez az egyenletrendszer pedig mar azonnal megoldhaté. Ha z = 3, akkor a 2. egyen-
letbe helyettesitve y = —2-t kapunk. E két eredményt az 1. egyenletbe helyettesitve

z = 2-héz jutunk. Igy tehdt az egyenletrendszer megoldhaté, és egyetlen megolddsa
2

az r = 2,y = —2, 2z = 3 szdmharmas, vagy mas szavakkal az v = | —2 | vektor.

3
Az el6z6 példahoz hasonléan hozzuk trapéz alakura a linedris egyenletrendszer
kibovitett matrixat:
1 -1 1 6

5 1 _1| 5 | @=0® (1 —21 _12_61> (2)-() ((1) —31 _13 6 )
12 —2|-1

Elértiik a trapéz alakot, irjuk tehat fel az egyenletrendszer jelenlegi alakjat:

l’l—l‘2+$3:6
3I2—3{E3:—7
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A 3xy — 3x3 = —T7 egyenletet végtelen sok (x2,z3) szampar kielégiti (pl.: (0, %),

( , —1—30)). Szeretnénk leirni az Osszes (végtelen sok) megoldast, ezért azt mondjuk,

hogy legyen x3 = t, ahol t tetszéleges valds szam. (Ett6l a ¢ paramétertél fiigg
majd az xe és w3 is.) Ekkor a mésodik egyenletbdl xo = ¢ — % Az elsé egyen-

letbe helyettesitve xz-at és xo-t 27 = 1—31-0t kapunk. Az egyenletrendszer Osszes
megoldasa:
11 7
r1=—, X t——, x3=1, teR,
1= 30 T2 30 13

X1 % 0
| =| —% |+t-| 1], teR.
T3 0 1

Megjegyzés: A feladat szemléletes tartalma a kovetkezd: Adott hdrom sik a térben (azaz
R3-ban) és keressiik a kdzos pontjaikat. Itt 3 eset fordulhat elé: 0 db megoldés (0 db kozds
pont), 1 db megoldés (a harom siknak 1 db k6z6s pontja van) vagy végtelen sok megoldas
(a harom siknak 1 db kozos egyenese van vagy a hérom sik egybeesik). Itt végtelen sok
megoldast kaptunk, és a vektoros felirasbol azt is nyilvanvald, hogy a megoldasok egy

egyenesen helyezkednek el. Ez az egyenes illeszkedik a (13—1, —%, O) pontra, iranyvektora
a (0,1,1) vektor.

Tekintstik a linearis egyenletrendszer alapmatrixat:

1 4 2
-3 2 1
4 -1 -1

Ahhoz, hogy a Cramer-szabalyt alkalmazhassuk, meg kell vizsgalni, hogy az alap-
matrix determinansa nem nulla:

1 4 2
3 2 1 |=...=-7#0
4 —1 —1

Az alapmatrix négyzetes és nem tinik el a determindnsa, igy egyetlen megoldasa
van az egyenletrendszernek. Szamitsuk ki a Cramer-szabaly képletében taldlhato
A, matrixok determinansait:

5 4 2
Ai=[-1 2 1 |=-7
2 -1 -1
1 5 2

Ay=|-3 -1 1 |=0
4 2 -1
1 4 5
Ay=|-3 2 —1|=-14
4 -1 2
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Az egyenletrendszer megoldasa pedig:

Al
LA
€T g @ oy
A
oo A8l _
4]
1
Vektorosan: v=1 0
2

3. Tekintsiik el6szor a feladat a) részét.

1. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRA

=T _4
-7
0
— —9
-7
-7

[rjuk fel az egyenletrendszerhez tartozé méatrixot, és hozzuk azt trapéz alakra:

9 3 _1]2 /2 3 -1
38 405|923 A 4
74 210 0 -9 4

2 , 2 3 1] 2
@)-2(1) o 1

5 3 0 )\—135 é 2

—7 0 -8 I]_7

Az utolsé két sort tekintve lathatd, hogy az egyenletrendszer csak akkor nem old-
hato meg, ha ez a két sor ellentmondasos. Ezt akkor all fenn, ha az x5 egytitthatoi

9 13
megegyeznek, azaz A — - = ——.

Ennek az egyenletnek a A = —2 megoldésa. Igy

az egyenletrendszer nem megoldhato, ha A = —2.
A feladat b) része esetén is irjuk fel az egyenletrendszer matrixat, és prébaljuk meg

trapéz alakra hozni:

203 12\ (2 03 1
3 -2 415 ~ 3 -2 4
T4 2|k 0o -2 U

2

2 2 3 -1 2
(2)-3(1) 13 11

5} ~2 0 -3 5 2

k7 0 -8 O 7

Ez az egyenletrendszernek pontosan akkor van megoldasa, ha az utols6 két sor nem
mond ellent egymasnak. Ez azt jelenti, hogy k — 7 = 2 feltételnek teljesiilnie kell.
Ebbdl pedig kévetkezik, hogy az egyenletrendszer £ = 9 esetén megoldhatd (és

ekkor végtelen sok megoldasa van).

Végeredmények

1/&) T :_77 l’2:3, 1/b> $1:—4t+5, x2:t7 1/C) I = 117'%2:l
1/e) &1 =2, g = =2, x3 = 3, 1/f) nincs megoldasa, 1/g) x; =

1 5
5t T3

xz3=1t; 1/h)zy =142t —u, zo=1t, xz3=u; 1/i) z1 =1, 29 =2, 13 = —2;

jpay=—1a=—-1,a3=0,a24=1; 1/)k)s=y=2=1; 2/b)x; = —3, 1y = —5

38

,173:%

1.3. Matrix inverze

Rovid elméleti osszefoglal6

Egy A négyzetes matrix (|A| # 0) inverzén azt az A~'-gyel jelolt (négyzetes) matri-
xot értjitk, amelyre teljesiil, hogy A- A~' = A7 . A = E, ahol E az egységmatrix.
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Egy méatrix inverzét elemi soratalakitdsokkal (vagy elemi oszlopéatalakitasokkal) hataroz-

hatjuk meg.

Egy matrix soraival végzett elemi atalakitasok:

1. Egy sor szorzasa egy A # 0 szdmmal.

2. Egy sor A\-szorosanak hozzaadasa egy méasik sorhoz.

3. A sorok sorrendjének felcserélése.
(Ugyanez teljesiil egy matrix oszlopaira is.)

Egy matrix inverzének meghatdrozasdihoz ldsd a kidolgozott példat.

1
3. 0
1

_ w O
e S )

1
0
1
)6.

Feladatok
Hatarozzuk meg az alabbi matrixok inverzét!
3 2 1 1 0
1. 1 11 2. 11
0 0 4 0 1
1 2 3 2 3 1
4 4 5 6 5 0 2 —1
78 9 1 2 3
1 2 3
7. 0 21 8.
2 1 4

1 —4 —6
2 6 9
(3 7 11
1
2
2

10
1 3
1 2

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

5. Jeloljiik el a kérdéses matrixot A-val.
1. lépés: Irjuk fel az (A|E) matrixot:

2 3

(A|[E)=1] 0 2

1 2

1 (1 00
-110 1 0
310 01

2. lépés: Alakitsuk at gy ezt a matrixot elemi soratalakitdsokkal gy, hogy az
els6 harom sor és els6 harom oszlop az egységmatrix legyen. Ekkor a fennmaradd
m4sodik hdrom oszlopban az A matrix A~! inverzét latjuk, azaz (E|A™1) lesz az

eredmény.

Elemi atalakitasok soran elséként az alsd sor legelsé elemét alakitjuk a kivant ér-
tékre, majd a felette 1év6 sor elso elemét; ezutan a rakovetkezd sor elsé elemét; azt
kovetben az alsé sor masodik elemét, azutana felette 1év6 sor masodik elemét stb.
A példat tekintve (minden 1épésnél zardjelben jelezziik, hogy melyik elemet hozzuk

az adott lépésben a kivant értékre):

23 1]100

02 —-1{0 10

12 3/001
Cseréljik fel a 2. és 3. sorokat (az utols6 sor els6 eleme):

23 1]100

12 31001

02 —-1{0 10
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Vonjuk ki a masodik sorbdl az elsé sor felét (az utolséel6tti sor elsé eleme):

23 1]1 00

ERIEEE

02 -1]0 10

Osszuk el 2-vel az elsé sort (az elsé sor elsé eleme):
3 1 |1

1 2 7 g 00

3 2|72 01

02 —-1]0 10

31 1

T T B P

02 2 |—2 01

00 —-11}] 2 1 —4

Szorozzuk meg a masodik sort 2-vel (utolséelétti sor masodik eleme):

3 1 1

15 3 5 00

01 5 |-10 2

00 —-11]2 1 —4

Vonjuk ki az els6 sorbél a masodik sor %—Szeresét (els6 sor mésodik eleme):

10 =712 0 =3
01 5 |-10 2
00 —-11| 2 1 -4

Osszuk el az utolsé sort —11-gyel (utolsé sor utolsé eleme):

10 -7/2 0 -3
01 5|-1 0 2
00 1[|-2 —1 4

11 11 11

Vonjuk ki a mésodik sorbél a harmadik sor 5-szorosét (utolséeldtti sor utolso ele-
me):

10 =7 2 0 -3
1 2
01 0 —y %1 i

Adjuk hozza az elsé sorhoz a harmadik sor 7-szeresét (els6 sor utolsé eleme):

1 oo & L -3

01 0 1, A1 _2ﬁ
00| ¥ A
11 1 11
Az A matrix inverze tehat:
7 5
At — _%i ISR N _18 _75 _52
AR s T W
11 1 11

Megjegyzés: Természetesen tobbféle uton is megkaphatjuk ugyanezt az inverzmatrixot. (Jelenlegi
megoldasunkban arra térekedtiink, hogy minden elemi atalakitasra lassunk példat.)
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Végeredmények
1 _ _
1 =2 i 1 1 1 1 1 1 2 6
1 -1 3 —3 2. —-| -1 1 1 3 - -4 1 4
0 0 3 1 -1 1 3.1 =3
3 2 0 -7 5 4
4. nincs inverze 6. 5 7 =3 7. -2 2 1
-4 -5 2 4 -3 -2
2 2 =3
8 0O 1 -1
-1 -2 3

1.4. Vektorterek bazisa, matrix és vektorrendszer
rangja, altér

Rovid elméleti osszefoglald

Egy V vektortérben a {vy, v, ..., v,} vektorok linedrisan figgetlenek, ha a nullvek-
tort csak ugy lehet beldliik eldallitani, hogy minden vektort 0-val szorzunk:

0'U1+0'U2+...0'Un:Q

Egy V vektortér egy bdzisan egy linearisan fiiggetlen generatorrendszerét értjiikk. A
béazisok kozos elemszama a V' vektortér dimenzidja.

Egy V vektortér {vi,vs,...,v,} vektorrendszerének rangja r, ha a vektorok kozott

talalhaté r db linedrisan fliggetlen, de r-nél tobb nem. Egy A méatrix rangjan oszlopvek-
torai (vagy sorvektorai) altal alkotott vektorrendszer rangjat értjiik.
Legyen a V vektortérben {vy,vq,...,v,} egy vektorrendszer. A vektorokat V' valamely
bazisaban eléallitva irjuk fel azt a matrixot, amelynek oszlopaiban a vektorrendszer ele-
meinek kombinalé egyiitthatéi allnak. Ekkor a vektorrendszer rangja éppen ennek a
matrixnak a rangja.

Elimindcios médszer eqy mdatrixz rangjdnak meghatdrozdsdhoz: A kovetkezo, un. elemi
atalakitasok nem véltoztatnak egy matrix rangjan:

1. Egy sor szorzasa A\ # 0 szammal.

2. Egy sorhoz hozzdadni egy masik sor A\-szorosat.

3. El lehet hagyni olyan sort, amely a tobbi sor linearis kombinacioja.

4. Sorok sorrendjének felcserélése.

A fenti matrixot trapéz alakura hozzuk, és a kapott matrix sorainak szama éppen a
keresett rang.

(Ha egy vektorrendszer tartalmazza a nullvektort, akkor a nullvektort elhagyhatjuk.)

Megjegyzés: Amennyiben csak azt szeretnénk meghatarozni, hogy R"-ben bazist
alkot-e n db vektor, akkor elegendé megvizsgalni, hogy az altaluk alkotott matrix de-
termindnsa nulla-e vagy sem. Amennyiben nulla, igy a vektorrendszer nem linearisan
fliggetlen és igy nem bézis.

Egy V' vektortérnek altere a W, ha W C V és W maga is vektortér. Belathato, hogy
W pontosan akkor altere a V' vektortérnek, ha vy +vy € W és Av € W, ahol vy, vy, v € W,
AeR
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Feladatok

1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 vektorrendszerek rangjat!

(a) {(0,0),(0,1),(1,1),(2,2),(3,7)}
(b) {(0,0,1),(0,1,1),(0,1,2),(0,2,4), (0,0,0)}
(¢) {(1,1,1,1),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,1,0,0), (1,2,3,4)}

2. Ellendrizziik le, hogy a megadott vektorrendszer linearisan fiiggetlen-e és hataroz-
zuk meg a rangjat!

(a) vy = (1,3,—4), v = (—3,0,2), v3 = (—1,6,—6)
(b) v = (—1, -2, —4), Vg = (2,6,9), V3 = (1,6,6)

(c) v =(1,2,3), va=(—1,0,1), v3 = (1,1,0)

3. Bazist alkotnak-e a {v1,vs,v3} vektorok R3-ban? Ha igen, irjuk fel az w vektort
ebben a bazisban!

(a) v1 =(2,1,-3), v2 = (3,2,-5), v3 = (1,-1,1) és w = (1,2,2)
(b) vy = (1,1,1), v =(1,1,2), v5 = (1,2,3) és w = (6,9, 14)

(¢) vy = (0,0,1), vy = (0,1,1), v3 = (1, 1,1) és w = (2,0, 4)

(d) v = (1,2,3), vo = (1, 1,1), v3 = (2,3,4) és w = (1,2, 5)

4. Alteret alkotnak-e R®-ben a kovetkezé vektorok?

5. _
o W = {(z1,29,23,24,75) € R|21 = 75,79 = 23}

( )
° = {(21, T2, 23, T4, 5) € R?|2y — 19 + w3 — 74 + 75 = 0}
o W = {(x1,72,23,74,75) € R?|z; paros ,i=1,...,5}
o W = {(z1,72,73,74,75) € R5]x1 és x5 raciondlis}
o W = {(21,22,73,74,25) € R°|2] + 23 + 23 = 0}

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/c Irjuk be a vektorrendszer tagjait oszlopként egy matrixba:

— = = =
O = = O
—__ 0 O
OO = =
eIV R
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Elemi atalakitasokkal trapéz alakira hozzuk a matrixot, és sorainak szama a ke-
resett rang lesz.

100 11 100 1 1
1101 2 110 1 2
1110 3 (4)5(1) 111 0 3 (3)?2)
1 01 0 4 001 -1 3
100 1 1 100 1 1
110 1 2 010 0 1
~ 001 -11 (2)5(1) 001 —-11 (4)6(3)

001 -1 3 001 -1 3

100 1 1

010 0 1

T o011 -11
000 0 2

Sikertilt trapéz alaktra hozni a matrixot. Egyetlen sort sem lehet elhagyni, azaz
egyik sort sem lehet a tobbibél eléllitani (linedrisan fiiggetlenek). A sorok széma
4, igy a matrix rangja: rgA = 4.

2/a  Egy vektorrendszer linedrisan fliggetlen, ha a nullvektort bel6lik csak trivialisan
lehet kikombinalni. Ez azt jelenti, hogy a:- v+ - vs+v-v3 = 0 csak gy lehetséges,
ha a = 8 =~ = 0. Irjuk be az egyenletbe a vy, vy, v3 vektorokat:

1 -3 —1 0
al 3 |+681 0 |+ 6 | =10
—4 2 —6 0

Lathato, hogy a feltétel azt jelenti, hogy az

a—38—v=0
3a+67=0
—4da+28—-6y=0

egyenletrendszernek egyediili megoldasa az a« = =~y = 0.

A linedris fiiggetlenség meghatdrozasahoz tehat azt kell latni, hogy a fenti
egyenletrendszernek egyetlen(!) megolddsa van. A kordbban tanultak alapjan meg
kell probalni trapéz alakra hozni az egyenletrendszer matrixat gy, hogy egyetlen
sort se huzhassunk ki.

Amennyiben az 6sszes sor megmarad, Ugy az egyenletrendszer megoldhaté, és
mivel az egyenletrendszer homogén, ezért a megoldas biztosan az a« = f =~v =0
szamhéarmas. Ebb6l mar az is kovetkezik (lasd az el6zé kidolgozott példat), hogy
a vektorrendszer rangja 3.

Ha az egyenletrendszer matrixabdl egy vagy tobb sor kihtzhato, az azt jelenti,
hogy az a sor a tobbi linearis kombinaciéja, azaz a vektorrendszer nem linedrisan
fliggetlen. Ebben az esetben a rangot az el6z6 kidolgozott feladat mintajara
hatarozhatjuk meg.

Tekintsiik tehat az egyenletrendszer matrixat. Mivel az egyenletrendszer homogén,
ezért az utolsé sor — az eliminaciés lépésektol fiiggetlentiil — mindig csupa 0, igy
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azt a felirdsbol elhagyhatjuk:

1 -3 —1]0 1 -3 -1 1 -3 -1
3 0 60|~ 3 0 6 |@P2W[3 o 6 |PI0
4 2 —6]0 4 2 —6 0 —10 —10
1 -3 -1 L s
~1lo 9o 9 | ~ (o ) )
0 —10 —10

Egy sort kihtizhattunk a métrixbél, ami azt jelenti, hogy az egyenletrendszernek
(nem csak 1, hanem) végtelen sok megoldasa van. Ezért a vektorrendszer linedrisan
fiiggd, a rangja 2.

1. lépés: Ellenorizziik, hogy a megadott vektorrendszer bazis!

A Dbézis egy linedrisan fiiggetlen generatorrendszer (itt R3-ban). Egy generdtor-
rendszer elemeibdl a vektortér minden vektora eléallithato, igy konnyt latni, hogy
a 3-dimenziés R3-ban legaldbb 3 tagt vektorrendszer lehet csak generdtorrendszer.
A 3-dimenzi6s vektortérben linedrisan fiiggetlen vektorrendszerek 1,2 vagy 3 (azaz
legfeljebb 3) elemiiek. A vizsgéalt vektorrendszer 3 elemti (és ennyi dimenzids a vek-
tortér), ezért elegendd azt ellendrizni, hogy ez a 3 vektor linearisan fiiggetlen-e.
Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor a nullvektor csak trividlisan kom-
binalhat6 ki belSle (ldsd 2/a. feladat megoldasat). Irjuk fel ezt a feltételt a vektorok
koordinatait is felhasznalva:

2 3 1 0
al 1 | +8] 2 [+~ -1 |=[0
-3 -3 1 0

Ez pedig nem mas, mint az aldbbi homogén linearis egyenletrendszer:

20+38+~v=0
a+28—-v=0
—3a—-58+v=0

Ha ennek az egyenletrendszernek csakis az o« = = v = 0 a megoldasa, akkor
a megadott vektorrendszer bazis. Erdemes ennek ellendrzése elétt elére haladni a
feladatban...

2. lépés: Hatarozzuk meg a w vektort az 1j bazisban!

A w vektor felirdsa az 0j bazisban egyszert feladat, ha végiggondoljuk, hogy a
kérdést ugy is feltehettiik volna: ,Milyen egyiitthatokkal kell kombindlni a vy, vg
és v vektorokat, hogy w-t kapjuk?”, azaz

2 3 1 1
a 1 +b| 2 +c| =1 | = 2
-3 -5 1 2

Vegyiik észre, hogy éppen a mar kordbban is felirt egyenletrendszer inhomogén
valtozatahoz jutottunk! Oldjuk meg ezt az inhomogén egyenletrendszert. Ha a
kibovitett matrix trapéz alaktura hozasakor az alapmatrix haromszog alaki lesz,
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akkor a megadott vektorrendszer bazis; tovabba az egyenletrendszer megoldasaval
a w vektor koordinatdit is megkapjuk.

[rjuk fel az inhomogén egyenletrendszer kibSvitett matrixat és elimindciéval hozzuk
trapéz alakira:

2 3 111 23 11
1 2 —1|2 ~ 12 —1/2 ~
_3 _5 1 _2 (3)+3(2) 0 1 _ 4 2(2)7(1)
23 1|1 92 3 1
~ 01 —3|3 ~ 01 —3|3
01 —2/4 ®)-@) 00 11

Az alapmatrix haromszog alaki, ezért a megadott vektorrendszer bazis.
A kibovitett matrix a kovetkezo linedris egyenletrendszerre vezetett:

20+3b+c=1
b—3c=3
c=1

Az utolsé egyenletet felhasznalva b = 6, mig ezeket az adatokat az elsé egyenletbe
helyettesive a = —9 adodik.
A w vektor koordinédtéi az 0j bazisban: w = (—9,6,1).

4/a Ellendrizziik le, hogy L két tetszoleges a = (ay, as, as, ay, as) és b = (by, b, bs, by, bs)
vektorara (és egy A € R szdmra) teljesiil-e, hogy a+b € L és A -a € L.
Mivel a,b € L, ezért a = (a1, as, ag, ay,a1) és b = (by, ba, by, by, by). lgy egyrészt:

a—+ b= (ala Az, G2, a4, a/l) + (bh b2a b27 b47 bl) - (al + b17 a2 + b2a a2 + b27 aq + b47 ai + bl)

Az a + b vektorra szintén teljesiil, hogy az 1. és az 5., valamint a 2. és a 3. koordi-
nataja megegyezik, ezért a + b € L. Masrészt:

Aa=X-(a1,a9,a9,a4,a1) = (N ap, A-ag, A-ag, A~ ag, A+ ay)

A \-a vektorra is teljesiil, hogy az 1. és 5., tovabba a 2. és 3. koordinataja ugyanaz,
igy A-a € L.
Teljesiilt a két kivant feltétel, igy az L altere az R® vektortérnek.

Végeredmények

1/a) 2, 1/b) 2

2/b) a vektorrendszer linedrisan fiiggd, rangja 2,

2/c) a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, igy rangja 3

3/b) w=1(1,2,3), 3/c) w=(0,-2,2), 3/d) a vektorrendszer nem bazis
4/b) igen, 4/c) nem, 4/d nem, 4/e nem
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1.5. Linearis leképezések

Rovid elméleti 6sszefoglald

Legyen V' k-dimenzids, W n-dimenziés valés vektortér.
Egy p: V — W leképezést linedrisnak neveziink, ha
—additiv (Yo, ve € V: p(v1 +v2) = @(v1) + p(v2)) és
— homogén (Vv € V, YA € R: (A -v) = X ¢(v)).

@ képtere: Imp :={w e W | Jv € V: p(v) = w} (¢ képtere altér W-ben.)

- ¢ nulltere/magja: Kerp := {v € V | p(v) = Oy } (O — W nullvektora) (¢ nulltere
altér V-ben.)

¢ rangja: rgp := dim (Imgp)
¢ defektusa: defp := dim (Keryp)

- ¢ mdtriza adott By és By, bdzisokra vonatkozéan:

(e(b1)); - (e(b)); - (p(be)),

4 (w(él))z ((p(l?i))Q (@(ék))z

Lp o . . .
(o(01)),, - (b)), - (p(br)),
ahol By = {by,...,by} bazisa V-nek, By, = {b],... b} bazisa W-nek. (Tehat a

matrix i-edik oszlopaban a b; V-beli bazisvektor képének koordinatéi dllnak a By,
bézisra vonatkozoban.)

Nullitds+rang tétel:
dim (Kery) + dim (Imgp) = dimV" .

Feladatok

1. Tekintsiik a ¢ leképezést, ha
(@) ¢: R? = R*  o(z,y) = (v + 2y, 2y)
(b) p: R* - R o(x,y) == x + 2y
(c) p: R® —» R? o(x,y,z) = (r+ 2y, —y,32)
Allapitsuk meg, hogy ¢ lineéris leképezés-e. Amennyiben igen, igy hatdrozzuk meg
A) a nullterét, defektusat, képterét, rangjat;
B) a leképezés matrixat R™ természetes bazisara vonatkozdan;

C) a matrix segitségével dontsiik el, hogy a leképezés invertdlhaté-e, és adjuk
meg az inverz-leképezés matrixat!

2. Tekintsiink a
0 R* =R p(x,y,2) = (v, 2 +y,z+y+2)
linearis leképezést. Hatarozzuk meg a matrixat az alabbi bazisra vonatkozdan:

(a) B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (R* természetes bdzisa)
(b) B =1{(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
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Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/c 1. lépés: Linearitds ellendrzése.
Additiv a leképezés? Tetszbleges vy, vo € R? vektorokat tekintve:

(V1 +v2) = @ ((T1,y1,21) + (T2, Y2, 22)) = @ (21 + T2, 91 + Y2, 21 + 22) =
= (v1 + 22+ 2(y1 +y2), 11 + 22 — (Y1 +¥2),3(21 + 22)) =
= ((z1 +2y1) + (22 + 2y2), (1 — y1) + (¥2 — Y2), 321 + 32) =
= (1 4+ 2y1, 21 — y1,321) + (T2 + 292, T2 — Y2, 322) =
= o1, 91, 21) + (T2, Y2, 22) = p(v1) + p(v2) ,

tehat ¢ additiv.
Homogén a leképezés? Tetszéleges v € R3 vektort és A € R skalart véve:

p(Av) = (A(z,y,2)) = p(Az, Ay, Az) =
= (Az + 2y, Az — Ay, 3X2) = (A + 2y), Mz — y), A\(32)) =
= Mz +2y,x —y,32) = Mp(z,y,2) = Ap(v)
tehat ¢ homogén. Igy a ¢ linedris leképezés.

2. lépés: A képtér, nulltér, rang és defektus meghatdrozaisa.
Célszerti el6szor a nullteret meghatarozni:

Kerp = {U € R? | p(v) :Q} :

Keresstik tehat azokat a vektorokat, amelyek képe a nullvektor. A fenti feltétel egy
homogén linearis egyenletrendszerhez vezet a kdvetkezoképpen:

p(z,y,2) = (0,0,0)

(r+2y,x —y,32) = (0,0,0)
r+2y=0 T = —2y

rz—y=20 — T =1

3z=10 z=0

Az egyenletrendszer elsé két sora pontosan akkor teljesiilhet egyszerre, ha
x =y = 0. Az egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van: x=y=z=0, az-
az a 0 = (0,0,0) nullvektor. Kerp = {0}. Ez egy 0-dimenziés vektortér, igy
defy = dim(Kery) = 0.

A nullitas+rang tételt felhasznalva a kovetkez6t irhatjuk:

dim(Kery) + dim(Imy) = dim R?
0+ dim(Imgp) =3
dim(Imyp) = 3
A képtér tehat 3-dimenzids, igy rgy = 3. Egyetlen kérdés maradt még hatra,

hogy milyen vektorok alkotjak a képteret. Azt tudjuk, hogy a képtér altere R3-nak
(hiszen ¢ R3-ba képez). Az R3 3-dimenzids, a képtér is 3-dimenzids, igy a képtér
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csak a teljes R? lehet: Imp = R3.
3. lépés: A leképezés matrizanak meghatdrozdsa.
(Megjegyzés: A matrix felirdsdhoz nyilvanvaléan nincs szitkség a 2. 1épésre.)

A definicié szerint a matrix oszlopaiba a kanonikus/természetes bézis elemeinek
képei keriilnek. R3 kanonikus bazisa: {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}. Ezek képei:

©(1,0,0) = (1,1,0)
©(0,1,0) = (2,—-1,0)
(0,0,1) = (0,0,3)
Ebbdl ¢ métrixa:
1 2 0
A, =11 -1 0
0 0 3

4. lépés: A leképezés inverzének meghatdrozdsa, és mdtrixdnak felirdsa.
Az eddigiekbdl sejthetd, hogy a matrixok és a linearis leképezések kozott szoros kap-
csolat van. Belathato, hogy eqy leképezésnek létezik inverze, ha a leképezés mdtriza
invertalhato. Azt is fontos tudni, hogy egy leképezés mdtrizanak inverze éppen az
inverz-leképezés matriza:

(Ago)_l = Awfl .

Ellendrizni kell, hogy az A, matrix invertalhat6. Amennyiben a determinansa nem
nulla, ugy 1étezik az inverzmatrix:

1 2 0
Ay=]1 =1 0|=-3-6=-9#0.
0 0 3

A matrix invertalhatd, inverzét (az egységmatrixszal kibovitett) matrix soraival
végzett elemi atalakitasok segitségével kaphatjuk meg:

1 2 0|1 00 1 2 01 0 O
1 -1 0{0 1 O N 1 -1 0{0 1 O ~
1 0Ol 1 0 0 1 2 0/1 0 O
0 -3 0]—-11 0 ~ 010 % —% 0 ~
0 0 1,0 0% —5 (2 0010 0 1 (1)-2(2)
1 00/ 2 90
01 0 i _31 0
3 3
00 1(0 O %

(Emlékeztet6iil, a célunk az, hogy a bal oldali 3 x 3-as matrixot egységmadtrixsza alakitsuk, a jobb
oldalon pedig megkapjuk az inverzmatrixot: Els6 1épésben a harmadik sort %—dal szoroztuk. A
masodik 1épésben a mésodik sorbdl kivontuk az els6t. A harmadik 1épésben a masodik sort szo-
roztuk meg (—%)-dal. A negyedik lépésben az elsé sorbdl kivontuk a masodik sor kétszeresét.)
A o1 inverz-leképezés matrixa:

W N

A1 =

®»

O Wl—wl=
W=

o
w— O O
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2/b  Elsoként szamitsuk ki a bazisvektorok ¢ altali képeit:
©(0,0,1) = (0,0,1) ; ¢(0,1,1) = (0,1,2) ; e(1,1,1) = (1,2,3)
Ezeket a vektorokat kell a megadott bazis tagjaival kifejezni:

(0,0,1)=1-(0,0,1)4+0-(0,1,1)+0-(1,1,1)
(0,1,2) =1-(0,0,1)+1-(0,1,1)+0-(1,1,1)
(1,2,3) =1-(0,0,1)+1-(0,1,1)+1-(1,1,1)
A kapott egyltthaték a bazisvektorok képeinek koordinatai a megadott bazisban,

ezért a leképezés matrixat az adott bazisra vonatkozoéan gy kapjuk, hogy a kapott
egytitthatokat a megfelel6 oszlopba irjuk:

A%B =

o O =
O = =
— =

Végeredmények

1/a. A leképezés nem linedris.;
1/b. ¢ linedris. Kerp = {v € R? | v = (—2a,a),a € R}, defp = 1; rgp = 1, Imp = R;
A, = (1 2), a leképezés nem invertalhato.
1 00

1.6. Sajatértékek, sajatvektorok, diagonalizalhatésag

Rovid elméleti osszefoglal6

Legyen V n-dimenzids valés vektortér, és legyen ¢: V' — V linearis transzformacio.
¢ sajdtértéke A € R, ha ¢(v) = v valamely v € V vektorra. Ekkor a v vektor a ¢
transzformacié A sajatértékhez tartozéd sajdtvektora. Egy A\ sajatértékhez tartozd Osszes
sajatvektor alteret alkot, ezt a A\-hoz tartozoé sajdtaltérnek nevezziik. Ha A, a ¢ matrixa
(valamely bézisra vonatkozdan), és E a megfelel$ egységmatrix, akkor ¢ karakterisztikus
polinomja

ayy ... QAip 1 ... 0 an—)\ Q1
[Ap = AE[ =1 Lol AL Pl=1 1 |=0.

Apl -+ Gpn 0 ... 1 an1 e Qpp — A
— ¢ karakterisztikus polinomjanak gyokei éppen a ¢ sajatértékei!

—  matrixa pontosan akkor diagonalizalhatd, ha multiplicitassal egyiitt annyi sa-
jatértéke van, amennyi dimenziés a V vektortér, ES egy sajatértékéhez tartozé
sajataltér dimenzidja éppen a sajatérték multiplicitasa. Ekkor ¢ matrixa a sajat-
vektoraibdl all6 bazisban diagondlis, a féatloban a megfeleld sajatértékek szerepel-
nek.
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Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi linedris transzformacié természetes bazisra vonatkozd mat-
rixdt, karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit és sajataltereit! Allapitsuk meg, hogy
diagonalizalhaté-e a transzformdacié matrixa, és ha igen, akkor irjuk fel azt a bazist,
amelyben a métrix diagonalis!

1.

A

¢:R* = R?*  o(z,y) = (2z,4y)

p:R2 R o(z,y) = (v +y,2—y)

0:R3 = R3 p(r,y,2) = (v +2y,x+y,2y + 42)

0:R3 = R3 o(r,y,2) = (v + 2y + 32,2y + 32, 32)

e: R =R o(r,y,2)=(x+y,x—y,—2)

0:R3 = R3  p(r,y,2) = (4r — 2y + 22,20 + 22,y + 2 — )

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

3.

1. lépés: A leképezés matrizanak felirdisa a természetes/kanonikus bazisban. Mivel
©(1,0,0) = (1,1,0), ©(0,1,0) = (2,1,2) és ¢(0,0,1) = (0,0,4), igy a keresett
matrix:
1 20
A, =110
0 2 4

2. lépés: ¢ karakterisztikus polinomjanak meghatdrozdisa. A karakterisztikus poli-
nomot az |A, — AE| = 0 képletbdl kapjuk meg:

1—Xx 2 0
A, —AE|=| 1 1-X 0 |=
0 2 4—)
=(1=MN@A-N)-24-N=(1-1)*-2) 4=\ =
=...=NM=-22-1D4-)N=0

3. lépés: A sajatértékek és a hozzdjuk tartozo sajatalterek meghatdrozdsa. A sajat-
értékek a karakterisztikus polinom gyokei:

2+v4+4  2+2v2
— 5 e 2\/_:1:&\/5

Ag =4

Egy sajatértékhez tartozé sajataltérben a p(v) = Av egyenléséget kielégité vek-
torok vannak. Fz az egyenl@ség valdéjaban egy linearis egyenletrendszer. E linearis
egyenletrendszer megoldasai alteret alkotnak; ezt az alteret keressiik, ez az adott
sajatértékhez tartozo sajataltér.

o(v) = v = (x 4+ 2y, x + y,2y + 42) = (A\x, Ay, \2) =

T+ 2y =\ (1-=XNz+2y=0
= TH+y=2Ny = r+(1=XNy=0
2y +4z = Az 204+ (4—=XNz=0
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A = 1+ /2 esetén az egyenletrendszer:

(1-(14+V2)z+2y=0 —\2z 42y =0
z+(1-(1++v2)y=0 = T —+2y=0
20+ (4—(14++2)z2=0 20+ (3—v2)2=0
Az els6 egyenlet a méasodik egyenlet —v/2-szerese, a masodik egyenletbdl z = v/2y
-t kapjuk. A harmadik egyenletet rendezve y = @z -hez jutunk. z-re az egyen-

letrendszer nem ad megkotést, ezért az tetszoleges valos értéket felvehet:

2—3 2-3
x:\/§\/_ z, V2 z

= R
5 5 , z €

Az egyenletrendszer egy (nem csupa zérus) megoldasa (z = 2):

V2(v2-3)
V1 = \/——3
2

az Osszes megoldésa:
Slz{t'U1|tE]R} ,

ez pedig egy (a v; vektor altal generalt) egydimenziés altér (origon athaladé, vy
irdnyvektoru egyenes).
Ay = 1 — /2 esetén az egyenletrendszer:

(1-(1—-V2)z+2y=0 V2r +2y =0
z+(1-(1-v2)y=0 = 42y =0
2y+(4—(1—v2)z=0 2y +(3+v2)z =0

A A1 esetnél latottak szerint folytatva, ennek az egyenletrendszernek az Gsszes
megoldasa:

V2(V2 4 3)
Se={t- vy |t € R} , ahol vy = —V2-3 :
2

(itt a vy vektort z = 2 esetben kapjuk), ez szintén egy (a vy dltal generalt) egydi-
menzids altér (origén athalado, vy irdnyvektoru egyenes).
A3 = 4 esetén az egyenletrendszer:

(1-4)z+2y=0 3z +2y=0
r+(1-4)y=0 = r—3y=0
20+ (4—-4)2=0 2y =0

Innen y = 0 azonnal adddik, és ekkor x = 0. A z-koordinata esetében az egyenlet-
rendszer nem kovetel meg semmit, ezért az tetszoleges valds szam lehet. Igy példaul
a vy = (0,0,1) egy megoldasa az egyenletrendszernek, az 6sszes megoldas pedig:

Sy={t-vs|teR},
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ez ismét egy (a v altal generalt) egydimenzids altér (éppen a z-tengely).

4. lépés: A diagonalizdlhatosag megdllapitiasa, a diagondlis mdtriz felirdsa. A dia-
gonalizédlhat6sdgra vonatkozé tétel szerint két dolgot kell ellenérizntink: 1. (mul-
tiplicitassal egytitt) annyi sajatérték van-e, mint amennyi a vektortér dimenzidja;
2. egy-egy sajatérték multiplicitasa egybeesik-e a hozza tartozé sajataltér dimen-
zibjaval. Az elso kérdésre igen a valasz, hiszen 3 kiilonboz6 sajatértéket taldltunk,
mindegyik egyszeres gyok, ezért 1+ 1+ 1 = 3, és R® dimenzidja is 3. A mdsodik
kérdésre is igennel valaszolhatunk, ugyanis minden egyes sajatérték sajataltere egy-
dimenzids volt, és ez egybeesik azzal, hogy minden egyes sajatérték egyszeres gyoke
a karakterisztikus polinomnak. Tehéat a ¢ métrixa diagonalizalhatd, mégpedig a

V2(V2 - 3) V2(V2+3) 0
B = {v,v9,v3} = V2 -3 , -2 -3 .1 0
2 2 1

sajatvektoraibdl allo bazisban, itt a matrixa

1+v2 0 0
A,p = 0 1-+v2 0
0 0 4

1. lépés: A leképezés mdtrizanak felirisa a természetes/kanonikus bdzisban. A
©(1,0,0) = (4,2,—1), p(0,1,0) = (=2,0,1) és ©(0,0,1) = (2,2,1), ezért méatrix:

4 -2 2
A, = 2 0 2
-1 1 1

2. lépés: ¢ karakterisztikus polinomjdnak meghatdrozdsa. Az |A, — AE| = 0 képlet
alapjan:

4—X =2 2
2 A 2 |=...===-1)(\=-22=0
-1 1 1-2x

3. lépés: A sajatértékek és a hozzdjuk tartozo sajatalterek meghatdrozdsa. A sajat-
értékek a karakterisztikus polinom gyokei:

A1 =1 (1-szeres) és Ao =2 (2-szeres).

Az 1. példaban is lattuk, hogy a megfelel6 sajatértékekhez tartozd sajataltereket
egy-egy linedris egyenletrendszer segitségével hatarozhatjuk meg:

e(v) =M = (dr — 2y + 22,2z + 22,y + 2z — x) = (A, Ay, A2) =

dr — 2y + 2z = M\ (A—=XNz—2y+22=0
= 20 4+ 2z = \y = 20— Ay +22=0
—rz+y+z=2Az —r+y+(1-XN)z=0

A1 = 1 esetén az egyenletrendszer a kovetkezo:
3x —2y+22=0

20 —y+22=0
—r+y=0
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A harmadik egyenletbdl azonnal z = y addodik, ezt behelyettesitve akar az elso,
akar a masodik egyenletbe x = —2z -t kapunk. z-re nincs megkotés, igy tetszoleges
valés szam lehet. Ha példaul z = 1, akkor a v; = (=2, —2, 1) koordinatai megoldasai
az egyenletrendszernek. A vy sajatvektort felhasznalva egyenletrendszer megoldd
altere (azaz a keresett sajataltér):

-2
51: t —2 ‘tER
1

Mivel a keresett sajatalteret egyetlen vektor (a v;) generdlja, igy az S; egydimen-
Zi0s.
Ao = 2 esetén az egyenletrendszer a kovetkezo:

20 —2y+22=0
20 =2y +22=0
—r+y—2=0

Itt mindharom egyenlet ugyanazt az informaciét tartalmazza, hiszen az els6 két
egyenlet megegyezik, a harmadikat pedig —2-vel szorozva az elso két egyenlet egyi-
két kapjuk. Az egyenletrendszer igy egyetlen egyenletre redukalédott: v —y+2z = 0.
Geometriai gondolatmenettel azonnal latjuk, hogy egy origot tartalmazoé sikrél van
sz6, amely kétdimenziés altér R3-ban. Lineéris algebrai okoskodassal az y és a z
tetszoleges értékeket felvehet, és az egyenletbol ©x = y— 2 -t kapjuk. Legyen példaul
y=16és2z=0,illetve y =0 és z = 1, ekkor vy = (1,1,0) és v3 = (—1,0,1) meg-
oldjék a fenti egyenletet. Ezek a (linedrisan fiiggetlen!) sajatvektorok felfeszitik a
keresett sajatalteret (azaz barmely tovabbi sajataltérbeli vektort kikombinalhatunk
a segitségiikkel), és lathat6 az is, hogy a kapott sajataltér kétdimenzids:

1 —1
So=<s| 1 |+t 0 |]|s,teR
0 1

4. lépés: A diagonalizalhatésdag megdllapitdsa, a diagondlis mdtrix felirasa. A diago-
nalizalhatdsagra vonatkozo tétel feltételeit kell ismét ellenorizni. A ¢ transzforma-
cibhoz két sajatértéket kaptunk, az egyik 1-szeres, a masik 2-szeres multiplicitasu.
A tér 3-dimenzids, és 2 + 1 = 3, ezért az elso feltétel teljesiil. A masodik felté-
tel azt koveteli meg, hogy a sajatértékek multiplicitasai essenek egybe a hozzajuk
tartozo altér dimenzidjaval. A\; = 1 esetén egyszeres gyokhoz egydimenzids altér,
mig Ay = 2 -t tekintve kétszeres gyokhoz kétdimenzids altér tartozott. A tétel
feltételei teljestiilnek, igy a transzformacié matrixa diagonalizalhatd, mégpedig a
sajatvektoraibol all6 bazisban:
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Végeredmények
fho 20 (1 . . . , . .
1. matrixa: A, = g 4 | czmar diagonalis alakt, igy a kanonikus bazis egybeesik
a sajatvektorokbdl allo bazissal; sajatértékek: A\ = 2, Ay = 4.
oy 1 1
2. maétrixa: A, = ( 1 1 );
sajatértékei és azokhoz tartozé sajatalterek: A\; = v/2 (1-szeres),
Ay = —V/2 (1-szeres);
[ )=l (1))
sajatvektorokbol allé bazisa: B = {( L +1\/§ ) , ( ! _1\/§ )}7
diagondlis matrixa: A,z = ( \f _(\)@ )
1 2 3
4. métrixa: A, =] 0 2 3 |;
00 3
sajatértékei és azokhoz tartozo sajatalterek: Ay = 1 (1-szeres), Ay = 2 (1-szeres),
A3 = 3 (1-szeres);
1 2 9
S1=<Kt] 0 ||teR, So=Xt| 1 [[teRy, S3=qt| 6 ||teRy;
0 0 2
1 2 9
sajatvektorokbol allo bazisa: B = O], 11,6 ;
0 0 2
100
diagonalis matrixa: A,p=| 0 2 0 |.
00 3
1 1 0
5. matrixa: A, = 1 -1 0 |[;
0 0 -1

sajatértékei és azokhoz tartozé sajatalterek:
A1 = V/2 (I-szeres), Ay = —/2 (1-szeres), A3 = —1 (1-szeres);

1+ V2
S =<t 1 ‘tGR,
0
1—-V2
Sg{t 1 |tER,
0
0
Sg{t 0 |t€R;
1
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1+v2 1—+2 0

sajatvektorokbol allé bazisa: B = 1 , 1 ;1 0 ;

0 0 1
V2 0 0
diagondlis matrixa: A,z = 0 —V/2 0
0 0 1

1.7. Szimmetrikus és ortogonalis transzformaciok

Ro6vid elméleti 6sszefoglald

Fuklideszi vektortéren egy
(,): VXV =R

belsd/skaléris szorzattal ellatott vektorteret értiink (pontos definiciét lasd el6adas). A
belsé szorzat tehat két vektorhoz egy szamot rendel. Specidlisan, az R™ euklideszi vek-
tortér kanonikus bels6 szorzata:

(v, W) 1= Viwy + Vows + . .. + VW, v = (v1,02,...,0,),w = (W, Ws, ..., W) .

Egy vektor hossza (vagy norméja) a kanonikus belsé szorzatot hasznalva:

v = (01,03, 05,...,0n) ER™: loll = \/{w,0) = ol +0F+ 0+ .. 02

Tekintstink a V' euklideszi vektortéren egy p: V — V leképezést. A ¢ adjungdltja az
a p*: V — V leképezést értjiik, melyre teljesiil, hogy:

(o(x),y) = (z, 0" (y)) . minden x,y € V -re.

© szimmetrikus (vagy onadjungdalt), ha ¢* = ¢, azaz tetszéleges x,y € V vektorokra
(p(x),y) = (x,p(y)) fenndll. Amennyiben ¢ szimmetrikus, gy az A, matrixa is szim-
metrikus (a kanonikus bézisra vonatkozoéan).

@ ortogondlis, ha p* = o=, vagyis barmely z,y € V vektorokra (¢(z),y) = (z, o (y))
teljesiil. Az ortogonalitassal ekvivalens az a feltétel, hogy a ¢ megtartja a belso szorza-
tot ((z,y) = (p(z),v(y))), és igy normatarté (azaz megbrzi a vektorok hosszat). Ha ¢
ortogonalis, akkor a matrixara teljestil a A;l = Al feltétel (a kanonikus bazisra vonat-
kozban). (A métrixra vonatkozé éllitas abbdl kovetkezik, hogy valés esetben egy matrix
adjungéltja a matrix transzponaltjaval egyezik meg.)

Feladatok

Legyen adott az R3 euklideszi vektortér. Az aldbbi métrixok egy-egy ¢: R3 — R?
linearis transzformacié matrixai a kanonikus bazisra vonatkozoan. Allapitsuk meg, hogy
melyik transzformdacié szimmetrikus, melyik ortogonélis R? kanonikus belsé szorzatanak
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alapulvételével!

1. A

©
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0 1 0
5. A,=| 0 0 —1
~10 0
12 2
3 3

6 =] 3
_3 P
3 3 3

3 4
—5 5
7. A= %%O
0 01

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1. Mivel csupan a ¢ leképezés matrixa all a rendelkezéstinkre, igy a leképezés matri-
xara vonatkozé feltételek segitségével dontjiik el, hogy a leképezés szimmetrikus-e

és/vagy ortogondlis-e.

Egy leképezés szimmetrikus, ha a matrixa szimmetrikus. A példaban szereplé mat-
rix lathatéan nem szimmetrikus a féatlojara, igy a leképezés nem szimmetrikus.

Egy leképezés ortogondlis, ha a métrixdnak inverze éppen a matrix transzponaltja
(transzpondlt: a matrix elemeit a féatlora titkrozzik). Egy matrix inverzét balrol
és jobbrdl is megszorozva a matrixszal, éppen az egységmatrixot kell kapni. Ha
elvégezzik az A, - A’; és A’; - A, matrixszorzasokat, és mindkét esetben az egység-
matrixot kapjuk, akkor az azt jelenti, hogy Afo = A;l, azaz a leképezés ortogonalis.

-1 3
-3 5
-3 3

11 19
19 35
11 23

~1 ~1 -3 -3
~1 |- 3 5 3 |=
1 ~1 -1 1
11 100

2 #0010

19 001

A masik szorzast el sem kell végezni, hiszen lathatd, hogy méar az els6 szorzat sem
az egységmatrixot adta, igy a feladatbeli ¢ leképezés nem ortogondlis.

Végeredmények

2. nem szimmetrikus, nem ortogonalis; 3. nem szimmetrikus, nem ortogonalis;
4. szimmetrikus, nem ortogondlis; 5. nem szimmetrikus, ortogonalis (origét tartalma-
z6 tengely koriili elforgatds a térben); 6. szimmetrikus, ortogonélis (origbt tartalmazé
tengely koriili forgatas és egy origdt tartalmazé sikra vonatkozo tikrozés egymasutanja
a térben, ahol a forgatas tengelye és a tiikrozés sikja merdleges egymasra = forgatva
tikrozés); 7. szimmetrikus, ortogonélis (origdt tartalmazé sikra vonatkozé tikrozés a

térben)
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1.8. Gram-Schmidt ortogonalizaciés eljaras

Rovid elméleti 6sszefoglald

Gram-Schmidt ortogonalizdcios eljards: Legyen V euklideszi vektortér. Ekkor V' (vagy
V egy alterének) tetszbleges (by, .. ., b,) bazisahoz konstrualhaté olyan (e, .. ., e,) orton-
ormalt bazis ugy, hogy L(by,...,bx) = L(e1,...,ex), k=1,...,n. (Ortonormélt bazis: a
bézisvektorok paronként merdlegesek egymasra és egységnyi hosszisaguak.)
A keresett bazist a kovetkezo 1épések segitségével konstrudlhatjuk meg:
1. lépés: e; meghatdrozdsa.

e = by

e
Tehat az ej-et ugy kapjuk, hogy a b, vektort elosztjuk a hosszaval, igy egységnyi hosszi-
sagu vektorhoz jutunk.
2. lépés: e; meghatarozdsa.

ahol €, =by — (by,e1) €1 .

Itt a (by, e1) e; valdjaban a by vektor ej-re valé meréleges vetiiletét jelenti. Az igy kapott
vektort kivonva a by vektorbdl olyan e}, vektort kapunk, ami mar valoban meréleges e;-
re, de még nem egységnyi hosszusagu. Ezért el kell osztani a hosszaval, és es mar e;-re
merdleges egységvektor. Személetesen a masodik 1épésben a kovetkezo torténik:

{(by,epe,

€, b,

3. lépés: e3 meghatarozdsa.

!
€3

= M s ahol 6% = b3 — <b37€1> €1 — <b3,€2> €y .
3

€3 .

(k4 1). lépés: ex 1 meghatdrozdsa.

/
 Crn
Cr+1 = )
e/
k+1
/
ahol €}, = bpg1 — (brt1,€1) €1 — (brs1,€2) €2 — ... — (brt1, €x) € -

Feladatok

Konstrualjunk ortonormalt béazist az alabbi bazisbol:
1. by =(1,4,2), by = (2,1,4), bs = (2,1,2)
2. by =(1,-2,2), by = (—1,0,1), b3 = (5,—3,—7)
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= (1,0,1), by = (2,1,0), by = (0,3, 1)

= (1,1,1), by = (2,—1,-1), by = (2,3,1)

= (1,1,2), by = (2,1,1), by = (1, —1,2)

= (1,1,0,0), by = (1,0, —1,1), by = (0,1,1,1)

= (0,0,1,1), by = (1,1,0,0), by = (1,0,1,1), by = (1,0,1,0)

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1.

1. lépés: az e; meghatdrozdsa.

Mivel az
by

[1b1]]
vektort ugy kapjuk, hogy a b1-bdl egységvektort készitiink, igy sziikség lesz a by

hosszara:
|61]] = V12 + 42 + 22 = /21

€1 .=

Ebbdl az e;:

1 (1,4,2) 1 4 2
€1 = ——=1,4% = ) ) .
VR V217 V21 V21
2. lépés: az e; meghatdrozdsa.

!
€9

ezl

Ahhoz, hogy meghatarozzuk az es-t, ismerntink kell az e)-t. Az €, kiszamitasahoz
ismerni kell, hogy mennyi a (by, e;) belsé szorzat. Nyilvanvald, hogy a szdmolds
lépései a kovetkezok:

(1) Kiszamitjuk a (by, e1) belsé szorzatot (egy valds szamot varunk eredményként).

ahol e, =by — (by,e1) e .

€y =

(b2,61>:<(2,1,4),< 21,\/‘;_1, 21>>:2.\/12_1+1.\;“2_1+4.\/22_1:

2+4+ 14

(2) Az (1)-ben kapott szamot megszorozzuk az e; vektorral (az eredmény egy
vektor, mégpedig a by e1-re vonatkoz6 meréleges vetiilete - 1d. elméleti rész).

14 1 14 2 2 8 4
b = ——=(1,4,2 1,4,2 1,4,2) ==, -, =
(oryer = oo —ra(14.2) = 51(14.2) = (14.2) = (5.5.5)

-ben kapott vektort kivonjuk b,-bol, és megkapjuk az e, vektort.
(3) A (2)-ben kap k kivonjuk be-bol, é gkapjuk 5 vek

28 4
6/2 = by — <b27€1> €1 = (27174) - <3a3?3> -

2 8 4 4 58y 1
=(2-21-24-2-)=(= 4
( 373 3) (3’ 3 3) 358
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(4) Kiszamitjuk az € vektor hosszat.

HaH::¢<4)?+(_5)2+<?)2::%16+25+64::¢ﬂg

(5) A kapott hosszisdggal elosztjuk az e}, vektort, és ex-hoz jutunk.

Lly s8y= L@ sy = (2 B
BTN T 05 Y T\ VIS VoS V05

3. lépés: az e3 meghatdrozdsa.

€o =

e
[les]]
Az ey mintdjara hatarozzuk meg az ez vektort is. Végiggondoljuk, hogyan tudjuk

kiszamitani a keresett e} vektort, amibél majd az es vektort megkapjuk.
(1) Kiszdmitjuk az (b3, e;1) és az (bs, e5) bels szorzatok értékét:

= bz — <b3, €1> €1 — <53, 62> €2

€3 =

o) — 2. L 4, 2 24444 10
o \/_ Vot oo Vet Ve

-5 8 8—5+16 19
(b3, ) = 2= -
\/ V105 V105 V105 V105

(2) Meghatarozzuk a (bs, €1> e1 és (bs, ea) es vektorokat:

10 1 10 10 40 20
= ——=(1,4,2 1,4,2
baer)er = e b2 = grh 42 = <21 21’ 21)
19 1 19 76 —95 152
b - (4, 4, oI s
(3) Meghatarozzuk az e} vektort:
10 40 20 76 —95 152
¢ = (2,1,2) () - () _
2121 21 105" 105 " 105

21 1057 21 10577 21 105
_(2 0—50—76 105— 200 + 95 210—100-152)_

105 ’ 105 ’ 105

(840—42> (40—2)_2(20 )
1057 7 105 5775 ) 5707

(4) Kiszamitjuk az e vektor hosszat:

= () s (2] = [TV 2

D ) 25 5 )

_( 10 76 . 40 95 . 20 152)_
1

(5) Meghatarozzuk az ez vektort:

1 2

€3 = Eg(Q,O,
5

—1) = ;5(2,0,—1)

A keresett ortonormadlt bazis:

{742 758, 500

ot
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Végeredmények
2. e1=35(1,-2,2), e2 = 5 =(-10,2,7), 5 = = =(2,3,2)
3. e1=75(1,0,1), ea = J=(1,1,-1), e3 = 5(—1,2,1)
doer= (L1 1), e = £(2,-1,-1), e3 = 55(0,1,~1)
b.e1=5(1,1,2), e = 7=(7,1,-4), e = (1, -3,1)
6. e1 = 75(1,1,0,0), e2 = =(1,-1,-2,2), 5 = =(~1,1,2,3)
7. e = 7(0 0,1,1), e = 7(1,1,0 0), es = 55(1,-1,0,0), e = —5(0,0,1, -1)

HASZNOS OSSZEFOGLALO

A kovetkezokben roviden Osszefoglaljuk a késobbiekben sziikséges linearis algebrai
,minimum-tudast”. Legyenek v = (v, v, v3) és w = (wy, wy, w3) vektorok R3-beliek.

v és w belsd szorzata: (v, w) = viwy + vowy + vawz € R
€1 €2 €3
v és w kilsd szorzata: vXw=| vy vy vz |=...=
wp w2 wWs
= (’UQ'U)g — Ugwg) ey + ('U3U)1 — ’U1'U)3) €o + (U1w2 — 'Ugwl) €3 =

3
= (Vw3 — V3Wa, V3w — V1W3, V1We — Vawy) € R

Vegyiik észre, hogy két vektor belsé (skalaris) szorzata egy szam, mig a kiilsé (vektoria-
lis) szorzatuk eredménye egy vektor.
Az eloallitasbol konnyen megjegyezhetjiik azt is, hogy a kiils6 szorzat ferdeszimmetrikus,
azaz v X w = — (w X v).

A u, v és w vektorok vegyes szorzata: |u,v,w| = (u X v,w) .

A v € R3 vektor hossza: ||v]| = \/(v,v> = \/v% + v3 + v3.
A v és w vektorok végpontjainak tévolsaga a kiillonbségvektoruk (d) hossza:

ldll = flo = wll = /(o1 = W) + (02 = wa)? + (5 — ws)?
(Itt a d vektor kezdépontja a w végpontja, végpontja a v végpontja.)

Egy masik megkozelitést hasznalva a v és w vektorok belso és kiilso szorzata felirhaté
az altaluk kozbezart ¢ szog segitségével is:

(v, w) =[o] - [[w]] - cos ¢

[o X wl| = vf| - [lw] - sine



2. fejezet

Egyvaltozés figgvények analizise

2.1. Komplex szamok

Rovid elméleti osszefoglalo

Komplex szamon egy z = (a, b) valos szampart értiink. Az a a z komplex szam valds
része, a b a z képzetes része. A komplex szamok halmazanak jele: C, igy C = Rx R irhato.
Tetszoleges komplex szamot egy vektorként is szemléltethetiink az an. Gauss-féle komp-
lex szamsikon (amely lényegében ugyanaz, mint a kozépiskoldbdl ismert Descartes-féle
koordindtarendszer), ahol az z-tengely a valds tengely, az y-tengely a képzetes tengely.

képzetes
tengely
z=(a,b)
2| i
b b=z|-sin@
i : valos
a=|z|-cosp tengely

Komplex szamok esetében az 0sszeadas és a szorzas az alabbiak alapjan torténik:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Ha a € R, akkor a = (a,0) — tehat R C C.
Legyen i := (0, 1), ezt a szdmot képzetes/imagindrius egységnek nevezziik. Kénnyen 14t-
hato, hogy 1> = —1. (Az i az 2® + 1 = 0 egyenlet — egyik — megold4sa.)
Egy z = (a,b) komplex szam
algebrai alakja: z=a+1-b;
konjugdltja: z=a —1i-b (azaz a z vektort titkkrozzik a valos tengelyre);
abszolit értéke: |z| =+a2+b*=+/z-Z (a z vektor hossza);

35
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trigonometrikus alakja: z = |z|-(cos@ +i-sing) (a, b és |z| egy derékszogii hdrom-
szog oldalai);

exponencidlis alakja: z = |z|-€"% (a cosp+i-sinp = e tn. Euler-formula alapjén).
Komplex szamok korében a hatvanyozast a kovetkezo képlettel irhatjuk le:

2" = |2|" (cos(ny) + i - sin(nyp)) Moivre-képlet

Bebizonyithat6, hogy komplex szdmok esetén a w = /z egyenletnek pontosan n db
megoldasa van, amelyeket a Gauss-féle komplex szamsikon dbrazolva egy szabdlyos n-
szOg csucsait adjak:

2k 2k
Vz=wp = {2 (cosw—ki-sinW) =
n n

k - 360° k - 360°
:memﬁﬂ_+¢ﬂm@+>, k=01,2,....n—1
n

n
Specidlis eset az 1 = (1,0) komplex szam gyokei, az n-edik eqységqgyokok:

n 2km .. 2kmw k-360° . . k-360°
\/T:wk:cosi%—z-sm—:cos + 12 -sin
n n

Feladatok

1. Szamitsuk ki a kovetkezo dsszeadasokat:
a)2i+3i, b) (5+4i)+ (7+3i), ¢) B—10)+(3+1), d) (2+17)+ (4i) + (3+ 31)

2. Szorozzuk Ossze az alabbi komplex szamokat:
a)4-(—i), b) (=i)-(—i), ¢) (3—=2i)-4, d) (3—2i)-(3+2i), e) (5+T7i)-(1—1),
f) it, g)
3. Hatérozzuk meg a kdvetkezo osztasok eredményét:
A b)3—|—2i C>3+2i Q) 8 ) 6+ 37
2 o i V3—2 Yoo Y Tara

4. Szamitsuk ki az z komplex szam abszolut értékét, ha

1 1
a) z=1, b) z="T7+TT7i, C)Z:ﬁ+ﬁi’ d) z=

5. Hozzuk trigonometrikus alakra z komplex szamokat:
1 3 3
a) 2=2, b)z=i, ¢)z=1—1, d>z=—2+§z’, e>z=§‘

—1—14, €) z=-Ti

1

N —

6. Hatarozzuk meg és rajzoljuk fel a kovetkezo komplex szamok n-edik gyokeit!
a) z=-242i,n=3; b)z=3-3i,n=3; ¢c)z=1+1i,n=4

7. Irjuk fel a mésodik, harmadik és negyedik egységgyokoket!

8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
a) (2+3i)z—4i=0
b) 2241=0
¢) 20-2°+2i-2+1=0
d) 24 —2-2i=
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Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/b

2/e

3/e

5/e

Komplex szamok Osszeaddsakor a valds részeket osszeadjuk, igy kapjuk a valds
részt, és ugyanigy jarunk el a képzetes résszel is:
(b+4)+(T+30)=5+4i+T+3i=12+T7i .

hasznaljuk fel: (5,4) + (7,3) = (5+ 7,4+ 3) = (12,7) .

Két (vagy tobb) komplex szam szorzasakor — ha a szdmok algebrai alakban adottak
— egyszertien ugy jarunk el, mintha tobbtagu kifejezéseket szoroznank ossze. Fel-
hasznélva, hogy i* = —1, a kovetkezdt kapjuk: (5+7:)-(1—4) = 5—5i+T7i—Ti* =
542i—7-(-1)=12+2i .

(5.7) - (1,—1) = (5— (=7), =5+ 7) = (12,2).

Osztés esetén bovitsiink a nevezd konjugaltjaval, igy minden esetben eltlinik a
nevezo képzetes része, és csupan egy valos szammal vald osztas marad:

6430 (6+30)(—4—2i) (n —24—12i — 12i — 62

—4+2 (=44 2i)(—4 — 25) 16 + 4
—24 —24i+6  —18 — 24i 18 24 9 6.
—= et = - — = —— — —1
20 20 20 20 10 5

A (x)-gal jelolt 1épésben felhasznaltuk, hogy ha z = a + ib, akkor z - z = a® + b?.

L, 1)° (! >N R
N —| = _ _ —= —_ —_ = =
V2 V2 V2 V2 2 2
A z algebrai alakban adott, a trigonometrikus alak altalanos képlete:

z = |z| (cos p+isin ), ahol ¢ a z-nek mint vektornak valds tengellyel bezért szoge.
Szamitsuk ki el6szor a komplex szam abszolut értékét:

(I RTO R RERRE

A trigonometrikus alakbdl eddig csak a vektor hosszat tudjuk:

V3 o1

7—52':1-(00590—1—2'-8111@)

Két komplex szam pontosan egyenlo, ha a valds részek is és a képzetes részek is
megegyeznek:

V3

1
7:1-(:0390 és —izl-simp — @:_%:_300

A keresett trigonometrikus alak: z = cos (_76T> + 2 sin <—g> .

Megjegyzés: Amennyiben a szinusz- és koszinusz-fiiggvény értékei nem nevezetesek,
azt alabbi lépéseket érdemes kovetni. Elscként rajzoljuk fel a komplex szamot mint
vektort a Gauss-féle komplex szamsikon, ezzel meglatjuk, hogy melyik siknegyedbe
tartozik a vektor végpontja és koriilbeliil mennyi a hozzd tartozd ¢ szog. Ezutdn
pedig a tgp = zlei alapjan — példaul szamologép segitségével — megkereshetjiik a
© értékét.
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6/a Els6 lépésben hatarozzuk meg a z = —2 + 2i komplex szdm trigonometrikus alak-

jat, mivel a gyokok felirdsahoz hasznalt képletet csak igy tudjuk alkalmazni.
Rajzoljuk fel a komplex szamot. El6fordulhat, hogy mar az abrardl latszik a komp-
lex szamhoz tartozd szog, igy nincs sziikség az el6zo feladatban szereplé megoldasi
modszer alkalmazéasara.

Az abrardl azonnal leolvashatd, hogy a z komplex szamhoz tartozo szog ¢ = 135°.
A z hossza: |z| = /(—2)24+22 = /8, és igy a keresett trigonometrikus alak:
z = /8(cos 135° + i - sin 135°).

A kovetkezo 1épésben irjuk fel a képletet, ahol n = 3, azaz a z harmadik gyokeit
keresstik:

135° + k - 360° 135° + k - 360°
%:wk:m<cos + +1i-sin + ), k=0,1,2

3 3
135° 40 - 360° 135° 40 - 360°
wy = V2 <COS +3 + 4 - sin +3 ) = /2 (cos45° + i - sin 45°)
135° 41 - 360° 135° 41 - 360°
wy = V2 <cos + + i - sin +3 ) = /2 (cos 165° + i - sin 165°)
135° 4 2 - 360° 135° 4 2 - 360°
wy = V2 (cos +3 + i - sin +3 ) = /2 (cos 285° + i - sin 285°)

Felhasznalva, hogy //8 = /8 = v/23 = 26 =927 =+/2 .
Hatra van még a komplex gyokok abrazolasa, amelyek egy szabalyos haromszog
csucsait adjak:

(A gyokok rajta vannak egy /2 sugarti, origd kozéppontii korén, a gyokokhoz
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8/b

tartozo szogek rendre: 45°,165°, 285°.)

Vegytik észre, hogy az els6 gyok (wg) meghatarozdsa utdn elegendd, ha tudjuk,
hogy a gyokok szabdlyos sokszoget hatdroznak meg. Szabalyos haromszog esetén
az origonal 1évé szogek kozott @ = 120° kiillonbség van. Példaul: 45°4+120° = 165°
vagy 165° + 120° = 285°.

Meghatarozzuk példaul a negyedik egységgyokoket. Tudjuk, hogy ekkor a komp-
lex szdmok korében 4 megoldast kapunk, amelyek egy szabalyos négyszoget (azaz

négyzetet) adnak a Gauss-féle komplex szamsikon. Az n-edik (komplex) egység-

2k 2k
gyokok képlete: wy = cos il + 2 sin —F, ahol k =0,1,...,n— 1.
n n

fgy a negyedik egységgyokok:

2-0- 2-0-

Wp = COS 7T+isin 1 chosO—i—isinO:l
2-1-7‘('_'_,‘ 2-1-7 7T+,, T .

= Cos S = cos — sin — =

w1 1sin 1 5 21n2 )
2:2-m .. 227 o

We = COS + 2sin 1 =cosm+isinT = —1
2:-3-m .. 237w 3r .. 37 )

W3 = COS + 2s1n 1 :(3087—1—281n7:—z

Rendezziik at az egyenletet, igy két komplex szdm hanyadosat kapjuk (lasd 3.
feladat):

(2+3i)-2—4i=0

43 12_{_8‘
z = =...=—=+4+ =1
2+ 31 13 13

Ismét rendezziik az egyenletet, igy egy szam gyokeit kell meghatarozni:

Z+1=0
22 =1

)

A —1 komplex gyokeit keressiik. A —1 abszolut értéke |—1| = 1; a hozza tartozo6 ¢
sz0g pedig 7 (ez kiszdmithaté az 5. feladat segitségével, vagy egyszertien a Gauss-
féle komplex szamsikrél is leolvashaté a szog). Mindezek felhasznédlaséval a két
komplex gyok (0 és 1 indexek helyett most 1-et és 2-t frunk):

n+2-0-7 .. w4+2-0-7 T .. T o
Z1=cos——— +isin—— =cos—+1sin—=04+1-72=1
2 2 2 2
7r+2-1-7r+,, T+2-1-7m 37T+‘, 3 0_1.i .
29 =COS—————— +iSin—————— =cos— +isin—=0—1-¢=—4
2 2 2 2 2
Az egyenlet két megoldasa: zy =i és 2o = —1.

Megjegyzés: Vegyliik észre, hogy komplex négyzetgyok esetén az egyik gyok a ma-
siknak (—1)-szerese. (Ugyanez torténik a masodik egységgyokoknél is.)
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8/c Komplex szamok kérében haszndlhatjuk a masodfoki egyenlet megold6képletét:

—2i (202 —4-20-1 24+ \/—4— 8 w =20+ /—4—8i

A2 = 2. 2i - 4 4

Az el6z6 megjegyzés miatt a négyzetgyok elétt szereplé + helyett + irhato.
(Gondoljuk végig, hogy ha meghagyjuk a két megolddst ad6 £-t, attél fiiggetlentl
a komplex négyzetgyoknek két kiillonboz6 megoldasa lesz, egyik a masiknak (—1)-
szerese. 1gy elvileg 4 megoldast kapunk, amelyeknél a négyzetgyokos rész eléjele
() () = (+), (+)-(=) = (=), (=) (+) = (=) és (=)-(=) = (+) lehet. Bz pedig
csupan két kilonbozé gyok, igy a + helyett valéban elegend6 +-t irni.)

Folytatva a szamolast:

—2i + 1/ (—4)(1 + 2i) —2z+\/ (1 + 2i)
_ < _
=204 2i/1+2i —1+\/1+2@
B 4i

Ahhoz, hogy valéban megkapjuk a keresett két gyokot, ki kell szamitani az 1 + 2¢
komplex szam négyzetgyokeit.

Ezek meghatarozasahoz elsé lépésben at kell alakitani az algebrai alakot trigono-
metrikus alakra. A trigonometrikus alakhoz szitkség van a szdm abszolut értékére:
11+ 2i] = VI+4 = /5. Irjuk fel az algebrai és a trigonometrikus alakot, majd
hasznaljuk ki, hogy a valds és a képzetes részeknek meg kell egyeznitik:

14 2i =V/5 (cos ¢ + ising) = V5 cos @ + ivV/5sin g

1= \/gcosgo
2 = /5sin

—  ©~063,435°

Igy 14 2i = /5 (cos63,435° + isin 63,435°) . Ennek a négyzetgyokei:

63,435° +2-0-180° 63,435° + 2 -0 - 180°
wo = VV5 (cos d +2 + ¢ sin — +2 ) =

63, 435° 63, 435°
:\4/3(008 ’ + 4 sin — )

= /5 (cos 31, 7175° 4 i sin 31, 7175°)
63,435° +2 -1 - 180° 63,435° +2 -1 - 180°
wy = V5 (cos i i + 4 sin — + ) —

2 2
= /5 (cos(31, 7175° 4 180°) + i sin(31, 7175° + 180°)) =
= /5 (—cos31,7175° — isin 31, 7175) =

= —v/5 (cos 31, 7175° + isin 31, 7175)



2.1. KOMPLEX SZAMOK 41

A két négyzetgyok birtokaban az egyenlet két megoldasa:

—1+ (V/5 (cos 31, 7175° + i sin 31, 7175) )

21 =

2
—1 — (/5 (cos 31, 7175° + i sin 31, 7175))
Z9 =
2

8/d Az egyenletben az ismeretlent a bal oldalra rendezve lathatjuk, hogy egy komplex
szam negyedik gyokeit kell meghatarozni. Az egyenletnek igy 4 kiilonb6z6 komplex
megoldasa lesz.

A —-2-92/=0

2 =2+ 2

A gyokok felirdasahoz sziikség van a 24 2i trigonometrikus alakjara (1dsd 5. feladat):

12+ 2i| =8

2 + 20 =v/8 (cos p + isin )
2= \/gcosgo
2 = /8sin
2= 2\/§cos<p
2 = 2¢/2sin

{ % = cos¢

1 s
s =sing

i(p:%:45o

gy 2+ 2i = /8 (cos45° + isin 45°) .
A keresett 4 kiillonb6z6 megoldas pedig:

T9.0. T19.(.
2 = \4/\/§<cos4+7r+isin4+7r> = \S/g(coslﬂé—i—isinﬂ)

4 4 16
Zog = ...= %<Cos?g+ism?g)
23 =...= \'Vg<cosll7g—l—isin117g)
24=...= %<c08215g+isi1r1215g)
Végeredmények

1. a) 5i, b) 12+ 7i, ¢) 6, d) 5+ 8i
2. a) —4i, b) —1, ¢)2+3i, d) 13, e) 12+2i, ) 1, g)i

5 12 16 56 9 6
3.a) =2, b)2—3i ¢) >4 2i d) — 4+ D) e — 2
a) =2, b) L) gttt Dggtah o5

4.a) 1, b)77-v2, ¢) 1, d) V2, e) 7
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5. a) z=2(cos0+isin0), b) z= Cosg—i—ising,

c)z=+2 (cos (—Z) + isin (—Z)),

27 2m
d) 2 = cos 2 1 iain 2T
) z = cos 3 + isin 3
6. b) wy = V18 (cos 105° + 4 - sin 105°), wy = v/18 (cos 225° + i - sin 225°),
we = v/18 (cos 345° + i - sin 345°);
¢) wo = v/2 (cos 11,25° 44 - sin 11, 25°), wy = v/2 (cos 101, 25° 44 - sin 101, 25°),
wy = /2 (cos 191,25° + i - sin 191, 25°), ws = v/2 (cos 281,25° + i - sin 281, 25°)

7. Méasodik egységgyokok:

2:-00m .. 2-0-7m .

W = COS + i sin 5 =cos0+isin0 =1
2:1-m .. 2-1-7m o

Wy = COS + 7sin 5 =cosw+isinm = —1

Harmadik egységgyokok:

.. 207 .
Wy = COS + ¢ sin 3 =cos0+:sin0 =1

2-1-7r+,, 2.1-7 27r+,, 2 1+\/§,
W1 = COS 7 sin =cos— +18in— = ——+ —1

! 3 3 3 2
2.2.m . 2-2-7 4 A4r 1 V3.
Wy = COS “+128In =Ccos— +18iIn — = —— — —1

3 3 3 2 2

2.2. Szamsorozatok hatarértéke

Rovid elméleti osszefoglald

Ha a természetes szamok mindegyikéhez egy-egy szamot rendeliink, akkor
(szdm)sorozatot kapunk. Egy sorozatot altaldban (a,)-nel, mig az n-edik elemét
ap-nel jeloljik. A sorozatot megadhatjuk tetsz6leges elemének felirdsaval (példaul
a, = %), vagy rekurziv méodon (példaul a; = 3 és a1 =5+ a, — 2).

Egy (a,) sorozatnak egy A valés szam a hatdrértéke (az (a,) sorozat konvergdl/tart
A-hoz), ha barmely € > 0 szdamhoz létezik olyan ng kiiszobindex (ez az a,, sorozatelem
wsorszama”), amelytdl kezdve a sorozat Osszes tobbi eleme az |A — e, A + ¢ intervallum-
ban van. Jel6lés: 71113010 a, = A vagy a, — A .

Ha egy sorozat nem konvergens, akkor divergens (széttarto).

Konvergens sorozatok dsszege, kiilonbsége, szorzata, hdanyadosa és szamszorosa 1is
konvergens, és az igy kapott sorozat hatdrértéke éppen az eredeti sorozatok hatarértékei-
nek dsszege, kiilonbsége, szorzata, hdnyadosa, illetve szamszorosa.

1
Alapvetd példa: Az a, = — tgynevezett nullsorozat, mert — — 0.
n

Ennek szemléletes igazolasahoz abrazoljuk a valds szamegyenesen a sorozat elemeit:

et e O
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Konnyen belathato, hogy az %

n természetes szam. Lathatd az is, hogy a sorozat monoton csokkend. Igy a sorozat
elemei a kovetkezok: }, ;, ;, cee m, cee rlu .... Tetszolegesen kivalaszthatunk egy
selegendGen kicsi” valds szamot (a definicidban ez az ¢, legyen példaul € = 0, 1), ahhoz
talalunk olyan sorozatelemet, amelytdl kezdve az 0Osszes tobbi nagyobb sorszami”
sorozatelem mar |0 — 0,1, 0+ 0, 1] intervallumban van. Az abrardl leolvashaté, hogy az
e = 0, 1-hez megfelel6 ,sorszam” (az ng kiiszobindex) lehet az n = 10, mert az attol
nagyobb sorszamu elemek (példaul n = 11 esetén ay; = 1—11) mar az adott intervallumba

esnek.

sohasem lehet negativ szam, sem pedig nulla, hiszen

Néhany nevezetes sorozat hatarértéke:

1
——0
n

cknk—i-...

+ ¢

dlnl +

..+ dy
+epnk + ...

+ ¢

:I:dlnl +

..+ dy
cknk—i—...

+ ¢

dml +

..+ dy

k

ap

ke

— 0,

— +00,

_>d7l

— A~

ha k<l Chy---yCo,dp,...,dg €R

ha k>1 Cky---,Co,dp,...,dg €R

ha k=1 Cky-,Co,dy,...,dg €R

ha a, — A

— k%, ha a,— A
Un — 1

Vi —1,
Ym — 1,
\’“/ﬁ—%l—oo

n

keR
ha a, — A>0

n! — 400
kK" — 0,
k" — 400,

ha |k| <1

ha k>1; és k" divergens, ha k < —1

1 n
<1+> e~ 2,71
n

(1+2)
Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét, amennyiben az létezik!

— e, ha a, — +o0

1. a,=4

2. a) a, = sin(27 - n?) b) a, = sin(n?® + 1)

5
3. a,=——4
n

4. a, =logy(n®+n)
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44
5 <2n — 1077)
. a, = CcoS | ———
n?+1
(=1
6. a, = -
3n + 1000000000000000000
7. a, = 3
15n* —6n% +33n —4
8. a, =
3nt+1
—28n3
0. qp— 04T
n—mn
—2n9 — 1
10. a, =
87n® + 333n* + 123n7 — 25n + 999
49n2 — 1000000n 4 cos 7
11. a, =
83n2 — Tn3 + 85
19 v4n? + 3n
LAy = ——————
n+2
n>+33n—-5 999
13. q, = ~ 279 L T g
“ 2n? — 4 + n g
/3 _
14. a, = 3vnd + \/_ 7
dn + 2
2 _
R il U
vn'+ 11n
16. ap, =vVn2+1—n
17. ap=vVn2+1-—2n
18. ap =vVn2+n—vn2+1
n?+3\°
19. a, =
o= ()
2n+1 -1
2. a, = ——
a o
1 n 2
o1 4 — 0™+ 10
—5n 27 4+ 105
2n+1 n
2. a, = 2 +t3"
2n +3n+1
2n+1 3n 7n—1
23. a, = to +

n on — 3n+l 4 7n—2



2.2. SZAMSOROZATOK HATARERTEKE 45

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

3
A

27
p = —7=3
1 n
n=|1 o
¢ +2n>
1 n
Qy, = 1—)
n
n—l—l)”
a, =

3

—_ =

3
—+
w
W ~_
N
3

S 3
|

S
3
I
3

Q
3
I
(S O N N N Y N e N e Y N )
w
N

2n_|_ >n+1
an =

2n+1

n 4+ 3\ 2!
0 = )

2n + 2

n+4)3”_2
a, =

n—1

n+1
ap, =

n!
Vizsgaljuk meg ezt a sorozatot korlatossdg és monotonitas szempontjabdl is!

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

8.

A feladatbeli sorozat alakja ig}iﬁgi, az ilyen sorozatnak a kovetkezéképpen lehet

meghatarozni a hatarértékét: Valasszuk ki a nevezében el6forduld legmagasabb
fokszamu tagot, és osszuk el mind a szamlalot, mind pedig a nevezét ezzel a taggal.
Az igy kapott emeletes tort esetében a szamlaléban is és a nevezoben is nullahoz
tarté sorozatokat (- tipustiakat) és esetlegesen konstansokat (valés szdmokat)
kapunk, amelyekkel mar konnyen eldonthetd a sorozat hatarértéke. A megoldas
elvét erre a feladatra hasznélva:

150 — 602 +33n —4 157 — 6% +33% — 4%

3nt+1 3% + 4
15— 65 + 335 —4-; 15-6-0+33-0—4-0 15
3+ % 3+1-0 3
A végeredmény tehat:
y 15nt — 6n% + 33n — 4 . 15nt — 6n% +33n — 4 s
im = a
n=s+4oo 3nt +1 vagy 3nt+1
Megjegyzés: A fenti modszert hasznalva konnyen beldthatd, hogy ha egy ggﬁﬁgﬁ

tipusu sorozat nevezdjében talalhato polinom fokszama magasabb, mint a szamla-
16beli polinom fokszama, akkor a sorozat nullsorozat; forditott esetben a sorozat a
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12.

14.

18.
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+oo-hez tart (attdl fiiggben, hogy a féegytitthatdk eljele azonos vagy kiillonbo6z6);
végiil azonos fokszam esetén a féegytitthatok hanyadosa lesz a hatarérték.

Ez a feladat a gzﬂﬁgﬁ sorozattipusra vezethet6 vissza. Vonjunk a nevezobdl is har-

madik gyokot, és egyuttal emeljiik is harmadik hatvanyra:

VAn? +3n  V4n?+43n  4n?43n

n+2 Y2y \ (n+2)7?
_\3/ 4n? + 3n _\3/ 4n? + 3n
S Vm34+3.n2.243-0-22423 Y nd4+6n2+12n+8

t pohnom

A harmadik gyok alat tipusu sorozat talalhato, amelynek a hatarértékét
ki tudjuk szamitani. Azt 1s tudJuk, hogy egy sorozatot valamely hatvanyra emelve
éppen a sorozat-hatarérték adott hatvanyat kapjuk. Igy a hatarérték:

n -+ 2 n3 +6n2+12n+8 n3 +6n24+12n+8

1
oyt T 0b=0
"\ le12 L8 L

A feladatot a 8. példdhoz hasonléan oldhatjuk meg: beosztjuk a szamlalét és a
nevez6t is a nevezoben talalhaté legmagasabb fokszamu taggal.

v4n? + 3n \/ 4n? 4 3n ( 4n® + 3n ) 3 B

3Vl n—7 3¥gvm_ T gn  nt 7
4n + 2 N 442 i+
3n%_1+n%_1—% 3n2 +n 2 —% 3\/_—0—7 %
N 4+ 2 B 442 - 44 2 — T

A V/n? +n—+/n? + 1 sorozat hatarértékét (és az ehhez hasonlé sorozatok hatarér-
tékeit) az alabbi tritkkel konnyedén meghatarozhatjuk: Szorozzuk meg és osszuk el
a sorozatot (\/n2 +n+vn?+ 1)—gyel. Ekkor a szdmlaléban (a—b)(a+0b) = a*—1?
azonossagot ismerhetjiik fel. A tovabbiakban pedig gy szamoljuk ki a hatarértéket,
ahogyan azt a korabbi feladatokndl is lathattuk.

. - _(\/n2+n—\/n2+1)(\/n2+n+\/n2+1)_
Vit = Vet = V24 n+vn2+1 B

(Vn2+“)2—( n2—|—1)2 _ nP4n—(n®+1)

Vi tn 4 vVii il Vel tas VR el
_ n-1 W l-a
TV bn Vel e Vet et
1-1 1-1 1-0 1

\/n2+n+w2+l T irii it s VIR0+VIFO 2
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A (%) lépésben megvizsgaltuk, hogy melyik a legnagyobb fokszamu tag a kifeje-
zésben. A szamlaléban n, mig a nevezében az v/n? + n, ami itt — fokszam szem-
pontjabél — durvan n-nek (és n%—nek) tekinthetd. Ezért osztottuk a szamlalot és a
nevezot is n-nel.

Megjegyzés: A fenti megoldasi modszert azért kellett haszndlnunk, mert a sorozat
kifejezésében talalhato két tag +oo-hez tart, igy a hatarérték ,+o0o — (+00)” ala-
kot 6ltene, amire nincs szabdly (és probalgatassal, logikazgatassal hibas eredményt
kaphatunk).

(Ha a hatarérték ,,4+o0o + (+00)”-alaki, az a sorozat tényleg +oo-hez tart.)

21. E példédhoz hasonld sorozatok esetében gy jarhatunk el, hogy megkeressiik a ne-
vezOben — a konstansokat leszamitva — a legnagyobb alapot és az ahhoz tartozé
legnagyobb kitevot. Ezzel a kifejezéssel elosztjuk mind a szamldlét, mind pedig a
nevezdt. gy f8ként nullsorozatokat és konstansokat kapunk a tortben, amikkel egy-
szeri szamolni. Lassuk a példat, amelyben az 5" a legnagyobb alapu és legnagyobb
kitevoju tag:

: (3) 1 (3)
D LRI S 8 IS T (VRS LN U (2)" +10°- ()

n 2 n 2
10" + 102 1074107 4+

A (%)n = 2" sorozat nyilvanvaléan a +oo-hez tart. Azt is tudjuk (lasd az elmleti

osszefoglaldt), hogy ha egy szam 1-nél kisebb, akkor az n-edik hatvanya nulldhoz

tart (ha n a végtelenhez tart). Ezért az <1>n és a (g>n is nullsorozat.

5 5
Innen a keresett hatarérték:
n
or 4102 204102 (3) o040
—5n+2n+105__1+(§)”+105.<%)” —14+0+0

22. Ez a példa a 21. feladat megoldasi modszerét koveti. Itt a legnagyobb alapt és
legnagyobb kitevéjii tag a 3", ezért:

n+1
1 ontlggn gntl 3n 2 1 1
2n+ + 371 o 3n+1 o 3n+1 _|_ 3n+1 o 3 + 3 0 + 5 o 1
n ntl  2n43ntl T T om 3ntl T oN\T 4 1 Y
2" + 3 A =T + S (g) ! 0-5+1

25. A 25-32. feladatok az (1 + %)n sorozat modositott verzidi. Célunk a sorozat olyan

atalakitasa, amelyben felfedezhetd a (1 + ﬁ)an alak, amelyrol tudjuk, hogy e-hez
tart, ha a, — Fo00. Tekintsiik a példat:

_ — _ — T —
( +2n> ( +2n> ( +2n) ‘

28. Ebben a példdban azt mutatjuk meg, hogy néha — ha lehetséges(!) — a konnyebb
szamolas érdekében érdemes konstansokat kiemelni az adott kifejezésbol, igy két

N

— Ve
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(vagy tobb) sorozat szorzatara bonthaté az eredeti sorozat:
) (25 = O (5 -0 -2 -
3n 13n n 1 n3 o n 1 ?i’w(—l) n
) ) )
1\" 1
N (3) ' <(1 T

32. Ez a feladat az e-hez tartd sorozatok egyik nehezebb esete. A megoldas elve nem
valtozik a 25. feladat megoldasdban elmondottakhoz képest, de a kitevo atalakita-
sara jobban kell figyelniink:

n_|_4 3n—2 5 3n—2 1 3n—2
= (1 =1+ — = ...
(n—l) ( +n—l) ( +"_1>

5

A tovabblépéshez az kell, hogy a kitevében felfedezziik a zardjelen beliili nevezot,
azaz a 3n — 2 kifejezést kell gy alakitani, hogy szerepeljen benne a "T’l

Az atalakitas soran — a nevezdbeli kifejezésbol indulva — el6szor az n-t6l fiiggd tagot
alakitjuk at, majd a kimaradd konstanst tgy igazitjuk, hogy a kitevot kapjuk:

n—1
x - 3 +y=3n—2 — keressik z-et és y-t
n—1
5 — szorozzuk meg 15-tel, mert ekkor 3n szerepel majd a kifejezésben
n—1 . (
15- 5 =3n—3 — adjunk hozza +1-et, igy a konstans rész is rendben
n—1

15-?—%1:371—34—1:371—2 — kész (z =15, y=1)

Ennek segitségével a feladat folytatasa:

1 1522141
5
n—1y 15 1
1 ° 1 15 1 15
== 1+m * 1+m H e '(1+O> =€
5 5

33. Egy sorozat monoton novekvé (vagy csokkend), ha barmely n € N (,sorszam”)
esetén a,, < a,11 (vagy a, > a,41). Egy sorozat korlatos, ha 1étezik olyan k, K € R,
hogy minden a, sorozatelemre k < a, < K teljesiil (k az alsé korlat, K a felsé
korlat).

Az 57:!1 sorozat tetszoleges n-edik eleme

5:5:5:5:-5-5-5-...-5 5 5 5 5 5 O B
1-2-3-4-5-6-...-n 123456 n
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alaki. A sorozat elsé néhany eleme:

25 n=1
12
125 605 =2
2
2
ifz2%3 n=3
3125
—  ~1 21 =4
o1 30, n
15625
290°9 130,91 —5
120 : "
78125
19029 108,51 -
720 ) n=6
511

T~ 1346 n=10

gy a sejtésiink az, hogy n = 1-tél n = 4-ig monoton névekvé, n = 5-t8l kezdve
monoton csokkend a sorozat. Igazoljuk most ezt a sejtést:

Ap41 S Qp,
5n+1 5n
< 2
(n+1)! = n!

57 nl <5 (n+1)!
5" -5.nl <5".nl-(n+1)
b<n+1
4<n

Tehat n > 4-t6l monoton csokkené a sorozat. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy
n = 4-nél (pontos) felsé korlatjat talaljuk a sorozatnak: K = %. A sorozat

monoton csokkend, de soha nem . éri el” a nullat, igy k£ = 0 a sorozat (pontos) alsd

korlatja. A sorozat monoton csokkeno és korlatos, igy konvergens és hatarértéke:
57L+1

lim = =0.
n—+oo
Végeredmények

1.4, 2.a)0,b) divergens, 3. —4, 4. 400, 5.cos0=1, 6.0, 7.0, 9. 400,
10. —00, 11. =7, 13. 1 —6x, 15.0, 16.0, 17. —oo0, 19.0, 20.2, 23.7, 24.1,
26. 1, 27.¢2, 29.¢'?, 30.¢, 31.0.

2.3. Fiiggvények hatarértéke

Rovid elméleti 6sszefoglald

Egy f figgvénynek az xy pontban a hatdrértéke A, ha barmely € > 0 szamhoz létezik
olyan 0 > 0 szam, hogy

ha 0 < |z —x¢| <0, akkor |f(z)—A|l<e.
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Jelolése: lim f(z).

T—T0

Jix)

o
x x,

Ertelmezheté az tn. jobboldali, illetve baloldali hatérérték, ha az el6bbi definfcié végét
az alabbiak szerint modositjuk:
jobboldali hatarérték esetén: ha 0 < o — xy < d, akkor |f(z) — A] <e.

Jelolése: xkg+ f(x)

baloldali hatérérték esetén: ha 0 < xy —x < ¢, akkor |f(x) — A| < e.
Jelolése: lim f(x)

T—T0—

Eqgy fligguénynek eqy pontban akkor és csak akkor létezik a hatdrértéke, ha a bal- és
jobboldali hatdrértékek az adott pontban egybeesnek. Ebben az esetben ez az érték lesz a
fiigguény adott pontbeli hatarértéke:

lim f(x)= lim f(z)= lim f(z)

T—To— T—To+ T—To

Megjegyzés: Egy figgvény hatarértékének fogalma kiterjesztheté oo-re is.

Egy f fuggvény egy xo € D; pontban folytonos, ha az adott pontban létezik a fiigg-
vény hatarértéke, és ez egyenld a fliggvényértékkel: xh—gclo f(z) = f(xo). (Szemléletesen
egy pontbeli folytonossagot tgy képzelhetjiik el, hogy a pont egy kis kornyezetében a
fliggvény grafikonjat folytonos vonallal meg tudjuk rajzolni. — Lasd az &brat.)
(Megjegyzés: Ha egy feladatban jél ismert folytonos fliggvény szerepel, akkor gyakran a folytonossdghdl
kovetkeztetiink véges helyen vett véges hatdrértékre.)

Egy fiiggvény hatarértékeit az alabbi helyeken vizsgalhatjuk:
1. Véges helyen:

(a) véges hatarérték — példaul 1. vagy 5. feladat

(b) végtelen hatéarérték (fiiggbleges aszimptota) — példaul 14. feladat
2. Végtelen helyen:

(a) véges hatarérték (vizszintes aszimptota) — példaul 18. feladat

(b) végtelen hatarérték — példaul 19. feladat
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Filigguények szakadasi helyei: Egy figgvénynek egy pontban szakadési helye van,
ha ott a fiiggvény nem folytonos vagy nincs értelmezve. Elséfaji (megsziintethetd)
szakadasrol beszéliink, ha a pontban a fiiggvénynek 1étezik véges hatarértéke. Mdasodfaji
(nem megszintethetd) szakadas esetén lergle |f(x)| = oo vagy xkg_ fx) # xggh f(x).
(példaul 25/b feladat)

Megjegyzés: Bizonyos fliggvények adott pontbeli hatarértékét meghatarozhatjuk az
un. L’Hospital-szabdly segitségével is — lasd az 2.8. fejezetben.

Feladatok
1. i;rr%(Sx +4)

2. lim 22
r——3

x?

3. lim —
=2

I‘Z

4. lim —

z—0

$2—2x—3

7. Ilm —
ri%a:5+x?+a7

2—+Vzr—-1

11m
z—5 2 — 25

1 2
9. lim

—x
a1 /2 — Vi—\V2—z
. 2 3
10. il%ﬂ%(l—ﬁ_l—ﬁ)
3, hax=2

11. lim f(x), abol f(z) = { 7, haz € R\ {2}

x, hax <0
22+1, hax >0

12. glglir(l) f(z), ahol f(z) = {

13. lim —

14. lim

15. lim —
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1

16. lim —
z—0 1;3

17. lim eé
x—0

. L, ) 1
18. lim e= és lim e=
T—+00 T—r—00

_ 53 2
19 lim 5x° + x + 28
z—+oo 12722 — 33

20. lim —— és lim

21. lim ( x2—5x—x)

T—-+00
9 142z
22, lim (““L )
z—+oo \ 1 — 1
23. lim 2* és lim 23
r—+00 T—r—00
4 -3 2
24. lim ’
T—>+00 x

25. Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények szakadasi helyeit, majd szamitsuk ki a
fliggvény hatarértékét a +oo-ben, —oo-ben és a szakadasi helyeken!

3
(o) flr) =
 (x—2)?
(b) f(z) = 22 _5r+6
(r + 2)?
(© @)= 42
(@) f(x) =3
(©) flo) = 5

—%x2, ha z <2

®) f($):{ r, hax > 2

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1. A figgvény az x = 1 pontban értelmezve van és(!) a fliggvény folytonos is ebben
a pontban, igy a keresett hatarérték éppen a fiiggvény 1-ben felvett értéke lesz:
il_}Ir%(8x +4)=8-1+4=12. (,hatdrérték=fiiggvényérték”)

A 2. és 3. feladatok megoldasa ugyanigy torténik.

4. A figgvényt az x = 0-ban nem lehet értelmezni, de ha egyszerisitiink x-szel, akkor
a hatarérték mar konnyen meghatarozhato.

2

lim — =limz =0
z—0 g z—0



2.3. FUGGVENYEK HATARERTEKE 53

Gondoljuk végig, hogy mi tortént az egyszeriisités soran. Az %2 fiiggvény helyett az
x fliggvénnyel szamoltunk tovabb, igy kaphattuk meg a hatarértéket az 1. feladat
megoldasanak mintajara. Azonban nyilvanvaléan nem egyezik meg a két fiiggvény,
hiszen az “;—2 a 0-ban nincs értelmezve. Ennek a fiiggvénynek a grafikonja ,lyukas”
x = 0-ban, mig a médositott f(x) = z fiiggvény esetében nincs ilyen problémank.
A két fiiggvény grafikonjat igy abréazolhatjuk:

5. A feladat megoldasa az el6z0hoz hasonld. Itt — miutan a szamlalot és a nevezot is
szorzattd alakitottuk — (z — 3)-mal egyszertisithetiink. Minden ilyen tipusi feladat
esetében meg kell prébalni (x — zg)-lal egyszertisiteni, ahol xy-ban a fiiggvény nincs
értelmezve. Szemléletesen a ,kilyukasztott” fiiggvény helyett (ami nem folytonos
az adott pontban) a kilyukasztds nélkili”, adott pontban folytonos ,verzidjat” ke-
ressiik a fiiggvények. Mivel a médositott fliggvény mar folytonos az adott pontban,
igy a ,hatarérték=fiiggvényérték”’-elvet alkalmazhatjuk.

?=2c—-3 . (z=3)(x+1) . x+1

lim = lim = lim =
e3 22 +5x4+6 3 (x—3)(x—2) =31 —2

4

Felhaszndlva, hogy 22 — 2z — 3 gyokei z; = 3 és x5 = —1, illetve 2% + 52 + 6 gyokei
1 =3 és xy = 2.

7. Ebben a példaban az 5-ben a fliiggvény nincs értelmezve (,kilyukasztott” fiiggvény).
Az el6z6 kidolgozott feladat mintdjara (z — 5)-tel szeretnénk egyszertisiteni, ekkor
mar a fliggvény modositott ,verziéjat” kapjuk, amely az 5-ben értelmezve van és
folytonos. (A médositott fiiggvény esetén a hatarérték egyenld a fliggvényértékkel.)

2—+vVr—1 2—vVr—1

lim =Y —
25 22— 25 wob (z—5)(x +5)

(Q—Jm)(Q—F\/m)_' 4—(z—1)

= lim lim —

T (3 —5)(x+5) (24 Ve —1) T (z—5)(z+5) (2+ vz —1)
= lim 25 = lim —(z—5) =
2z =5)(w+5) (24 Ve —1) (@ -5)(w+5)(2+ Vo —1)
-1 -1 1

xii%(x+5)(+\/m) (5+5) (2+v5-1) 40

A feladat megoldédsa soran tobbszor haszndltuk az (a — b)(a + b) = a* — b? azonos-
sagot.
A 9. feladatban is hasonléan kell eljarni, ott a tortet (\/E ++v2 - x) -szel bovitjik.



54 2. FEJEZET. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ANALIZISE

10. A keresett hatarérték kiszamitasa ismét azon az elven alapul, hogy az eredeti (,ki-
lyukasztott”) fiiggvény helyett egy mddositott (mér folytonos, azaz ,nem lyukas”)
fiiggvénnyel dolgozunk.

(2 3\
rlgill(l—x?_l—x?’)_

' 2 3 _
_iﬁ<(1_x)(1+x) B (1—x)(1+x+x2)> B

. 2(l+z+2*)—3(1+2) , 2+42x+22* -3 -3z
= lim = lim =
=1 (1—2)(14+2)14+2z+22) =221 (1—2)(1+2)(1+ 2+ 2?)
, 202 —x — 1 , (x—1)(2zx+1)
= lim = lim =
=l (1—z)1+2)(l+a+22) =1 (1—2)1+2)(1+2x+2?)
—(2z+1) —-(2+1) 1

el (Ita)lta+a?) (Q+DA+1+17) 2

A megolddsban kihasznaltuk az a® — b® = (a — b)(a® + ab + b*) azonossigot.
11. A fiiggvény grafikonja a kovetkezo:

4

A két hatérérték egybeesik, ezért h%l flz) = li%1+f(x) = lin% f(z)=2.
T—2— T— T—
Megjegyzés: Szemléletesen is ezt az eredményt vartuk, hiszen a fiiggvény hatarér-

téke azt vizsgalja, hogy az adott pont — itt az xqg = 2 — kis kornyezetét figyelembe
véve milyen értéket venne fel a fiiggvény az adott pontban.

12. Mivel lim f(z) = f(0) =0 és li%lJrf(:I}) = lim (22 + 1) = 1, ezért a fiiggvénynek
z—0— T

z—04
az adott pontban nem létezik hatarértéke.

=
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13. A példdban a jol ismert i fiiggvény hatarértékét szamitjuk ki. Kozépiskolaban mér
tanultuk, hogy a fliiggvény képe hiperbola, melynek aszimptotéi (végérintéi) az x-
tengely és az y-tengely. Szemléletes megoldasként azt mondhatjuk, hogy a fiiggvény
a 0-hoz balrél a —oo-hez, mig jobbroél a +oo-hez tart.

14. Ez a fliiggvény az % figgvény transzformaltja.
A fiiggvény hatarértékét az adott pontban két modszerrel is meghatarozhatjuk:

100 4

504

_sn4

-100 -

Becsléssel: Tekintsiik eldszor a baloldali hatarértéket: li%l . A baloldali ha-
T—=2— ) — 1

tarérték keresése konnyed megfogalmazdsban azt jelenti, hogy ha 2-t6l | kicsivel
kisebb” z szamokat tekintiink (pl.: 1,9999), akkor milyen értékeket vesz fel a fligg-
vény. Ilyen ,kicsivel kisebb” szamok esetében a nevezd, azaz a 2 — x értéke szintén
ynagyon kicsi” és pozitiv(!), mivel 2-b6l annél kisebb szamokat vonunk ki (pl.:
2—1,9999 = 0,0001). Ahogy kozelitiink balrél a 2-héz, Ggy lesz ez a 2 — x kilonb-
ség egyre kisebb és kisebb, azaz tart a nulldhoz — de ez a kicsi kiilonbség mindig
pozitiv. Igy a hatédrérték

. 5
lim =
z—=2— 92 —

:l:7,konstans”

= = :l:,,nagyon nagy pozitiv szam” =
=+, nagyon kicsi (1-nél kisebb) pozitiv szdm”

:—I—OO7
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18.
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Hasonl6 logikéval kapjuk meg a h%l_‘r 5 jobboldali hatarértéket. Itt azt keres-
T— — T

stik, hogy ha 2-t6l ,kicsivel nagyobb” x szdmokat tekintiink (pl.: 2,0001), akkor
milyen értékeket vesz fel a fliggvény. A baloldali hatarértékhez hasonléan a 2 — x
(azaz a nevezd) értéke ismét ,nagyon kicsi”, azonban most ez a kicsi érték nega-
tiv(!), ugyanis 2-bdl téle nagyobb szamokat vonunk ki (pl.: 2—2,0001 = —0,0001).
Jobbrél kozelitve a 2-hoz, a 2 — x kiilonbség a nullahoz tart, de az eléjele mindig
negativ, igy a hatarérték

5

lim =
=2+ 92 — g

:i:,,konstans”

= = :i:,,nagyon nagy abszolit értékli negativ szam” =
=+, nagyon kicsi (1-nél kisebb) negativ szdm”

= —0 .

Precizebben: Az el6z6 becsléseket fogjuk matematikailag preciz formaban lefrni. A
,»2-t6] kicsivel nagyobb /kisebb szdm” megfogalmazés helyett azt irhatjuk, hogy 2+
g, ahol € a 0-hoz tart és mindig pozitiv(!) — ez az ¢ ismeretlen a korabban felhasznalt
Hkicsi tavolsdgot” jelenti 2-t6l jobbra/balra. Ezért a két hatarérték kiszdmitésa:

. d . 5 . ) .

lim =lim —— = 1lim — = lim 5- - =400
z—=2— 92 — e—0+ 2 — (2 — g) e—0+ 4¢ e—0+ €

. S . ) . 5 .

lim —— = lim ———— = lim — = lim (-5)-— = -0
22+ 2 —x =0+ 2— (24¢) =0+ —g 0+ €

A hatarértéket a 14. példaban latottak mintajara kell kiszamitani. Segitségképpen
abrazoljuk a fiiggvényt:

Ez a feladat egy érdekes példaja a kétoldali hatarértéknek, mivel a baloldali ha-
tarérték véges értékhez (nulldhoz), mig a jobboldali hatarérték a +oo-hez tart.

Felhaszndlva a 13. feladatot, a megoldas:
1 1
lim er =¢ ®=——=—— =0 és lim er = e
20— et 400 0+

A végtelenben vett hatarértékek kiszamitasa azért konnyti, mert minden olyan
megoldasi technikat hasznalhatunk, amelyeket a sorozatok hatarértéke soran meg-
tanultunk. A keresett hatarértékek:

. 1
lim ez =€ =1
r——+00

. 1 . a1 . 1 0
lim ex = lim e~ = lim e =z =¢ =1
r——00 Tr—+00 Tr— 400
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A 17. és 18. feladatok fiiggvényét abrazolva az y-tengely fiiggdleges aszimptotaja a
figgvény képének. Az y = 1 egyenes vizszintes aszimptota a fliggvény szamara.

20. Mivel a feladatot ugyanigy kell megoldani, mintha sorozat hatarértékét keresnénk,
igy csupan roviden vazoljuk a megoldast:

lim = lim
z—+00 ;1;2 1 T—+00 1’2 —+ 1

lim = lim =...=-1

T—>—00 \/7]_ T—r+00 \/7_._1

A figgvény grafikonja:

18. Lasd: Szamsorozatok hatarértéke fejezet 16-18. feladatai

25/b A feladat csupdn annyiban kiilonbozik az elézéektdl, hogy elsé 1épésben meg kell
allapitani, hogy hol vannak a fliggvény szakadési helyei (azaz mely pontokban nincs
értelmezve a fiiggvény).

A nevezében a 22 —5x+6 kifejezés nem lehet nulla. Ennek a masodfoki kifejezésnek
a gyokeit visszahelyettesitve nullat kapunk, igy a gyokoknél szakadasi helyei lesznek
a fiiggvénynek. Két kiilonbozé (valds) gyokot kapunk: x1 = 2 és xe = 3.

A figgvényt az alabbi médon alakithatjuk at:

-2 @-
2 =5x+6 (vr—2)(z—3)

fz) =
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Az eddigi tapasztalatainkbdl lathatjuk, hogy a figgvény xz = 2-nél ,lyukas”, mi-
vel (z — 2)-vel egyszeriisitve a tortet, egy olyan méasik (médositott, ,nem lyukas”)
fiiggvényhez jutunk, ami az eredeti fiiggvénytdl csupan az x = 2-beli értelmezési
problémaban kiilonbozik. Ezt neveztitk megsziintethetd szakadasnak.

Az x = 3 esetén nem kaphatunk médositott fiiggvényt semmilyen médon (az x = 3-
ban tovabbra sem értelmezheté a fliggvény), a baloldali és a jobboldali hatarérték
(sejtésiink szerint) a végtelenben lesz. Ez a nem megsziintethet$ szakadés.
Osszegezve, az alabbi hatarértékeket kell kiszamitanunk:

- gls_}n% f(x) (mivel itt megsziintethetd szakadds van, és a médositott folytonos fiiggvény-

nél mar véges hatarérték az eredmény, nem sziikséges kétoldali hatarértéket vizsgélni),
— lirél f(x) és lir§l+ f(x) (ugyanis itt nem megsziintethetd szakaddst taldltunk, musza;
T—3— T

vizsgalni a kétoldali hatarértéket), tovabba
- xggloo f(z) és Q:EIPOO f(z) (végtelenben vett hatdrértékek).

A hatéarértékek ismeretében a fiiggvény grafikonja:

Végeredmények

2.9, 3.2, 6. %, 7.—1, 9. =2, 15. 400, 16. lim = —o0 és lim = +o0, 19. —o0,

z—0— z—0+

21. =3, 22. €% 23. 400 és —o0, 24. +00,

25/a. szakadasi helye 1, wligl_ f(x) = —oo, xlgﬂf(x) = 400, ml_l)rj{l@f(x) = 0,
lim f(x) =0,

25/c. szakadasi helyei 1 és 2, wllgl_ f(z) = —o0, mlgﬁf(x) = +o0, il_}Ir%f(x) = 4,
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lim f(z) =1, lim_f(x) =

T—-+00

25/d. Szakada81 helye —1, 11£nl_f( x) = 0, zl}nhf( xr) = +o0, Erfmf( r) = 1,
lim f(z) =

25/e. szakadasi h'elyel 0 és 1, lim f(z) = —oo, xlg&f(x) = oo, lim flz) = 1,
i, 10) 0. lm,_f(2) -

25/f. szakada81 helye 2, xligl_f(x) = -2 xligl+ () = 2, xgrfoo (x) = o0,
lim f(z) = —oo.

2.4. Sorok

Rovid elméleti osszefoglal6

Legyen (a,) egy valés szamsorozat, amelybdl képezhetjiik az
S1 = aq, So = ay + ag, ceey Sp=a1+as+ ...+ ay,

részletosszegek sorozatat.
oo

Az (s,) sorozatnak a hatdrértékét az (a,) sorozatbdl képzett »  a,, sor dsszegének nevez-
n=1

zilk, amennyiben az létezik.
oo

A > a, (réviden 3" a,) sort konvergensnek neveziink, ha a részletosszegek (s,) sorozata

n=1
konvergens. Ha Y a,, konvergens, akkor a,, — 0.
(Ha egy sor nem konvergens, akkor divergens.)
Osszeadas (kivonas) és konstanssal val6 szorzas esetén:

Zanzl:b Zan:I:an, illetve Zc~an:c-2an.

Gyakran el6fordul, hogy nincs sziikségiink a konkrét sordsszegre, de szeretnénk eldonte-
ni, hogy az adott sor konvergens-e vagy sem.

Néhany fontos konvergenciakritérium:

1. Majorans kritérium: Egy pozitiv tagokbdl allé 3 a,, sor konvergens, ha van olyan
konvergens Y b, (majordl6) sor, hogy valamely n-t6l kezdve a,, < b,.

2. Minorans kritérium: Egy pozitiv tagokbol all6 3" a, sor divergens, ha van olyan
divergens Y b,, (minoralé) sor, hogy valamely n-tél kezdve a,, > b,.

3. d’Alembert-féle hanyadoskritérium: Egy pozitiv tagi > a, sor konvergens, ha
lim Any1
n—oo A,
= 1, akkor nem lehet eldonteni ebbdl a kritériumbdl a sor konvergenciajat.

< 1. Ha az elébbi hatarérték > 1, akkor a sor divergens. Ha pedig

4. Cauchy-féle gyokkritérium: Egy pozitiv tagi > a, sor konvergens, amennyiben
nh—>r£lo {/a, < 1. Ha az el6bbi hatarérték > 1, akkor a sor divergens. Ha pedig = 1,

akkor nem lehet eldonteni ebbdl a kritériumboél a sor konvergenciajat.
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5. Leibniz-kritérium véltakoz6 el6jeli (alterndlé) sorokra: A Y a, sor konvergens,
ha tagjai véltakoz6 eléjeliick (ay, - ans1 < 0), |a,| szdmok monoton csokkend
null(!)sorozatot alkotnak.

Nevezetes sorok:

1 1 1
Harmonikus sor: 1 + 5 + 3 4+...4+ - = Z divergens.
n n= 1
o — 1 ) ) 2
Fontos megjegyzés: A Z — sor mar konvergens, a sorosszeg 5
n=1 n
Mértani (geometriai) sor: 1 +q¢+¢*+... +¢"+... = Z q"

=0
Ha |q] < 1, akkor mértani sor konvergens, a sor osszeg
-1 1
S = =i .
;)q =l S =

Ha a sor 0 helyett 1-t6l indul, akkor S = Z q" = %
n=1 —dq
Feladatok
1. Szamitsuk ki a kovetkez& sorok Osszegét!
> 1 14 (=) > /1 2 > 1
b _ — — d _
a) 7;) 52n+1’ ) nz:% 10n ’ C> 7;) <5n 5n+1>’ ) nZ::l n(n + 2) ’

e)x+ﬁ+1+%+%+...,h&x>l

2. Allapitsuk meg az alabbi sorok konvergenciéjét /divergencidjat!

> n—-1 > 2n — > 1 > n4+1
a’) ; TL' ) b) nzl (QTL)' ) ) nzl ) ngl%a e) ngl n(n+2)7

00 00 00 © nl . 00 1 > 1
0% o ® 20 M X e ZTT N s ¥l Y
nz::l 3n) 712::1”3+17 n)nz::l \/ﬁ’O)nzla

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/a Az 1. feladat a), b) és c¢) példajanak mindegyike visszavezetheté geometriai
sor(ok)ra. Az elsé esetben az atalakitds menete a kovetkezd:

—~

LIS o NS o DR S o N AL T
7;]5%“_7;5 52,1—;;;5 25m 5 ,§)<25) B
11 11 1 1 125 5

= == 2
5 1-x 5 22—~ 5 2 5 24 24

A (x)-gal jelolt lépésben felhasznélva a geometriai sor Osszegének képletét, ahol ¢ = %
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1/b Az 1/a megoldasi elvét kovetve:

SHe S (e ) S (@) () -

n=0 n=
1\" 1 1 1 1
S Sl -
<10> = -+ 14+4%& & &

10 10 110+90 200

"9 9 9

1/d A feladatban szerepl6 sordsszeg meghatarozasa tobb lépésben torténik. Az a célunk,
hogy a tortkifejezést egyszertibben szdamolhaté alakban fejezziik ki, igy a sortsszeg
is konnyebben meghatarozhato.

Els6 1épésben két tort osszegére bontjuk a tortet. Ezt az an. parcidlis tortekre
bontds modszerével tehetjik meg. A két tort szamlalojat A-val és B-vel jeloljiik, a
cél pedig e két ismeretlen meghatarozasa:

1 _é+ B An+2)+Bn (A+B)n+2A
nn+2 n n+2  nanm+2) nn+2)

Vizsgaljuk meg az egyenléség ,elejét” és ,végét”. A nevezd nyilvanvaléan ugyanaz,
de a szamlédlokat tekintve 1 = (A + B)n + 2A egyenléségnek teljesiilnie kell. A
bal oldalon nem szerepel n-tdl fiiggd tag, igy azt mondhatjuk, hogy a bal oldalon
az n-et nullaval szoroztuk, ezért A + B = 0. A konstans részeket 6sszehasonlitva
1 = 2A4-hoz jutunk. Igy A-ra és B-re egy egyenletrendszert kaptunk:

A+B=0
2A=1

1 1
A masodik egyenletbdl A = 3 adodik, ezt az elso egyenletbe helyettesitve B = —5

Ezek felhasznéldsaval az eredeti tort kettébontdsa:

I | 1
nn+2) n n+2 2n 2n+4
A sor 4talakitva tehat: i (1 1)
= \2n 2n+4/)

Masodik 1épésben szamitsuk ki a sor n-edik részletosszegét, ugyanis a sor 0sszege
nem mas, mint a részletosszegei sorozatanak hatarértéke (ha ez létezik):

1 1+1 1+1 1+1 1+ N 1 1 N
Sn==——=+-—"=—+-——+-——+... —
2 6 4 8 6 10 8 12 2(n—3) 2(n-—3)+4
1 1 1 1 1 1
+ — — + — - =
2(n—2) 2(n—2)+ ( 1) 2(n—1)+4 2n 2n+4
1 1+1 1+1 1+1 1+ N
2 6 4 8 6 10 8 12
. 1 1 1 1 1 1 1 1

Mm—6 -2 -4 2 m—2 omi2 om mid

Eszrevehetd, hogy 4 tag kivételével ( ) minden mas tag kiesik.

R R
20 40 " 2nt2 2n+4
Példaul az n = 1 altal kapott —%—ot az n

= 3 esetén adodo ¢ ejti ki, az (n — 2)-hoz
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1/e

2/b

2. FEJEZET. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ANALIZISE

tartozik a —% és az n-hez az ﬁ osszege is nulla. (Minden negativ eléjelli taghoz a

téle jobbra kovetkez6 harmadik tag ugyanaz az érték, csak pozitiv eléjellel.)

1 1 1 1

51 2 mtd

Az n-edik részletosszegek sorozata (azaz a sor 6sszege) igy:

P <1+1 1 1 )_1+1_3
TS\ T2 T onrd) 2717 1

Vegytik észre, hogy

11 > 1\"
I+ —4—+...= —
x+ﬁ#_hﬁ+ﬁ_ x+ﬁ+§(ﬁ>

Gondoljuk végig, hogy melyik konvergenciakritérium az, amelyikkel konnyen szé-
molhatunk. A feladatnél biztosan nem lehet alkalmazni a Leibniz-kritériumot, és
értelmetlen lenne a Cauchy-féle gyokkritérium is. Marad a majorans-, a minorans-
és a d’Alembert-féle hanyadoskritérium. A d’Alembert-kritérium lesz a j6 valasztas
ebben az esetben, mert a sorozatban faktoridlis szerepel.

2(n+1)—1 2n+1
Gnt1 _ @@+D)! _ Gty _ @Cn+1)E2n)t
an oo Sor @n-1(2n+2)!
(2n +1)(2n)! 1

2n—1)2n)!(2n+1)(2n+2) (2n—1)(2n+ 2)

A sor konvergens, ha lim 2 < 1, azaz
n—oo 4n

|
li =0<1
nooo (20 — 1)(2n + 2) ’

tehat a sor konvergens.

Ismét az az els6 1épés, hogy megallapitsuk mely kritériumot érdemes hasznédlni. A
Leibniz-kritérium nem hasznalhato, mert a sor nem valtakozo el6jeld.
Gyakorlasképpen vizsgaljuk végig a Cauchy- és d’Alembert-kritériumokat (mint két ,,tév-
utat”):

d’Alembert-féle hanyadoskritérium esetén:

—_

Ani1 1 n
ntl o Ve o 1,
an Tn n+1

a kritérium pedig semmit nem tud mondani abban az esetben, ha a fenti hanyados
hatarértéke 1.
Cauchy-féle gyokkritérium esetén:

Si-
5=

l
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2/f

2/m

2/n

és igy lathato, hogy a Cauchy—kritérium sem hasznalhato, mert ha az n-edik gyok hatar-
Elkepzelheto, hogy a sor nem is konvergens. Ha talalunk egy olyan divergens(!)
sort, amelynek tetszoleges k-adik eleme kisebb az eredeti sor k-adik eleménél, ak-
kor a minorans kritérium értelmében a sor divergens. Az eredeti sor tetszoleges

1 1
eleme \f alaki. Ismert, hogy vk < k, ezért reciprokaikra a z < —= teljestl.

N vk

Azonban azt is tudjuk, hogy a Z — harmonikus sor divergens. A harmonikus sor
n=1
az eredeti sort minoralja (a megfelel6 sorszamu tagjai minden esetben kisebbek az

eredeti sor ugyanolyan sorszamu tagjainal) és divergens, ezért a minorans kritérum
értelmében a > \} is divergens.

Megjegyzés: Belathato, hogy ha 0 < k < 1, akkor Z divergens.

Ennél a példanal az n-edik hatvanyt latva érdemes a Cauchy-gyokkritériummal
prébalkozni:

1 1

n n — n - O
Van (Inn)n —

lnn

mivel a természetes alapu logaritmusfiiggvény szigorian monoton noévekvo, és igy a
nevezd a végtelenhez tart. A kapott hatarérték 1-nél kisebb, ezért a sor konvergens.

A 2/b-ben latott gondolatmenet alapjan a d’Alembert-féle hanyadoskritériumot
hasznaljuk:

n !
Apy1 (n(;lr)ln)ﬂ 4+ Dn aln+1)-0"
a, 2 al-(n+ 1) nl-(n+1)(n+ 1)
—(n41)-(=1)—1
n 1 1
—( n ) — =1y s 20,368,
n+1 —(n+1) e

a kapott hatarérték 1-nél kisebb, igy a sor konvergens.

A feladatbeli sorrél azonnal lathatd, hogy sem a Cauchy-, sem pedig a d’Alembert-
kritérium nem vezethet el a megoldashoz. A sor altalanos tagjat tekintve azonban
latjuk, hogy egyre kisebb és kisebb értékeket vesz fel, ahogy n egyre nagyobb.
[gy van 14 esély, hogy a sor konvergens legyen. Prébéljuk most ki a majordns
kritériumot. Keresni kell egy olyan konvergens(!) sort, amelynek tetszoleges k-adik
tagja nagyobb az eredeti sor k-adik tagjanal. Ha a szamlalot névelem, akkor no a
tort értéke is; ha a nevezdt csokkentem, akkor is n6 a kifejezés értéke:

k—1 k k 1

< <=
KB4+1  kE3+1 k3 k2
Lathato, hogy a sor a Z sorral majoralhato. Errdl tudjuk, hogy konvergens, igy
az eredeti sor is konvergens

A sor éltalénos tagjénak szémléléjét tekintve észrevehetd, hogy a sor valtakozo
eléjeli: Z = Z( " \/ﬁ

A Lelbnlz krlterlum felteteht ellenérizzik: Valtakozo eléjel a sor? Az |a,| monoton
csOkkeno nullsorozat? Mindkét kérdésre igen a véalasz, igy a sor konvergens.
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Végeredmények

3 T
1. C) 1, e) V-1
2. d’Alembert-kritériummal megoldhat6 példék: a), e), g) mind konvergens.
Cauchy-gyokkritériummal megoldhaté példéak: g), 1) mind konvergens.
A d) esetén 3 - > L frhatd, ezért divergens.

Majorans kritérium miatt konvergens sorok: h)-t a 3 2% =3 (%)n geometriai sor

majoralja; az o) esetén tetszéleges k-adik elem helyére % < %%—et irva

T4l b <lhlritly
20 3 2 22
egyenldtlenséghez jutunk, ahol a jobb oldalon a masodik tagtéla (%)n geometriai
sort kapjuk.
Minoréns kritérium miatt divergens sorok: j)-t és k)-t is a 3° + minordlja. A j)-nél
1.1

tetszoleges k-adik tagra ﬁ > T{#G =5 53 teljestl.

2.5. Differencialszamitas

Rovid elméleti osszefoglal6
Egy f fliggvény xy pontbeli differencidlhanyadosan vagy derivdltjan a

. ) — [ (o)

"(zg) :== lim f<—

f ( 0) T—rxT0 €xr — ':CO

hatarértéket értjiik.

Ha ez az érték a fiiggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjaban létezik, akkor
képezhet$ az f'(x) fiiggvény, amelyet az f fiiggvény derivdltfiggvényének nevezink.

S|

-1t \

) E;

A pontbeli derivalt geometriai jelentése: a fiiggvény (grafikonjanak) xg-beli érintGegye-
nesének meredeksége (irdnytangense). Konnyen lathato, hogy az xq és tetszéleges z altal
meghatarozott szel6 hatarhelyzetben (azaz ahogyan az x tart az zg-hoz) érintévé valik.
Az %ﬁffm hényados a szel z-tengellyel bezart szogének tangensét mutatja. Igy ha-
tarhelyzetben, ha az xq-beli érinté az z-tengellyel v szoget zér be, akkor tg(y) = f'(zo).
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/%)

Jxo)

Derivdlasi szabalyok:

f(@)l f'(z)-g(x) — fz) - g'(z)
g(x) (9(x))’
((fog)(@) = (fog)(x) g(x) azaz (f(9(x))) = f(g9(x)) g'(z)
-1 T /: 1
@) = e
Néhany alapvetd figguény derivdltja:
W=n.g"! specialisan: ”xlzé
(2" = pecidlisan: (V) = ——
(a®) =a”-Ina specidlisan: (€)' = ¢*
(log, x)" = " -La specidlisan:  (lnz) = 21:
(sinx) = cosz , (cosx) = —sinx
(tgz) = cos?zx ’ (ctg) = _511112x

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi fligguények derivdltjait!

1. a) 3z%, b) 8r +4, c) 22 + 3z — 1, d) 332% — 2" 4+ 33z — 11, e) 328sin7 — €*?,

2
— 4
£) Va5, g) = - SO

222
2. a) 2x -3, b) 2sinzcosx , ¢)z’- (3" +2), d) cosz - (16x — 32),
24+ x 2 +3
, h)
2—\x
Tx —cosx) - (e* — )
(3x —1)2

e) (2 +3x+1—997) -tgz, f) (7% +87) - (23 — cosz), g)

23 — 3z + 81 ) (323 — 2z + 1)
211 ) 2e7

er

i) - (cosx —e), k) (
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3. a) sin(z?), b) (sinwz)?, c) cos(3z +4), d)tg (223 —e), e) cos(e?), f) e*?,
g) ctg (62 — 3z +e-m), h) e T7=5 §) gz §) 355" 1) In(3sina — 2?),

1) cos((6x +2) - (e* —3)), m) In (71’28;10)’ n) tg (e —Ilnx)

4. a) cos (€2*73), b) e+ ¢) In(cos(3?)), d) tg? (logzx), e) cos <312x2733x+ﬂ>’
2 1 in (2 2
) (18 Vi T eosr)’, g i Y2EEL gy 8T8 (209

sin z 3+ (3x —1)?

5. a) 2%, b) (cosz)?, )z d) (92 —6)*"7, e) (tg x)"*, f) 2% g) (In2x)>",

i . 827—1)-(Inz—
h) $2+(Sinl’)smx, 1) (31}2)5’/@7 J) <513¥)( z )-(Inz—cosz)

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1/d
(3322 — 2" +332—11) =33-2-2' = 7-25+33-1-2° -0 =662 — 725 + 33
2/g
(Hﬁ)’z 2+ ve) - (2= VE) =2+ Va) (2= Va) _
T~ 2 i)
(0 s) vy (- ot) _ BE - () _
PR e Vi)
2 Va2t i 4 2
_ 2z _ 27 _ vz _ 2
IR R I A DN VN
2/k
(7Tz —cosz) - (e — )\’ B
< (3x —1)2 ) B
_ (7w —cosz) - (e” — ) - 3z —1)? — (7Tx — cosz) - (* — ) - ((3z — 1)?) _
(3 —1)?)*
_ ((Tx —cosz) - (e" —m) + (Tx —cosz) - (e — 7)) - (3z — 1)2_
(3x — 1)%
(7w —cosw)- (" —m) - (92° — 6 + 1) _
(3x —1)*
_ ((7+sinz)(e® — ) + (7Tx — cosx)e®) (3x — 1)* — (Tx — cosx)(e* — ) (187 — 6)
(3x — 1)%

3/d A deriviland¢ fiiggvény egy oOsszetett figgvény, melynek kiils6 fuggvénye a tgzx,
a bels6 fiiggvénye a 223 — e. (Belsé fiiggvénynek azt tekintjiik, amelyik az isme-
retlenre  hamarabb van hatédssal”) Az osszetett fiiggvényre vonatkoz6 derivalasi
szabaly értelmében a derivalt a kovetkezo: ,a kiilsé fiiggvény derivaltja hat a belso
figgvényre, szorozva a belso fliggvény derivaltjaval”, azaz

1 ) 62>

/
tg (22° — -~ 6= _
( g (2 6)) cos?(2z3 — e) v cos?(2z3 — e)
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3/k

4/a

4/e

5/c

5/d

1
(111(3 sinx — x2))l = (3sinz — 2?) =

3sinx — 22 3sinx — 22

3cosx — 2z

A 4. feladatban szerepl6 fiiggvények mindegyike tobbszorosen sszetett fiiggvény.
Ha egy fiiggvény példaul 3 fiiggvény kompozicidja, akkor az osszetett fliggvényekre
tanult derivalasi szabaly ugyantugy hasznalhato:

(f(g(h(@)))" = f'(g(h(2))) - (9(h(2)))" = f'(g(h(x))) - ¢'(h()) - W' (x)

Ennek alapjan itt az f(x) = cosz (legkiilsé figgvény), a g(z) = e* (kozbelsd
fliggvény) és a h(x) = 2z — 3 (belsé figgvény):

!
(cos (eQm_?’)) = —sin (627”_3) L2 3.9 = —2sin (62:“_3) .23

Megjegyzés: Amennyiben probléméat jelent a fiiggvények sorrendjének megallapitdsa,
gondoljuk végig a kivetkezdt. Tegyiik fel, hogy a cos (e2*73) értékét kell kiszdmitani egy
konkrét x szam esetén. Legyen példaul x = 4. Melyik kifejezésbe helyettesitjiik be elészor
a 4-et? A valasz természetesen a 2o — 3, igy 2-4 — 3 = 5. Ez lesz a belso fiiggvény, ez
,hat elészor” az x ismeretlenre. Tovabb haladva a kovetkezd, amit kiszamolnank az e,
amibol az kovetkezik, hogy a kozbels6 fiiggvény az e®. Végill mar nyilvanvald, hogy a

kiils6 fliggvény a cos x.

(cos (3121‘2—33J1+7r))/ — —sin (312x2—33x+7r) . gl2e?=33atm | 3. (24z — 33)

Az 5. feladatbeli fiiggvények mindegyikében az alapban is és a kitevében is olyan
kifejezések taldlhatdak, amelyek x-t0l fiiggnek, igy egyik korabban megismert de-
rivalasi szabalyt sem tudjuk alkalmazni.

A megoldashoz a kovetkezo tritkkel jutunk el. Kozépiskolai tanulményokbol ismert
a logaritmus definiciéja: @%b = b, specidlisan e™? = b. Altaldnosan a feladatbeli
fuggvényeket (f(z))? @) alakban irhatjuk le, és az el6bb emlitett természetes alapt

« /ey

(f(x))g(x) _ (eln(f(gg)))g(w) _ n(f(a))a(a)

frhaté. Igy mar csak a kitevében taldlhaté z-nek valamely fiiggvénye, és a példat
Osszetett fliggvényként oldhatjuk meg, ahol a legkiilsé fiiggvény minden esetben az
e”. A c) jelit példaban a megoldds menete:

, coszx\ / . / . /
(xcosm) — (<€lnr> ) — (elnxcosx) — elna: coszT | (11’11’ . COS(L’) —

COS ™

1 :
— glnacosz ( ccosx+Inw - (— smx)) = . ( —Inx- Slﬂl’)
x

X

/ /

((Qx _ 6)31‘2—7r> _ (eln(Qr—G)-(fizQ—w))/ — n(92—6)-(3a% ) . (1n(9x —6) - (322 — W)) _

= (92 — 6)*° 7. (

e (32* — ) + In(9z — 6) -695)
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Végeredmények
megoldasokban a lehetséges egyszertlisitéseket nem feltétleniil végeztiik el.
A ldasokb lehetsé tisitések feltétleniil vé k el
) 20 — 1 4
a) 6:6, b) 8, C) 4.T+3, e) 0, f) 777\/?, g) T, h) 1— ﬁ

2. a)2-3"+2x-3"-In3, b) 2(cos? z —sin® x) = 2cos(2x), c) 72°(3"+2)+27-37-1In 3,
22+ 3z +1— 997
cos? x

20 — 2 —
£) 7 In7(x® — cosx) + (7* 4 8m)(3z* +sinzx), h) M7

d) —sinz(16x — 32) + 16cosx, e) (2z + 3)tgx +

Y

6./1:
) Br 3 ) (8481 2 In2
@+ 17 |
i) (922 — 2 — 323 + 22 — 1)(cosz — e) — (323 — 2z + 1) sinx
2e”

3. a) (cosx?) -2z, b) 2coszsinz = sin(2zx), c¢) —3sin(3z +4), e) —e® -sine”,
122 — 3 2
f eCOS T oj - h r“4+Tr—5 2 7
) —etsing, 8) — G g ren) ¢ (22 +7),
i) 807 . In8-cosz, j) 3T In3- (2z + ),
= 7z? + 10

1

| ((6;1;+2)(e$—3))-(6(e$—3)+(6$+2)€x)’ m) (722 — 10)2’
_1
n) cos2( nr)
in(3*)-3*-1n3
4. b) =2 et - sin(2z + 1), c) — 038(3””) ~
g 2tz ) 3-tg? (Va7 + cosw) - (22— sina)
cos?(loggx) -z -1In3" " 2. cog? ( $2+cos$) V% Fcost
. 2 \/
g) ——mf avaeeT ST~ V2T A 1-cosa R —ctg x
V2T + 1 sin® x 2z + 1
o P17 (o sin (2%) - con - cos (@) 40) (1 + (=)
cosx - sin (222) (a8 + 3z — 1)?)°

_ cosw-sin (22°) - (32 +2(3x — 1) - 3))
(23 + (3z — 1)2)
5. a)z” - (1+1Inx), b) (cosz)®- (—tg(z) x+ In(cosz)),
e) (tgz)® . ( In z 4 ln(tg:p)>’ f) zter . (tgx + Inz >7

tgx - cos? x x x cos? x

o) (20 (20 4 i) 6z,

h) 2z + (sinz)¥"% - (cos z + In(sin z) - cos ),

2-y/x—4 | 2
) (32) = Vv N n(3z°)
x 3-(x—4)2
. /sinz\ @® -Dnz—coss) [(eos . 37 —sinx - 3% - In3) - (827 — 1) - (Inz — cos )
) ( ) : : +
3z sinz - 3%

: : 1
+In (s?x) -562°% - (Inx — cosx) + In <S1;$> (827 — 1) - ( + sinw))
x x €T
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2.6. Magasabb rendii derivaltak. Monotonitas- és
konvexitasvizsgalat

Rovid elméleti osszefoglal6

A tovébbiakban legyen f az értelmezési tartomanyanak egy [a,b] C Dy részinterval-
lumén (legalabb kétszer) differencialhaté fiiggvény, és legyen a < 21 < 2o < b,a < x < b.
Az f figgvény

e szigoruan monoton novekvd az [a,b]-n, ha f(z1) < f(x2) vagy ha f'(z) > 0.
e szigortuan monoton csékkend az |a,bl-n, ha f(x1) > f(xe) vagy ha f'(z) <O.

e -nek egy zg € [a,b] pontban helyi (lokélis) szélséértéke van, ha f'(xq) = 0 és(!) f’
derivaltfiiggvény az xg-ban eléjelet valt. Ha f’ pozitiv értékekrol negativ értékekre
valt, akkor a fliggvénynek az xo-ban helyi mazrimuma, ha negativakrél pozitivakra
valt, akkor helyi minimuma van.

Megjegyzés: Az f figgvénynek a xy helyi maximuma, ha f’'(z¢) = 0 és f”(xy) < 0;
helyi minimuma, ha f’'(z¢) = 0 és f"(xo) > 0.

e konvex az [a,b]-n, ha f (“;”) < f(xl);f(”) vagy ha f"(z) > 0.

e konkdv az [a,b]-n, ha f (“g“) > f(ml);rf(“) vagy ha f"(z) <0.

e -nek egy zo € [a,b] pont inflexids helye (és igy az (o, f(zo)) inflexiés pontja), ha
f"(zo) =0 és(!) a f” masodrendii derivaltfiiggvény el6jelet valt.
Megjegyzés: Az f fiiggvénynek a xy inflexiés helye, ha f"(zq) = 0 és f"(zq) # 0.

Szemléletesen, a fliggvény konvexitasa azt jelenti, hogy a fliggvény grafikonjahoz htzott
érint6 a fiiggvény grafikonja alatt helyezkedik el; ha a fiiggvény konkav, akkor egy pont-
beli érint6 a grafikonja felett halad el.

Példaul az f(z) = 23 fliggvény esetén az ro = —1-ben a fliggvény konkéav (a fliggvény-
gorbe az érinté alatt van), mig xo = 1-ben konvex (a gorbe az érinté felett van):
(Megjegyzés: Az f(z) = a3 fiiggvény a | — 00,0[ intervallumon konkav, a ]0,+oo [

intervallumon konvex, xo = 0 pedig inflexiés hely.)
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Feladatok
1. Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények magasabb rendli derivaltjait:
(a) f(z)=4a®+8z*+32%+5, [fO(x)=2
(b z) =e, f(x) =7

-cosx, f"(x)="
r)=x?-Inx, f'(z)="

= arctg x, f"(x) ="

2. Vizsgaljuk meg a kovetkezd fiiggvényeket monotonitas szempontjabol!

(a) f(z) =a"—2?

() fr) = 5"
o
2+ 1

(@) f@) =z VI— 2
(e) f(x) = —z-Inz

8

3. Vizsgaljuk meg a kovetkezo fliggvényeket konvexitas szempontjabol!
(a) f(z)=a%—32>—9x —9

(b) f(o) = (= 2)* -
x+1
@)ﬂm=1+($_J

(@) f() =5 +na
(e) f(z) =arctg =, arctg: R — ] — 7,7 [

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1/a Magasabb rendii derivalt esetén mindig az eggyel alacsonyabb rendii derivaltat kell
derivalni, tehat

f(z) = 42° + 82" + 32* +5
f'(z) = 202" + 322° + 62
f"(x) = (202" 4 322° + 62)" = 802° + 962° + 6
F(x) = fO(x) = (802° + 9622 + 6)' = 2402 + 192
f<4 (z) = (2402° + 1922)" = 480z + 192
() (2) = (480z + 192)' = 480

2/a A fiiggvény monotonitdsdnak vizsgalatdhoz az f elsérendii derivéltja sziikséges:

f(z) = 423 — 2.

A fiiggvény monotonitdsa (azaz hogy hol novekvd és hol csokkend) a szakadasi
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2/c

helyeken és a szélséérték-helyeken valt, a koztes intervallumokban vagy né vagy
pedig csokken. Eppen ezért elséként megvizsgaljuk, hogy van-e szakadasi helye a
figgvénynek, azutan pedig megkeressiik a szélséértékeket.

A figgvény a teljes valos szamegyenesen értelmezve van, igy szakadasi helyei nin-
csenek.

Szélséértékeket ott taldlunk, ahol a derivaltfiiggvény 0 és(!) ott a derivaltfiggvény
elojelet valt:

Fla) =42% — 20 = 20(22% — 1) = 0 <= { gif_ol fgy —
x =0 vagy = =0
= _ 1
T3 = _ﬁ

A —%, 0 és % lehetséges szélsoértékek. Valodi szélsoértékek akkor lesznek, ha
ezeken a helyeken a derivaltfiiggvény eldjelet valt.

Az értelmezési tartomanyt a lehetséges szélséértékek segitségével | szétdaraboljuk”,
és megallapitjuk, hogy az igy kapott intervallumokon a derivaltfiiggvény pozitiv
vagy negativ értékeket vesz fel.

Egy hasznos triikk az el6jel megallapitasahoz: Tudjuk, hogy a szétdarabolas utan,
egy-egy intervallumon a derivaltfiiggvény értékei vagy mindig pozitivak vagy min-
dig negativak. Valasszunk ki egy tetszoleges szamot az intervallumbol, helyettesit-
sitk be a derivaltfiiggvénybe, és csak az el6jelét figyeljiikk — az igy kapott eldjel az
intervallum minden pontjara érvényes lesz. Ebben a feladatban példaul |—oo, —% [
kozott a fiiggvény vagy monoton né, vagy monoton csokken, igy a derivalt vagy
csupa pozitiv, vagy csupa negativ értéket ad. Ebben az intervallumban van példaul
a —1, ezt a derivaltfiiggvénybe helyettesitve: f/(=1) = 2(=1) - (2(=1)? — 1) = =2,
ez negativ érték — igy ebben az intervallumban minden derivalt negativ, és itt min-
denhol monoton csokken a fiiggvény.

Osszesitsiik egy tablazatban a kapott eredményeket:

1 1 1 1 1 1
]_OO’_%[ V2 ]_ﬁao[ 0 ]Oaﬁ[ /2 ]ﬁ,—FOO[
f(x) — 0 + 0 - 0 +
f(z) | sz.m. csokk. | lok.min. | sz.m. né | lok.max. | sz.m. csokk. | lok.min. | sz.m. né

Az el6z6 példa megoldasi menetét hasznaljuk fel. A fliggvény értelmezési tartoma-
nya a teljes valds szdmok halmaza. (A feltétel az lenne, hogy 2+ 1 nem lehet nulla,
de ez minden valés szdm esetén fenndll.)

b x2—1/_2x-(:t2+1)—(x2—1)~2:v_ dx
Jla) = <x2+1> B (22 +1)? (22 +1)?

Monotonitas vizsgalata:
Els6ként a lehetséges szélstértékhelyeket hatdrozzuk meg:

f()=0 < 4do2=0 < =0

Tehat az x = 0 az egyediili lehetséges szélséérték-hely.
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f'(x) - 0 +
f(z) | sz.m. csokk. | lok. min. | sz.m. né

Megjegyzés: Az x = 0 nem csupéan lokélis, de globdlis (azaz a teljes értelmezési
tartomanyra vonatkozd) minimum is a figgvény szamara.

A megoldasi médszer megegyezik az el6zo két példaéval.

fl(r)=(—zlnz) = —lnz — xl =—(Inxz+1)

x

1

" __t

)= —

Monotonitas:
/ 1 . Nn s
f(x)=0 <= lnzx=-1 <= x=— (lehetséges széls6érték-hely)
e

Mivel f” (%) = —1=—-e<0,igy az % lokalis maximumbhely. Az intervallumok

felirasakor ﬁgyelen&be véve, hogy az In-fiiggvény hol van értelmezve:

10, 2 . Iz, +oo]
fle) |+ 0 -
f(z) | sz.m. n6 | lok. max. | sz.m. csokk.

(Megjegyzés: Az x = % globdlis maximum is egyben.)

Annak megéllapitdsa, hogy a fiiggvény mely intervallumokon konvex/konkav, a
monotonitasvizsgalathoz hasonlé. Itt a masodrendi derivaltat kell figyelni:

f'(z) = 32* — 62 — 9
f"(x) =6x—6

A konvexitas vizsgalatahoz a fiiggvény értelmezési tartoméanyat a szakadési helye-
ken és az inflexiés helyeken ,daraboljuk szét”, és az igy kapott intervallumokon
vagy minden pontban konvex vagy minden pontban konkav a fliggvény.

A figgvény a teljes valos szamegyenesen értelmezve van, igy szakadési helye nincs.
Lehetséges inflexios hely az f”(x) = 62 — 6 = 0 egyenlet gyoke, amely az x = 1.
Amig nem tapasztaljuk azt, hogy itt a masodrendii derivalt el6jelet valt, addig nem
lehetiink biztosak abban, hogy valéban inflexios helyet talaltunk.

A monotonitasvizsgalatnal ismeretett tablazatos médszer konvexitds esetében a
kovetkezoképpen néz ki:

f"(x) - 0 +
f(z) | konkév | infl. pont | konvex
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3/b

3/d

fla)=2x—2)-1=2z—2
f”(l‘) —9

Lathato, hogy barmely x € R esetén a fiiggvény masodik derivaltja 2. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy nincs inflexids pontja, és a fiiggvény az értelmezési tartomanyanak
minden pontjaban konvex (hiszen 2 pozitiv szam).

(Megjegyzés: A feladat végeredménye azonnal sejtheté abbdl, hogy az f(x) flige-
vény az x? masodfoki fiiggvény transzforméltja.)

A lehetséges inflexios helyek:

1
f'x)=0 = 12; — P=1=x,=+1

A figgvény értelmezési tartoménya a |0, +oo[ intervallum (az In-fiiggvény miatt),
ezért az egyetlen lehetséges inflexios hely az © = 1.

10, 1] L |1 oo
@) | = 0 +
f(z) | konkav | infl. pont | konvex

Végeredmények

1.

202 — 2

b) —2-e* 44z e ¢) —2(e*sinx +e“cosz) d) 2Inz+3, e) a2

] — o0, —1] | —1,1] ]1, +00]

- b) _[f(x) - - -

f(z) | sz.m. csokk. | sz.m. csokk. | sz.m. csokk.
d) f'(z) — 0 +

f(z) | sz.m. csokk. | lok.min. | sz.m. né | lok.max. | sz.m. csokk.

1751

S

Sk

] — o0, —2] -2 ] —2,1] | |1, 4+o0]
c) f'(x) — 0 + +
f(z) konkav | infl. pont | konvex | konvex
] —00,0] 0 10,400
e) f"(x) + 0 -
f(z) | konvex | infl. pont | konkav
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2.7. Teljes fiiggvényvizsgalat

Rovid elméleti osszefoglalo

Egy f: R — R fliggvényt a kovetkezo lépések segitségével vizsgalhatunk meg:

1.

Ertelmezési tartomdny meghatdrozdsa. Mely valés szamokban értelmezhetd a fiigg-
vény, és hol taladlhatéak szakadasi helyek. Jelolés: Dy

Paritds, periodicitds megdllapitisa. Egy figgvény pdros, ha f(—z) = f(x),
pdratlan, ha f(—xz) = —f(z) barmely = € Dy esetén. (Paros fuggvény grafikon-
ja az y-tengelyre, paratlan fiiggvény grafikonja az origéra nézve szimmetrikus.)
Egy fuggvény periodikus, ha létezik olyan p € R szam, amelyre f(z) = f(z + p)
minden x € Dy esetén.

Zérushelyek. Mely x € Dy pontokban nulla a fliggvény értéke.

Folytonossdg vizsgdlata, tovabbd a fiigguény hatdrértéke a +oo-ben, a —oo-ben és a
szakadasi helyeken. Lasd: Fiiggvények hatarértéke.

Monotonitds vizsgdlata, szélsoértékek keresése. Lasd: Monotonitas- és konvexitas-
vizsgalat.

Konvexitds vizsgalata, inflexios pontok keresése. Lasd: Monotonitas- és konvexitas-
vizsgalat.

. Fliggvény abrdzoldsa. (Az 1-6. pontok alapjén.)

Ertékkészlet meghatdrozdsa. Milyen y értékeket vehet fel a fiiggvény. Jelolés: Ry

Feladatok

Végezziink teljes fiigguényvizsgdlatot a kévetkezd fiigguényeken!

1.

2.

f(z) =2 — 4z
flay =253
flay=
flo) = xzxj;i 2
f@) =5 —x1)ew
fla) =€+ 1)
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1'2

22 —2x+1

10. f(x) = (v — 1)*(z + 3)?

0. flx) =

1+ a3
22

11. f(z) =

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

.2
4. A vizsgéalt figgvény: f(x) = x3
:L‘ —

1. Ertelmezési tartomdny. A nevezs nem lehet nulla, ezért x # 3, azaz Dy = R\{3}.

(Igy az x = 3 nem megsziintethet6 szakadési helye a fiiggvénynek.)

2. Paritds, periodicitas. Ellen¢rizziik le, hogy lehet-e a fiiggvény paros vagy pa-

2

ratlan: f(—z) = % = :ij:s = x‘”—; Tehét f(—x) # f(x), ezért a fiiggvény nem

péros, és f(—z) # —f(x), ezért a figgvény nem is paratlan.

A fiiggvény nyilvanvaléan nem periodikus.

3. Zérushelyek. Az f(x) = 0 egyenlet megoldasait (gyokeit) keressiik. Mivel a

nevezo nem lehet nulla, ezért

f(z) = =0 &= —2’=0 <= =0

A figgvény egyediili zérushelye az x = 0.

4. Folytonossadg; a fligguény hatdrértékei a végtelenben és a szakaddsi helyeken. A
figgvénynek nem megsziintethet6 szakadasi helye az x = 3, ezért ebben a pontban
kétoldali hatarértéket kell vizsgalni. Ezen kiviil ki kell szamitani a hatarértékeket
a 00 helyeken is.

. —a2? .=t
lim =...=4+0 lim =...=—
z—=3—x — 3 z=3+ . — 3
. —a? . —a?
lim = —00 lim = 400
z—+o0 g — 3 T——00 I —

A kapott eredmény azt jelenti, hogy 3-ban a fliggvénynek fiiggéleges aszimptotdja

van.
5. Monotonitds és szélséértékek. Monotonitasvizsgalathoz az f’ fiiggvényre van
szikség:
() —2*\" —2z(zx—3)+2®> —2’+6z
€Tr) = = =
r—3 (x — 3)? (x — 3)?

A lehetséges széls6értékhelyek az f'(x) = 0 egyenlet gyokei, amely pontosan akkor
lehet nulla, ha a szdmlaloja nulla:

—2°4+6r=0 <= —2(r—6)=0 <= z=0vagyr=26

A két lehetséges széls6értékhelyiink: 1 = 0 és x5 = 6. Ez a két érték akkor valodi
szélséértékhely, ha kis kornyezetiikben eldjelet valt az f' fiiggvény:
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] —O0,0[ 0 ]073[ ]376[ 6 }67_‘_00[
f'(z) - 0 + + 0 -
f(z) | sz.m. csokk. | lok. min. | sz.m. né | sz.m. né | lok. max. | sz.m. csokk.

6. Konvezitds és inflexios helyek. A konvexitasvizsgalathoz az f” fiiggvényt kell
eléallitani:

"y — —2? + 6 /: (=22 +6)(x — 3)% — 2(—2? + 62)(z — 3)
fi(z) ((1:—3)2> (x —3)%
(=22 +6)(z — 3) —2(—2? + 6x) (—2x+6)(x — 3) — 2(—2% + 62)

(z —3)? (x —3)°

Lehetséges inflexios helyet ott kaphatnank, ahol az f”(z) = 0 teljesiilne. Azonban
f" nevezGje soha nem tilinhet el, és a szamlaloja sem nulla, ezért a fiiggvénynek
nincs inflexios helye. Ettol fiiggetleniil a tablazatot felirhatjuk:

] —00,3[ | ]3, 400
f"(=) + -
f(x) | konvex | konkav

7. A fligguény grafikonja. A preciz abrazolashoz ki kell szamitani a 1ényeges helye-
ken (maximum- és minimumhelyeken, inflexiés helyeken és trividlisan a zérushelye-
ken) a fiiggvényértékeket, és természetesen az x-tengelyen szerepeltetni kell ezeket
a helyeket. A fiiggvénynek egyetlen zérushelye az © = 0 — itt metszi (vagy érinti)
a fiiggvény grafikonja az x-tengelyt. Két szélstértékhelyet taldltunk: az egyik az
x =0, itt f(0) =0, illetve z = 6, itt f(6) = % = —12. A fuggvénynek inflexids
helye nincs.

Az el6bbi behelyettesités azért fontos, mert ennek segitségével tudjuk meg, hogy
milyen lényeges értékeket kell felvenni az y-tengelyen. (Ebben az esetben a 0 és
—12 értékeknek szerepelniiik kell.)

Az abrazolashoz érdemes az z-tengelyen —oo-t6l indulni és +oo felé haladva sza-
mitdsba venni a kulcsfontossdgu helyeket (lasd fent), és az dltaluk meghatarozott
intervallumokon figyelni, hogy mikor monoton no vagy csokken a fliggvény és kon-
vex vagy konkav-e.

Elséként rajzoljuk be az x = 3-nél talalhaté fliggbleges aszimptotat (mivel a 3
nem megsziintetheté szakadasi hely). A —oo-tél indulva az els6 fontos hely a 0
(zérushely is és lokdlis minimumhely is egyben). A —oco és 0 dltal meghatérozott
intervallumon a fiiggvény monoton csokkend és konvex — eszerint abrazoljuk a
figgvény ezen részét. Tovabbhaladva 0 és 3 kozott a fiiggvény monoton névekvo
és konvex. Ezutén a | 3,6 [ intervallum kévetkezik, ahol f monoton né és konkav.
Végiil 6-t6]1 —oo-ig a fliggvény monoton csdkkeno és konkav.
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10.

8. A figguény értékkészlete. A grafikonbdl leolvashaté, hogy a fiiggvény nem vesz
fel értékeket a kapott maximum- és minimumhely kozott.
Igy Rf =] —o00,—12|U[ 0,400

A vizsgdlt figgvény: f(z) = (z — 1)*(z + 3)?

1. Ertelmezési tartomdny. Dy = R

2. Periodicitds, paritds. A fliiggvény nyilvanvaléan nem periodikus.

f(=z) = (—z—1)*(—z+3)? = (z+ 1)*(x — 3)?, amely nem egyenl sem f(x)-szel,
sem pedig — f(x)-szel, igy nem paros és nem is paratlan.

3. Zérushelyek. A fiiggvény zérushelyei az f(x) = 0 egyenlet megoldasai. Egy
szorzat pontosan akkor nulla, ha legalabb az egyik tényezéje nulla, ezért (z—1)% = 0
vagy (z + 3)? = 0. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha x — 1 = 0 vagy x + 3 = 0;
emiatt a keresett zérushelyek z; = 1 és 9 = —3 (mindkett& kétszeres gyok).

4. Folytonossdg és a fiigguény hatdrértékei a végtelenben és a szakaddsi helyeken. A
figgvény nyilvanvalbéan folytonos a teljes értelmezési tartoményan. Szakadasi helye
nincs, 1gy elegendo a végtelenben vizsgalni a hatarértékeket:

lim (z —1)*(z +3)* = +o0 , lim (x —1)*(z +3)* = +o0 .

T——00 T—+00

5. Monotonitas és szélsdértékek.

fla)y=2(—1) (2+3)"+ (2 —-1)* 2z +3) =
= (z+3) (v - 2)(z +3) + 2(z — 1)?) =
= (z+3) (2w — (@ +3) +2(z — 1)?) =
=2z+3)(z—1)(z+3+2x—-1)=2(+3)(z—1)2x +2) =
4(z+3)(x—1)(z+1)
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Lehetséges szélséérték-helyeket ott taldlunk, ahol f'(z) = 0:
(z+3)(z -1)(z+1) =0

A lehetséges széls6érték-helyek tehat: z1 = —3, 2o = —1 és x3 = 1.

] — o0, =3[ -3 ] —3,-1] -1 |—1,1] 1 11, +00]

F(x) - 0 + 0 - 0 +

f(z) | sz.m. csokk. | lok. min. | sz.m. né | lok. max. | sz.m. csokk. | lok. min. | sz.m. né
6. Konvexitds és inflexios helyek.
f(z) = 120% + 242 — 4
A lehetséges inflexiés helyek az f”(x) = 0 egyenlet gyokei:

1222 + 242 —4 =0
322 4+6x—1=0

—6+£36+12 —6+4v3 —3+2V3 Ly 2
xr = = = e — -
b2 6 6 3 V3
A lehetséges inflexios helyek: 1 = —1 + % és x9 = —1— %
2 2 2 2 2 2
]—oo,—l—%[ -1- = ]—1%7—1+%[ -1+ ]—1+7,+oo[
1 (x) + 0 - 0 +
f(x) konvex infl.pont konkév infl.pont konvex

7. A fiigguény grafikonja.

16

-3

| %)
—-

e
_l_ﬁ

-
wil

8. A fligguény értékkészlete. A figgvény vizsgalatabdl és a grafikonjabol leolvas-
haté, hogy Ry = R, U {0}.
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11.

1+ 23

A vizsgélt fuggvény az f(x) =

2

79

1. Ertelmezési tartomdny. A fiiggvény nem értelmezhetd, ha z2 = 0, azaz z = 0,

igy Dy = R\ {0}.

2. Periodicitds, paritds. A fiiggvény nyilvanvaléan nem periodikus.

1—az3

Az f(—z) = , ez nem egyenls sem f(x)-szel, sem pedig — f(x)-szel, ezért nem

2
€T
paros és nem is paratlan.

3. Zérushelyek.

fz)=0 <= 1+2°=0 <= =

a fliggény egyetlen zérushelye az x = —1.
4. Folytonossdg, a fiigguény hatdrértékei a végtelenben és a szakaddsi helyeken. Az
f az értelmezési tartomany minden pontjaban folytonos, szakadasi helye az x = 0.

3

=—1 <= z=-1,

o 1423 o 1423
lim = +00 lim = —00
r—~00 g;2 T——00 ZE2
o1+ 1+
lim =...= 400 lim = 400
z—0— 2 z—0+ 2
5. Monotonitds és szélsoértékek.
,oy o Bxtea?—(1+a2%) 20 ot =20 ad—2
f (.T) - 1’4 - .174 - 1’3

Lehetséges széls6érték-helyeket ott talalunk, ahol az f/(z) eltlinik (azaz = 0).

fa)=0 <= 2 -2=0 <= =2 < =V72.

Készitsiik el a monotonitas vizsgalatahoz sziikséges tablazatot:

]—O0,0[ ]O’\S/i[ \75 ]\3/57—{'00[
f'(x) + - 0 +
f(z) | szm. nd | sz.m. csokk. | lok. min. | sz.m.nd
6. Konvezitds és inflexios pontok.
32213 — (23 —2)-32> 622 6
fa) = i i

Lehetséges inflexios helyek:

6
') =0 <= — =0 <= 6=0

i

(nincs inflexids hely)

f"(z) > 0 minden x € Dy-re, ezért a fiiggvény mindenhol konvex.

| —00,0[ | ]0, +o0]
f"(x) + +
f(x) | konvex | konvex
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7. A fiigguény grafikonja.

8. A fiigguény értékkészlete. Ry =R .

Végeredmények

A rovidség kedvéért csupan a fliggvények grafikonjait kozoljik, bejelolve a zérus-
helyeket, a széls6érték-helyeket és az inflexids helyeket, tovabba a fliggéleges vagy
vizszintes aszimptotdkat (ha azok léteznek). A grafikonbdl leolvashat6ak a monotonitési
és konvexitasi tablazatok is.

(1) és (2) feladat:

|
(=]
| b

}
wl
|

T T i T T T T T 1 B
™ 40
16 |
il 33
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(3), (5), (6), (7), (8) és (9) feladat:

o
T T T _'1 1 j ] —]/ 1
(3) : (5)
0 l
(6) _- (7)
' .1—;5 _% \1‘51’1
(8) / (9) *F

2.8. A differencialszamitas tovabbi alkalmazasai

A kovetkezokben — a teljesség igénye nélkiil — a differencialszamitds néhany tovabbi
alkalmazasara mutatunk példat.
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Erint6 meghatarozasa

Irjuk fel az f(z) = 2® — 32% — 122 + 1 fiiggvény o = 1-beli érintdjének egyenletét!

A feladat megoldéasa soran felhasznaljuk, hogy a fiiggvény adott pontbeli derivaltja
éppen a pontbeli érinté meredeksége. Az f(x) fiiggvény derivéltja f'(x) = 3% — 6z — 12,
specidlisan az xo = 1 pontban f/(zg) =312 —6-1— 12 = —15 = m. Az érintéegyenes
egyenletét felirhatjuk, ha ismerjiik az egyenes egy (zo, yo) pontjat és az m meredekségét:
y —yo = m(x — o). Az egyenlethez mar csak az y, értéket kell meghatérozni:

Yo = flzg) = f(1) =13 =3-12—-12-14+1 = —13. Igy a keresett érintéegyenes egyenlete:

y—ygzm(x—xo)
y—(—13) = —=15(z — 1)
y=—1dx+2

(Geometriai) széls6érték feladatok

Az 1 cm keriileti téglalapok kézil melyiknek a legnagyobb a teriilete?

Egy a és b oldalu téglalap keriilete K = 2(a+0b), mig teriilete T' = ab. A feladat szerint
K =1, a T teriiletet szeretnénk maximalizalni. A teriiletet tehat T'(a,b) fuggvényként
tekintjik, amelynek értéke a-tél és b-t6l fugg, és keressiik a maximumét (azaz szélsé-
értéket kerestink). Ahhoz, hogy a széls6értékekrdl tanultakat hasznalhassuk, a T'(a,b)
tertiletfiiggvénynek csupan egyetlen valtozotol kell fiiggnie. Itt alkalmazzuk a feladat
azon feltételét, hogy a keriilet 1 cm, azaz

1 1
1=2(a+b) = §:a+b = bzi—a.
A b ismeretlen tehat kifejezheto az a-val, igy a teriiletfliggvény is csupan egy valtozdtol

(az a-tdl) fugg, és a derivaltjat is kiszamithatjuk:

T(a,b) = ab
1 1
Ta)=al=—a)=-a—ad°
(a) a<2 @) 50—
1
T’(a):§—2&

A T(a) figgvény maximumat szeretnénk megkapni, ezért megvizsgaljuk, hogy hol tiinik
el (hol lesz 0) a T"(a), majd ellenérizziik, hogy a kapott érték tényleg maximumhely-e:

1 1
T(a)=0 <= - —-2a=0 < a=7

2
f'(z) + 0 -
f(x) | mon.n6é | max. | mon. csokk.
. . , 1 . ; _ 1 ¢ 1 _ 1
A teriiletfiiggvénynek az a = 7-ben maximuma van, igy ha a = 7 és b = 5 —a = 4,

1

7 cm hosszisagu oldalakkal

akkor a téglalap teriilete maximalis. Ez a téglalap éppen az
biré négyzet.
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Irjunk az R sugari gombbe mazimdlis térfogati hengert!

A gomb és a henger forgastest, ezért a feladat redukélhato kétdimenzids esetre. Egy
korbe kell maximalis teriileti téglalapot irni. E kettot egy kozos szimmetriatengely kortl
megforgatva eljutunk a gombhoz és a hengerhez.

A téglalap teriilete T = am. Itt mind az a alap (a keresett henger alapkorének dtméréje),
mind pedig az m magassag (a henger magassdga) ismeretlen. Vegyiik észre, hogy az a,
m és 2R derékszogli haromszoget alkot, igy példaul m = v4R? — a?. Ennek segitségével
T = av4R? — a2 = \/4R%a? — a* irhaté, ezt mint fiiggvényt kell maximaliz4lni:

! o /7 1 2 3\ 2a(2R2 _a,2)
T'(a) = (V4R2a2—a4) = 2\/m~(8]% a—4a ) = —\/m

Szélséérték-helyet ott talalhatunk, ahol a derivaltfiiggvény nulla:

T'(a) =0 <= 2a(2R*—0a®) =0 < a=0vagy a=V2R

Mivel az a nem lehet nulla (ugyanis akkor a hengernek 0 hosszisagu alapja lenne), ezért
az egyetlen lehetséges széls6érték-hely az a = v/2R. Ellenérizni kell, hogy ez valéban
maximum.

A derivéaltfiiggvényben a nevezd és 2a is biztosan pozitiv, igy csak a 2R? — a? el6jelét kell
ellen6rizni (ettél fiigg, hogy mely intervallumokon monoton né vagy csékken a teriilet-
fiiggvény). Tekintsiink egy elegendéen kicsi € > 0 értéket. Ezt kivonva (vagy hozzdadva)
a = v/2R-hez megkapjuk, hogy a ]0,v2R]| (vagy a ]v/2R, +oo|) intervallumon pozitiv
vagy negativ a derivaltfiiggvény.

232—(\/53—5)2:...:2\/536—52>0
2R — (VAR +¢) =...= 23Rz — &> <0

Lathato, hogy a teriilet-fiiggvény derivéltja az a = /2R-ben elbjelet valt, pozitivbol
negativba fordul, ezért itt lokdlis maximum talalhaté. Kiszamitva az a-bol m értékét,
azt talaljuk, hogy a = m (azaz egy kérbe irhaté maximalis tertiletli téglalap a négyzet).
Egy R sugart gombbe irhaté maximalis térfogatti henger az @ sugari, m = 2R
magassagu henger.
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Taylor-sor

Taylor tétele szerint egy fiiggvény felirhato
f(x) =T (z) + Ru(x)

alakban, ahol T),(x) az f fiiggvény zq kortli n-edfokd Taylor-polinomja, R,(x) pedig az
n-edik maradéktag:

f'(x0) f"(x0) J (o)

To(x) = f(xo) + T (x —x0) + o (x—20)® +...+ - (x — ao)"
Ru(@) = L2 0yt ool vagy € .z
(n+1)!
Néhany nevezetes fiiggvény Taylor-sora:
A cos-fiiggvény:
A Taylor-sor felirasdhoz tekintsiik a cos-fliggvény derivaltjait:
cos'(x) = —sinz , cos’(z) = —cosz, cos”(z)=sinz, cos®x=cosz .

Lathato, hogy a magasabbrend(i derivaltak ciklikussagot mutatnak, azaz

cos®(z) = cosz, cos™tV(z) = —sinz ,

(4k+3)

cos™ 2 () = —cosz, cos r=sinz,

ahol k tetszoleges természetes szam.
A fentiek segitségével az n-edik Taylor-polinom tetszoleges z¢ pont koriil:

cos T A2 Cos T + _Silllxo (x — xo) + *(m — 20) %+
i ' ' (n)
sinz cos x cos'™(z
3,0(95—%)3-1- 4,0@—%0)44—...—1— n'( O)(x—ﬂﬁo)n

Amennyiben xy = 0 (azaz a fliggvény MacLaurin-sorat keressiik):

. 2 g
cosx%l—O—j—l—OﬁLE—...—k(—l) o) =
2 gt 220
—1l- b (=D)"
ot T
Ebbdl pedig a Taylor-sor:
) I2 .T4 " x?n 00 . x2n
cosz = lim (1 TR ) (2n)!> =205

Erdemes 4brdzolni az eredményt: minél magasabb a Taylor-polinom fokszdma, annél
jobban kozelitiink a fiiggvényhez.

Az abran a cos-figgvény MacLaurin-sorat felhasznalva kozelitettink n = 1,...,5
esetekben. (A Taylor-sor esetén ezek az n = 2,4, 6,8, 10 esetek.)
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n=2 n=4

N\ /\ .

n=1 n=3 n=>3

Ha példaul z¢ = 7, azaz a cos-fiiggvény Taylor-sorat irjuk fel a 7 kortl (vagy més
széval a cos-fiiggvényt (z — ) polinomjaként irjuk fel):

N (x —m)? (x —m)* plx—m?
cosx~—1—0+T+0—T— + (—1) @) =
_ (x —m)?* (x—m)* L (x—m)2n
_—<1— TR — ...+ (=1 T >
L (x—m)? (z—m)* o —m)PP\
Cosx_r}glgo_<1_ T S A o >_
_ﬂ_)Zn

= 2(_1)"@(271)!

A sin-fliiggvény:
A cos-fliggvénynél latottakhoz hasonlé szamolassal, az n-edik Taylor-polinom tetszéleges
o pont kortl:

—sin xg

sin z A sin g + CO;xO (x — x0) 5 (z — mo)*+
_ ' —_ in ()
COS T sin z sin'™ () N
3 ( — x0)® + o (x —20)* 4+ ... + o (x — x9)
A Taylor-sor az xy = 0 pontban a kovetkez6 alakot 6lti:
333 $2n+1 e8] x2n+1
inz = li 0 —-0—-——=+0—... 1)t = 1)t
i ng%( L T ) g n;f S et

Az e* (vagy exp) fliggvény:

Az e*-fiiggvényre teljesiil, hogy a derivaltja onmaga, ezért az n-edfoku Taylor-
polinomja az zy = 0 pont koriil:
0 0 o0

. 0, € € 9
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Innen a Taylor-sor:

. $2 " +o00 l’k
= lm |(1+2+—=+...+—|=)> —
n—-+o0 2! n! = k!

Allitsuk el6 az f(x) = 2* + 32% 4+ 22° + x + 1 polinomot p(x) = x — 1 polinomjaként!
Altaldnos megolddsi elv: Derivaljuk a figgvényt, és hatdrozzuk meg a magasabb

rendl derivaltjait is. Mivel a fiiggvényiink egy polinom, igy lesz olyan n € N, amelyre

f™ = 0. Ez azt jelenti, hogy a Taylor-sorfejtés (n — 1) 1épés utdn véget ér, maradéktag

nem lesz.

A figgvény negyedfoki polinom, igy az 5. derivaltja mar eltiinik (n = 5).

@ (z) =24
f(5) ) =
A keresett eléallitas (azaz a negyedfoku Taylor-polinom, zo = 1 koriil):
34 42 24
Ty(z) =8+ 18(x — 1) + 3(9[; - 1)+ E(:c — 1)+ ﬂ(x ~ 1)t =

=@ -1 +7z -1 +17(x - 1)* + 18(x — 1) +8

L’Hospital-szabaly
Legyen f és g differencidlhato fiiggvények az xy pont egy kérnyezetében, g(z) # 0 és
g'(z) # 0. Ha

lim f(z) = lim g(z) =0  vagy lim f(z) = lim g(x) = £o0,

T—T0 T—rT0 T—T0 T—T0

akkor

M gla) = g(n)

!
lim f(z) = lim (=)
(A tétel megfogalmazhato bal- és jobboldali hatarértékekre is.)
A L’Hospital-szabaly tehat olyan hatarértékek kiszamitdsanal alkalmazhato, ahol —

a feltételek teljesiilése mellett — a fliggvény % vagy 2 hatarértéket venne fel.
Tekintsiink néhany tipikus példat:

1 TR dm o = dim (1) =+
290_1 »0 2. 2x 2
2. lime_ < lim € =—-=2
z—0 sinx z—0 COS 1
. Ing 8 33 11
3. lim = lim -2 =lim— = =
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. sinzx 79 Ccos &
4. lim = lim =1
z—=0 g z—=0 1
”» — ” ].
. Yoo0” 4. Ina 7T = .
5. lim (Inz-2) = lim — = lim = lim (—2) =0
1
z—0+ z—0+ z—=0+ — = z—0+
1
.1 ) e ) 1 . e (x) _ 1
6. lim z7= = lim (61”) T = lim T = limelr Z et = = |
z—1 z—1 z—1 z—1 e
»0» 1
s . ’ . 0 . =
ahol a (x) lépésben a L’Hospital-szabdlyt alkalmaztuk: lim,_,; ir‘_—z = lim, ;1 %5 = —1
909 L 2
7. lim tg 2z L lim LS; 2 — Jim Zcos” Su COSQ d = 2
=0 tg 3x z—0 —3 =03 cos*2x 3
cos? 3x
. 3$2 77%77 ) 6x ) )
8. lim = lim —— = lim 62°In4 = +oo
T—>+00 log 5% 4 T—>+00 x——+00
4 5 1n 4

Egyenl6tlenségek igazolasa
A derivéltfiiggvények gyakran alkalmazhatoak specialis egyenlétlenségek bizonyitasara.

Bizonyitsuk be, hogy
In(1+x) > , ha >0
z+1
Az egyenlétlenség bizonyitasahoz els6 1épésben rendezziik egy oldalra a kifejezést:
>0, haz>0.

x
In(1+2x) —
( ) r+1
Mindkét kifejezés pozitiv z-ek esetén pozitiv értéket vesz fel. Azt fogjuk belatni, hogy a

fenti kiillonbség mint fliggvény szigorian monoton novekve.
A lenti dbran a sziirke savval jeloltiik e kiillonbséget.

X

Derivéljuk a fliggvényt:
(x +1)2

<1 (1+2) T )’ 1 r+1—x
n xr) — = - =
x+1 l+z  (z+1)2
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A derivaltfiiggvény eldjelét elegend6 csak a feladatban emlitett x-ek esetén vizsgdlni,
azaz az ]0,+oo[ intervallumon. Itt viszont nyilvanvaléan pozitiv értékeket vesz fel a
derivalt. Ebbél kovetkezik, hogy az eredeti kiillonbség szigortian monoton névekvd (és
pozitiv értékii), tehat az allitas igaz.

2.9. Hatarozatlan integral

Rovid elméleti 6sszefoglald

Egy f figgvény primitiv figgvénye az F figgvény, ha F'(x) = f(x). Tetsz6leges
¢ € R konstanst hozzadadhatunk F-hez (F(z)+c¢)' = f(x), ez az f figgvény hatdrozatlan
integralja. JelOlés:

/f(x) dz = F(z) +c.

A képletbdl lathatd, hogy a hatdrozatlan integral a derivalas ,inverz mivelete”, igy
példaul néhany nevezetes fiiggvény hatarozatlan integralja:

xn+1 1
/x”dx: +ec, /—dx:ln|x|—|—c
n+1 T
/ax dx:a——i-c
Ina
/sinx dr = —cosz +c, /COSZL‘ dz =sinz + ¢

1
/14_%2 dr = arctgx + ¢

Integraldsi szabdlyok:

1. Ha k € R konstans, akkor /k f(x) de =k - /f(x) dx

2 [ (f@) £ 9(@) do= [ f(z) do & [ g(a) da

3. Parcidlis integralds: A derivalas szorzatszabalyabol adodik, hogy

[ 1@) - g(@) de = f(@) - gl@) = [ F@)- gle) da
(Kidolgozott példdk: 21., 24., 25., 26., 28. és 48. feladatok)

4. Helyettesitéses integralds:

[ 1@ de= [ o) ¢,

azaz itt az x = @(t) és dx = ¢'(t) dt formédlis helyettesitéssel éliink.

(Vegyiik észre, hogy a fenti képletet az (F(x)) = (F(p(t))) = F'(p(t)) - ¢'(t) Osszetett
fiiggvények derivalasi szabalybol kapjuk.)

(Kidolgozott példdk: 29., 31., 33., 35. és 43. feladatok)
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Egyszert helyettesitések:
1

(a) /f(ax +b)de==-F(ax+b) +c (linearis helyettesités)
a

(f ()"
k+1

) [(f@) () de=

(c) /ff’((z)) de =In|f(x)|+ ¢

(d) /ef(x) f(z) dz = '@ 4 ¢

te,  hak#£-1

(Kidolgozott példak: 8., 10., 15., 16. és 47. feladatok)

5. Racionalis tortfigguények integraldsa:

1
(a) Az / @ T oF dx tipust integralokat linearis helyettesitéssel oldhatjuk meg.
azx

x 1 b 1
b) A /7 der = — —
(b) Az | o = o2 ((k “D(az + 01 (& — 2)(ax + b)H)
(t = ax + b linearis helyettesitéssel).

Ar+ B
(c) Az / ($—|~|—_b)k dx integralok az el6z6 két pont segitségével megoldhatdak.
azx

1
(d) Az / P —— dz integralok megoldasakor elészor meg kell allapitani,
hogy a masodfoku egyenletnek van-e két kiillonb6z6 megoldasa. Ha van, akkor

un. parcidlis tortekre bontassal oldhaté meg a feladat. Ha nincs megoldas,
akkor teljes négyzetté alakitva a nevezot linearis helyettesitéssel kapjuk a
végeredményt.

Az + B

(e) Az / TP 4y alaka integralok esetén a szamlalot kell olyan alakira
ax? +bxr+d

hozni, hogy szerepeljen benne a nevezé derivaltja, igy hasznalhaté az Egyszerii

helyettesitések (c) pontja, és majd a maradék tagot az el6z6 (azaz (d)) pont
alapjan integraljuk. Amennyiben a nevezobeli kifejezésnek 1 vagy 2 gyoke van,
parcialis tortekre bontas a célravezeto.

(Kidolgozott példdk: 38., 39., 41., 44. és 45. feladatok)

Megjegyzés: A felsoroltaknal nehezebb helyettesitéses integralok vagy racionalis tortfiiggvények integ-
raldsdnak megoldasait lasd szakirodalmak (vagy matematikai kézikonyvek, pl.: Bronstejn: Matematikai

kézikonyv).

Feladatok

Szamitsuk ki a kovetkezo integralokat!

1

2

—1
2./x dx

r+1
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w

/x\;}l da
4. /(1+e$_1) dz

5. /(t2—6t—5)dt
/\/xmdx
./(269”—1-5—1— 12 )dx
xr  cos’w
/x(xx__i)dx

10. / 1 dx
zlnz

o

\]

Ne}

11. /tgmdx
in 2
o, [ 2
1+ sin®x

8qr—7
13, / d
A2 —7r+11

2x
w [
1+ e2®

15. /Jz:e’:”2 dx

3z
TR -

O ey &
17. /4m-\/3+2m2 dz
T
18. /7d

(1+a22)2 "

X

19. / " dz
(822 + 27)3

x
20. /7d
vV1—a22

21. /sin3a:cosx dx

22. /xem dx

EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ANALIZISE
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23. /3336‘70 dx
24. /xsina: dx
25. /xlnx dx
26. /e“ cosz dx
27. /ex cos® x dz *
28. /e‘x sinx dx

29. /lnx dx

l’3

30. /(rv+2>4 d

1
31./ - dz
Vr+1l+vVz+1
32./1dx
et +e T+ 2
4x
33./ ¢
1+e”
34./\/§eﬁdx
35. /\/em—ldx

36. / te’z da

37. / V1—23dr (alkalmazzuk az x = sint helyettesitést)

1
1
L ——d
39 /x2—2x—3 *

1
0 [
0 2 +22+6 o

2x +3
a7
243010

S5z + 2
42 /($+3)(3:—4) dz

91
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3
T
5 [
3 21 T

44./ 31 dz
xXr> — X

xr
4./7d
5) (:13—1)2 €T

46. /de
2 —x+1

47.

[
1+ 2cosx

48. / (sin5 xr—13e" + 7 — 2x> dx
49. / tgg dz

50. /(a:2 — 274+ 10) - e da

o1. / <cos 20 +e 2 +tg 51:) dx

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

3. Bontsuk fel a tortet, majd integraljunk tagonként:

[ = () oo ety e
prtt  gat! 2va?

= + +c=
1 1
;+1  —5+1 3

4. A kifejezést tagonként integralva:
z—1 e’ 1 T r—1
/(1+e )d:c:/ I+ —)de=a+--€e"+c=a+e" +c
e e

7. Ismét tagonként integrélva a megfelel6 konstansszorzokat kiemelve:

5
/<Qez++ 5 ) x—2/e dx+5/ dx—i—/ oy dex =
T COS cos

=2e"+5nxr+tgr+c

f'(x)
f(x)

/ r+1 / / 2x + 2
x2+2x—1 2 x2+2a:—1 ) x2+2a:—1

:§ln’x +2x—1’+c

Megjegyzés: A példa megoldéasakor a kifejezést egy valos szammal megszoroztuk, és
be is osztottunk azzal, hogy megkapjuk a kivant alakot — ez a modszer egy gyakran
hasznalt triikk.



2.9. HATAROZATLAN INTEGRAL 93

10.

15.

16.

22.

25.

26.

[(z)

o) alak:

Az integraland¢ kifejezés szintén

1 1
/ d:c:/ : dz = In(In|z]) +

rlnz Inz

A fiiggvényt apré atalakitds utan e/ . f/(z) alakitra hozhatjuk, amelynek az in-
tegraljat a bevezetében mar targyaltuk.

1 1
/:zce_‘”2 dr = —5/—21‘6_I2 dr = —56_“32 +c
A példa az (f(z))* - f'(z) fiiggvény integraldsanak tipikus esete:

1
/(24—3?9;2)3 dz = /3:1:(2 +32%) 3 da = ) /6x(2 +32?) 7% do =

(2 + 3$2)—3+1 1

1
T3 311 T Tip—sep e

Ez a feladat a parcialis integralas egyik legegyszeriibb példaja. Parcialis integralds-
nél kulesfontossagi az, hogy melyik fiiggvény jatssza a képletbeli f(x) és melyik a
¢'(z) figgvény szerepét. Célunk az, hogy a parcidlis integralds masodik tagjdban
kapott 1j fiiggvény integralasa egyszeriibb legyen. Azt is végig kell gondolni, hogy
melyik fliggvény az, amelyiknek a derivaltjat latva (¢’(x)) kénnyedén meg tudjuk
mondani az eredeti (g(x)) fuggvényt. (Amennyiben az integraland¢ kifejezésben e”
szorzoként szerepel, azt érdemes ¢'(x)-nek megvélasztani.)

Legyen tehat f(z) =z és ¢'(x) = e”:

/xewdx:xe‘”— 1-e*de=ze®—¢e*+c¢
Iy fa g

A fliggvény integraljat parcialis integralassal hatarozhatjuk meg.
Legyen az f(x) =Inz és ¢'(z) = z. Ekkor:
2

2 2 q 2 21
/ﬁlndeB:%lnl‘—/%-;dIBZ%IDZE—/ngZ:x ;x—%—l—c

Egyszertien végiggondolhat6, hogy ha f(x) = x és ¢/(z) = Inz vélasztéssal éltiink
volna, akkor a megoldast nem kaphattuk volna meg ilyen kénnyen, ugyanis nem
lehet azonnal megmondani, hogy melyik az a fiiggvény, amelyiknek a derivaltja(!)
Inz (lasd: 29. feladat).

Oldjuk meg a feladatot parcidlis integraldssal, ahol f(x) = cosz és ¢'(x) = e”.
/e“ cosx dr = e® cosx — /ew(— sinz) dz = e® cosx + /ez sinz do = ...

Az 14j integralando fliggvény az eredeti feladathoz hasonlé.
Legyen most f(x) =sinz, g(x) = e és integraljunk ismét parcidlisan.

...=¢e%cosx + (exsinx—/e”‘"cosx dm) = ¢e“(cosx + sinx) —/excosx dz
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Vizsgaljuk meg, hogy mire jutottunk:
/e“c cosz dz = €*(cosx + sinx) — /em cosz dz.

Vegyiik észre, hogy ebbdl az egyenloséghdl mar kifejezheto az integral eredménye:
/ef” cosz dz = €*(cosx + sinx) — /eaC cosz dz
2 / e® cosx dr = e*(cosx + sin z)

1
/ez cosz dz = §€$(COS{E +sinz) + ¢

27. Parcidlis integraldssal és trigonometrikus azonossagok felhasznaldsaval, a 26. fel-
adat mintajara kaphatjuk meg az integralt:

/excoszx dx:e“cosQ$—/eI-2cosx(—sinx) dz =
:excoszx+/ex-2(:osa:sinx dx:excos2x+/ex-sin2x dr =
:e$0082x+ex-sin2x—/ew-0082x-2dx:
ZGICOS2$—|—GI'SiIl2£L‘—2/6x-COSQJZ dz =

:e’”cost+e’”-sin2x—2/e“’~(cos2x—sin2x) dr =

= ¢ cos’ x4 e - sin 22 — 2/€$-COSQ$ dx+2/ez-sin2x dr =
= QICOS2]J+EI'Sin2$—2/6x'COS2JI dx+2/e$ (1 —cos® ) do =
= ezCOSZ$+€I~Sin2&3—4/6x-COSQJJ da:+2/e”” dr =
=e“cos’x + € - sin 21 — 4/65" -cos® x dx + 2¢”
Az egyenléség rendezésével kapjuk a keresett integralt:

/excos2x dr = e® cos®z + € - sin 27 — 4/6‘70 -cos® & dx + 2¢”

5/6”“"(:082:1: dr = e”cos’z + €* - sin 2z + 2¢°
/excoszx dr = ;) (e’”coszm + e” - sin 2z + 26$) +c

cos2x+1
2

Megjegyzés: Kiindulhatunk a cos? z = Osszefiiggésbol is, a gyorsabb megoldés érdekében.

29. Els6 pillantasra megleponek tiinhet, de a természetes alapi logaritmusfiiggvény
integraljat parcialis integraldssal kaphatjuk meg:

/lnxdx:/l-lnxdxlenx—/x-1dm:xlnx—x—l—c
g f x

Megjegyzés: Hasonlbéan oldhaté meg példaul az arctg x és néhany tovabbi transz-
cendens fliggvény integralasa is.



2.9. HATAROZATLAN INTEGRAL 95

30.

33.

A feladatot helyettesitéses integralassal oldhatjuk meg. A képletben szerepl6 1j,
t-vel jelolt ismeretlennek barmit valaszthatunk. Célunk nyilvanvaléan az, hogy az
4j kifejezés olyan legyen, amelyet konnyen tudunk integralni. (Az alkalmas helyet-
tesités felismerésének képessége sok gyakorlassal szerezheté meg, illetve bizonyos
nevezetes helyettesitéseket is haszndlhatunk lasd a 37. és 47. feladatokat.) A példé-
ban szereplé kifejezést tekintve legyen t = x+2. Ebbdl x = ¢(t) = t — 2 kovetkezik.
Ennek derivéltja: ¢'(t) = 1. Igy:

3 _2 3 _ R42 _
/:1: _/t 1d_/t 6t° + 12¢ Sdt:
x+2) t
/( 8)dt 1|z€|~|—6 6+8+
— _ —1n T R
t3 4 t 33
6 6 8
:ln\:v+2\+ - + +c

r+2 (x+2)2 3(x+2)3

A feladatban szereplo integral esetében a t = e* helyettesités tipikus.
Ekkor z = ¢(t) = Int, mig ¢/(t) = ;.

| t3
_ f@:/ dt =
/1—1—6m /1 t 1+1¢

A tortet most olyan tagokra bontjuk szét, hogy mindegyik t* vagy fTI alaku legyen,

ezt t* alaku kifejezések ,levalasztdsaval” érjiik el (ez szintén gyakran hasznalt meg-
oldasi médszer — polinomok osztdsa).

A+ -, 1) —t

1+t 1+t T 1+t 1+¢
t tr1—1 1
Pt =2 T 2 -
T itd T T

[gy az integralunk:

N 1 P #

€3$ eQw

:?—7+6$—1n(1+6x)+c

Masik megoldas:
A feladatot megoldhatjuk ¢ = 1 + e” (:L‘ =pt)=Int—-1], ¢(t)= t_%) helyet-
tesitéssel is:

(t—1)* 3 —3t2+3t—1
/ —/ ci—/ + dt —
1+ e* t

1 3 32
:/(ﬂ—&+3—t>dt L G Y R

3 2
C(L+em)? 3(1+en)?
- 3 2

A két megoldas kiillonbozének tiinik. Azonban ha elvégezziik a masodik példaban
a négyzetre- illetve kobre emelést, akkor a két eredmény csak konstansban tér el
(ami megengedett).

+3(1+e") —In(l+¢")+c



96

35.

37.

39.

2. FEJEZET. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ANALIZISE

A feladat érdekessége, hogy itt a helyettesités t = y/e* — 1, azaz az egész x-t0l fliggd
kifejezés lesz az 4j ismeretlen. (Véalaszthattuk volna e®-et vagy e® —1-et is, de a fenti
t-vel lesz a legegyszeriibb a megoldds.) Ekkor — rendezéssel — z = o(t) = In(t* + 1)
bs ¢ (t) = 2

t241°
/\/x 1d —/t 2t dt—2/ v dt—2/t2+1_1dt—
c e 2+1 ) e+1 241 N
1
:2/<1_t2+1> dt:2(t—arctgt)+c:2<\/ew—1—arctg\/el’—1)+c

Alkalmazva a x = sint = ¢(t) helyettesitést, ¢'(t) = cost, igy:

) 1
/\/1—952 dl‘:/\/l—SiHQt-COStdtZ/COS2tdt(:)5/(1+6082t) dt =
1

1 1 1
=5 (t + 3 sin 2t> +c= iarcsinx + 1 sin(2arcsinx) + ¢ =

1 2 ) 1
= §arcsin T+ 1 sin(arcsin ) cos(arcsin ) + ¢ ) 3 (arcsin r+av1— x2) +c

A (x)-gal jelolt 1épésben felhaszndlva, hogy cos®t =
azt, hogy cos(arcsinz) = /1 — 2.

$(1 4 cos 2t); a (+*)-nal pedig

A példdban egy raciondlis tortfiiggvény szerepel (lasd elméleti rész 5/d.). Ellen-
Orizziik, hogy hany gyoke van a nevezének: x; 9 = @ = 1+£2. Két valos gyoke
van: a —1 és a 3. Ez azt jelenti, hogy x? —2z—3 = (z+1)(z—3) {rhaté. A megoldas
elve a kovetkezd: A tortet a gyokok szerint két (vagy tobb) tort dsszegére bontjuk,
amelyek mindegyike hne;fﬁfﬁ;fc‘jsezés alakt, amelynek az integraljat mar meg tudjuk
hatarozni. Ehhez az tn. parcidlis tortekre bontds modszerét hasznaljuk:

1 1 A B

223 (+)@-3) 241 2-3

Keressiik az A és B ismeretleneket. Ehhez tjra kozos nevezore hozzuk a torteket,
majd a szdmldléban rendezziik az x-t6l fliggd és az attdl fiiggetlen tagokat.

:A(x—3)+B(x+1) (A+ B)x+ (-3A+ B)

(x+1)(z—-3) (x+1)(x —3)

Az egyenlOség miatt az eredeti tortnek meg kell egyeznie a most kapott torttel,
azaz a nevezok egyezése miatt a szamlaléknak egyenléeknek kell lennie:

1=(A+ B)x+ (-3A+ B) = A+B=04é —-3A+B=1

Megoldva ezt az egyszerii kétismeretlenes egyenletrendszert A = —i

végeredmény, igy

1 1 _1 1
-1 :/ d :/ 1 1) dgy =
/x2—2x—3 ’ (x4 1)(x —3) ’ <x+1+x—3 v
1

1 1 1
_ Ly S 1| +1In |z —
4/< x+1+x—3> dz 4( nlx+1+1Injz—3|) +c¢
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40. A példa a 39. feladathoz hasonlé. Itt azonban a nevezdben talalhaté masodfoku
kifejezés diszkrimindnsa negativ (D = 4 — 24 = —20), ezért nincsenek valds gyokei.
Emiatt az el6z6 szorzatta alakitas és a parcialis tortekre bontas nem hasznalhato.
Alakitsuk teljes négyzetté a nevezét: 22 +2x +6 = 2> +2r+1+5 = (v +1)> +5,
ezutan pedig emeljiik ki a kimaradt konstans részt, jelen esetben 5-6t:

1 1 B 1 1
2420 +6 224+2r+1+5 (v+1)24+5 5(%(3:4—1)24—1) B
1 1 1 1

:5(@5)2(x+1)2+1> :5((””\}51)274) 5 (Lot L) +1

Azt prébaltuk meg elérni — sikeresen —, hogy a tort hasonlitson az
az integralja arctg x. Felhaszndlva a linedris helyettesités képletet

_ dr =
/x2+2x+6 /5 ] 5/ v

+ ——-re, amelynek

:c+f) +1 a:+f) +1
1 ) ( ) N
= - arctg = —=arctg —— +c¢
5 7 VSN V5 V5

42. A 39. példaban latottak mintdjara bontsuk parcialis tortekre az integralando fiigg-

vényt:
S + 2 A N B Alx—4)+B(x+3)
(x+3)(z—4) z+3 x-4  (z+3)(z—4)
_ (A+B)z + (—4A+3B)
B (x+3)(z—4)

Mivel a nevezok megegyeznek az egyenléség bal- és jobb oldalan, igy a szamlaloknak
is egyenlonek kell lennie, ezért:

S5r4+2=(A+B)x+(-4A+3B) < A+ B=5é —4A+3B=2

13 22
A fenti egyszeri egyenletrendszert megoldva, A = - és B = - Ebbdl pedig:

Bz + 2 13 22
— (o= ZInlo 43+ e~ 4]+
/(x+3) /x~|—3 v=Infe+3f+infr—d+e

43. Vegyiik észre, hogy az integralando tortet a kovetkezoképpen alakithatjuk at:

/ x3 dx:/x(x2+1)_xdx:
:r;2+1 x2 41

_/< 2 :c2+1) dx:;($2—1ﬂ($2+1))+c

45. Alakitsuk at feladatban szerepld integralt:

/(:zciEWdx:/x(m_—lf);d$2/<(5:11)2+(x_11)2> dz =

1 » 1
- - — 1= —
/(x_1+(x 1) )dx In|z— 1| x—1+c
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46. A korabbi feladatokhoz hasonléan elséként ellendrizziik, hogy a nevezonek vannak-
e valés gyokei. Az 22 — x + 1 diszkrimindnsa D = 1 — 4 = —3 negativ, ezért a
parcialis tortekre bontas médszerével nem lehet megoldani a feladatot. Emiatt a
40. példahoz hasonl6 torttel allunk szemben, ott azonban a szamlaloban csak egy
valés szam szerepelt, nem pedlg egy elsofoku kifejezés. Ezért a tortet két részre
bontjuk ugy, hogy az egyik tag alaku legyen:

2r+ 5 _2x—1+6_ 2¢ — 1 i 6
2—r+1 22—z+1 22—2+4+1 22—2+1

A maésodik tag mar pontosan olyan tipusi, mint amilyet a 39. példaban is lattunk,

igy:
2+ 5 20 — 1 6
—d :/7d /7d =
/;1:2—:1:+1 ’ 2 —x+1 v 22—zl
1 1
zln(xQ—x+1)+6/27dlen(mz—x+1)—l—6/—2dx:
s —x+1 :c—%) —l—%
1
=In(z®> -~z +1) +6/ dz =
(g@—;) —i—l)
=In(z> -2 +1)+6- —/ dr =
x—%) +1

1
=In(2*—2+1)+8- 2arctg<\/_ \/_>+c—

= In(z? — z + 1) + 4v/3arctg (\/_ \/_>

47. Amennyiben az integralandé kifejezés a sin vagy cos fiiggvények raciondlis tort-
figgvénye, érdemes a t = tg3 helyettesitéssel éIni. Kiszdmithato, hogy ekkor:

2t 1 dee 2 g
Slnx—il_i_tz? cos:v—il_i_t27 $—1+t2 :
Ebbdl pedig:
| T5es = [ omE A -
1+2(:osx 1—|—2}+§21+t2 3¢
1 1 _
T I R 1)dt_
V3+t V3t V3 \VB+t  V3-t
1 1 V34t V3 +tgl
= —(In|V3+t|—In|v3—t|)+c=—In ‘—i—c— —2 4
s no- ) e B0 e Ll
A (x)-gal jelolt résznél felhasznalva, hogy
2 _ A B CAWB-0)+BW3+1t)  (B-At+3(A+B)
3—12 3+t V33—t 3 — ¢2 B 3—¢2

B—A=0
— {V®A+&:2 —  A=B=
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48. Itt egyediil a sin® z kifejezés integréldsa okoz nehézséget:
.. 5 . . 4 . ) 2
/sm xdx:/smx-sm a:da::/smx- (sm :E) dr =
= /sinx(l —cos’z)? dz = /Sinx(l —2cos’x + cos* ) dor =

= / (sinm — 28in z cos® = + sin z cos? x) dx

cos’x  cos’x

3 : —13¢* +mx —2° + ¢

/(sin5x—1361+7r—2x) dz = —cosx + 2

49. Kiindulva a 11. feladatbdl, linearis helyettesitéssel:

1 ol 1
/tgidxz/tg(Qx—i-O)dxn':“' In

1
2

T T
cos’—i—c:an cos2‘+c

50.

1 1
/(:zc2 — 224 10) - e do = (2* — 22 + 10) <—36_3I) — /(235 —2) <—36_3x) dz =
1 . 2
= —g(:cQ — 22 4 10)e™* + 3 /(x —1)e™ do =

1 2 1 1
= —g(asz — 22+ 10)e " + 3 <—3(:B —1)e 3 4 5/6_39” dil?) =

1 2 2
= (—3(:1:2 — 22 +10) — §($ —-1) - 27) e 4 ¢

Végeredmények
K nxzf €T
—lye 2.2 gie 5.8 32 5ty 6 8%% o g bl
11. —In|cosz| +¢, 12. In|1 +sin?xz|+¢, 13. In|42? — 7o + 11| + ¢, 14. M + ¢,

17% (3+21’2>3+C 18. —m+67 19. 33’/@_’_67 20. — /1_$2+C’ 21 Sin:x+C’

23. e*(x® — 32% + 62 — 6) + ¢, 24. —wcosz +sinz + ¢, 28. —(cosx +sinz) + ¢,

31. t = x + 1 helyettesitéssel 2arctg/x + 1 + ¢, 32. —emlﬂ +¢, 34.t = \/x helyet-
tesitéssel eV®(2r — 4y/x +4) + ¢, 36. t = tgx helyettesitéssel w +ec, 38
Mﬂl_ﬂ—l—c, 41. In|z? + 3z — 10| + ¢, 44. —lnx—l—%—i—c

o1l. %sin 20 — 277 — élncos 5T + ¢

2.10. Riemann-integral, improprius integral
Rovid elméleti 6sszefoglal6
Riemann-integral

Egy [a, b] intervallumon korlatos f fiiggvény hatdrozott vagy Riemann-integrdlja az a
szam, amelyet az un. Newton-Leibniz-szabdllyal az aldbbi moédon kaphatunk meg:

[ £ de = [P = FO) - Fla)
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ahol F' az f fliggvény primitiv fiiggvénye.
A hatarozott integral geometriai jelentése: az f fliggvény gorbéje alatti eldjeles tertilet
az a és a b értékek kozott. — Példaul az f(z) = 2 gorbe alatti teriilete az 1 és 3 hatarok

2 212 28 13 7
ko "tt:/ 2de=|=—| == — — =—.
0z0 156 xr [3]1 3 3 3
B S
4_
2_
2
*/ * dr
J1
—II IU I 1I I2 I 3I

A hatédrozatlan integralnal ismertetett nevezetes fiiggvények primitiv fiiggvényeit itt
is hasznalhatjuk. Az integralasi szabalyok koziil két valtozast is észrevehetiink:

/abf(:v) g (x) dz = [f(z) - g(2)]” — /ab f(z)-g(x) do parcidlis integralds

b ()
/ flx) dox = / fle(®)) - ¢'(t) dt helyettesitéses integralas
a v~ 1(a)
A gyakorlatban azonban sokkal egyszeriibb, ha a megszokott médon kiszamitjuk egy fliggvény
hatarozatlan integraljat, és a kapott primitiv fiiggvénybe helyettesitjiik az integralas hatarait
(ekkor a kordbban szerepl ¢ konstanst nem vessziik figyelembe).
Felhivjuk a figyelmet a kovetkezd, hatarozott integralra vonatkozo szabalyokra:

/abf(w) de =~ [ f(a) da
/abf(x) dx:/acf(x) dx+/cbf(l’) dz, ha a<ec<b.

A hatarozott integralnak szamos alkalmazasi teriilete van. A gorbe alatti teriilet
kiszamitasan kiviil — a teljesség igénye nélkiil — néhany tovabbi lehetséges alkalmazas:
forgastestek térfogata, forgastestek felszine, ivhossz-szamitas stb.

A forgastestek térfogatanak kiszamitasat mutatja be a C és D feladat.

Improprius integral

Célunk az, hogy a hatarozott integral fogalmat kib6vitsiik olyan esetekre is, amikor
az integralas hataraiban a fliggvény nem korlatos, vagy a hatarok végtelenek.
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1. Az integralds valamely hatara a +oo:

@) [ ) de = Jim / e

a B—+oc0

(b) /b f(z) dz = lim f(m) dz

—c0 A——0co JA

© [ @ ar= [ g et [ i)

2. Az integralas valamely hataraban a figgvény nem korlatos:

(a) ha az f értelmezve van az [a, b[ intervallumon, akkor

/f d:L‘—hm/

(b) ha az f értelmezve van az ]a, b] intervallumon, akkor

/abf(x)dx: lim /b f(x) dzx

) ha az f értelmezve van az |a, b| intervallumon, akkor

/f dx_/f dx+/f ) do

101

Ha a fenti hatarértékek nem léteznek, vagy 4+oo az eredményiik, akkor azt mondjuk,

hogy az adott improprius integral nem létezik.

Feladatok

A. Szamitsuk ki a kovetkez6 integralok értékét!

8
1. / (x —6) dz
-3
2. /Wac2 dx
-1
2
/(x3—6x) dz
-1
3 1
/ (ex+x2+> dz
2 x
3 2
' /o 2+ 1 dz
2 2x
. ——d
6 /_2 (22 — 100)7
4x

I e
d
/ol—i—e"”x

" @) ds. ba ) = {

&

L

ot

=

—1, haz <0
2z, hax >0

—4, har <1

/3 f(a) dz, ha f(z)={ 3, haz =1
-2 —2, hax>1

o0

—10

©w
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4
10. / |z — 2| dx
0
10

11. / |z| - e® dx
~10

+o0 1
) / — dx
1 X
+oo 1
[

0
4. / e® dz

31 1
. Oﬁ xr
+oo
6./ Inz dx
0
3 1
7./ d
0o x—2 .

: /23111(1:—2) dz

w
—_

N

e

ot

0]

L 2x4+1
. d,ilj’ (6sszetett feladat — raciondlis tértfiiggvény int. 4+ improprius integral + L’Hospital-szabaly)
1 2
~1(x+1)
4
]_0 / ln |:E - 3| dx (6sszetett feladat)
2

C. Szamitsuk ki az f(x) = /2 — x figgvény els6 siknegyedbeli részének z-tengely
koriili megforgatasaval kapott test térfogatat!

D. Szamitsuk ki az f(z) = /3 + 2z — 2? fuggvény mésodik siknegyedbeli részének
z-tengely kortili megforgatéasaval kapott test térfogatat!

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

A/1. Felhasznélva, hogy [(z —6) do = %2 — 6z , az eredmény:

8 x? 64 9
/_3(x 6) dz [2 61:] P 8 (2 + 18) 38,5

Amennyiben abrazoljuk a fliggvény grafikonjat, akar geometriai tton is kiszamit-
hatjuk a gorbe alatti el6jeles(!) tertiletet:
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Y

a nagyobbik haromszog negativ eldjellel szamitando, mig a kisebbik pozitiv eldjel-
lel, igy a teriilet: —81 4+ 1 = -7

A/9. A fuggvény gorbéje az x = 1-ben torik, ezért az integralt itt ketté kell bontani, és
a megfelel6 hatarok kozott a megfelel6 fliggvényt kell integralni:

[ @ ae= [ pw) aes [ g de =
= /_12 —4 dz + /13 —2 dx = [—4a]", + [-22]} =

=—4-8-6+2=-12—-4=-16
Ha abrazoljuk az adott fiiggvényt és a gorbéje ,alatti” tertiletet —2 és 3 kozott:

(Vegytik észre, hogy szokésos geometriai teriiletszamitassal is ezt a végeredményt
kapnénk.)

A/11. Elsoként bontsuk fel az abszolutértéket:
@] - " = T-e’, ha x> 0;
| —xz-€e*, ha x<0.
Lathato, hogy ebben az esetben a fliggvény az x = 0-ban torik, eszerint kell az
integralasi hatarokat is felbontani, majd integralni:
10 0 10
/ |x|-emdx:/ —x-e”da:—l—/ r-efdr=...=
—~10 0

-10

= [_ (xex _ e;v)](ilo + [:L‘ex . ex](l)O _

S (0 — 14 10e710 - 6_10> + (10610 —e 04 1) = —9¢ 104 9¢10 42
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B/1.

B/2.

B/4.

B/5.

B/6.

2. FEJEZET. EGYVALTOZOS FUGGVENYEK ANALIZISE

(Felhasznalva a Hatarozatlan integral cimii fejezet 22. feladatat.)

Lathato, hogy az integral fels6 hataraval ,van probléma”, igy az elméleti 6sszefog-
lalé 1/a esetét hasznélva:

400 1 B 1
/ —dr = lim —dr = lim [In x]f; =
1

€T B—+c J1 X B—+4o00
= lim (InB—Inl)= lim InB=+o00
B—+o0 B—+o0

Az el6z6 példa megoldasi elvét kovetve:

too ] B 1 118 1
/ — dz = lim — dz = lim [—] = lim <— + 1) =1
1 2 1 B

72 B+ J1 B—+o0 xz

E két példa érdekessége, hogy elsé pillanatra nem latunk tul nagy kiilénbséget a
két figgvény kézott az [1, +oo[ intervallumon. Az x% azonban ,, gyorsabban simul”
az r-tengelyhez, mint az % (Az z-tengelyt egyik fliggvény gorbéje sem érinti és nem is metszi
at.) Igy az i gorbe alatti teriilete +00, mig az x% gorbe alatti teriilete pontosan 1.

=

Ebben a példdban az integral alsé hatarat kell alakitani (1/b):

0 0 0
/ e’ dx = lim e’ dr = lim [e°], =
—c0 A——00 JA A——o0
1
= Jim (- ef) = tim (1-et) = lim (1-e) = im (1) =1

Az elméleti rész 2/b pontja alapjan:

/Osldq,-: lim [ o }de=...= lim 2va]’ = 1im (2v3-2vE) =23

\/E e—=0+ Jo+e e—=0+

[tt az alsé és a fels6 hatérral is gond van, igy egy tetszbleges (szamunkra kényel-
mesen alkalmazhat) helyen bontsuk ketté az integralt — legyen ez a hely az z = 1.
(Abrazoljuk a fiiggvényt, hogy megsejthessiik a végeredményt.)
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—+o00 1 —+00
/ Inz da::/ Inz dx—i—/ Inz dx
0 0 1

Az elsé tagot 2/b, a mésodik tagot 1/a szerint oldjuk meg. Szamitsuk ki a két
tagot kiilon-kiilon. Az elsé tag integralja:

1 1
. 1

Inz dz = lim nz de & lim [z -Inz —z| =
e—=0+ Jo+e e—0+ €

= lim (In1—1—cle+e) @ 0o-1-0+0=—1
e—0+

A masodik tag integralja:

Foo (%) B
Inz dzr = lim lnx dr = lim [z-lnz—z]] =
1

B—+o00 B—+o0

= lim (BlnB—B—1n1+ ):Bhrf (BInB—-1)+1) =400
— 400

B—+o0

A (%) 1épésnél a Hatarozatlan integral cimi fejezet 29. feladatat hasznéljuk; (sx)
1épésnél pedig a L'Hospital-szabdlyt alkalmazzuk (14sd: A derivalds tovabbi alkal-
mazasai: L’Hospital-szabaly 5. példa).

A végeredmény pedig:

+o0 1 +o0
/ lnxdx:/lnxdx—l—/ Inx der=-14+0c0=+00,
0 0 1

azaz ez az improprius integral nem létezik.

B/7. Vegytk észre, hogy x # 2, igy az integral az x = 2-ben nincs értelmezve. Ezért az
x = 2 pontban kettébontjuk az integralt:

ezt st [ g

= lim dx—i— lim dex =
TS0+ 0 T — =0+ Jors . — 2
2 €
— Jim (o — 23 + Jim (o — 23, =
=lim In[2—e—2/—-In|0—-2])+ lim (In|3-2[-In|24+0—2|) =
ee0+ 0—0+

lim (In|—¢| —In|-2|) + 61#1& (In1—1Ind) =

e—0+

hm Ine—In2— lim Ind = nem létezik, mert lim Ina = —oc
—0+ 50+ a—0+
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Ha ugyanis a részintegrdlok barmely része divergens (itt példaul a —oo-hez tart
két tag is), akkor a kérdéses integral nem létezik.

Megjegyzés: Létezik a fenti integral tgynevezett Cauchy-féle f6értéke, amelyet ¢ = ¢
vélasztassal kapunk. Igy a Cauchy-féle féértéke egyenld — In 2-vel.

Az eléz6ek alapjan nyilvanvalo, hogy a fliggvény az alsé hatarban nincs értelmezve,
ezért ismét egy improprius integrallal dllunk szemben.
Oldjuk meg a feladatot elészor hatdarozatlan integralként:

/2:c—|—1 /2x—|—2—1 / 2 +2 / 1 d
Y = - —_— xr =
(x +1)2 22 +2x+1 :U2+2x—|—1 (x+1)2
1
— In(a” +2x+1)—/(:c+1)’2 de = In(a+ 1)+ — 5+

Ebbdl pedig az integral:

L 2z +1 ) 1 2¢ + 1
/ ——— dz = lim ——dx =
—1 (2 +1)2 e=0+ J14e (x + 1)2
1 2 2 1 1
= lim rhe dz = lim [ln(x+1)2+ =
e=0+J 14¢ (_Qj—l—l)Q (:L‘—|—1)2 e—0+ T+ 1]_14¢
I (1 b S (4o 41y ! )
= lim (In ——In(—-1+¢ - =
e—0+ 2 —1+e+1
LY 2, 1\
=In4+ - — lim (lng —|—> = —00
2 e—0+ €

A (x)-gal jelolt 1épésben a kovetkez6 eredményt hasznéaltuk:

1 *k
lim <1n52 + ) = lim (ln€2 + In e%) = lim In (52 . e%> (z) +00
e—0+ £ e—0+ e—0+

A (xx)-ban pedig a L'Hospital-szabély segitségével az alabbit kapjuk:

. ez = ez - (—e7?)
lim (52 . eE> = lim 2 lim ——= =
e—0+ e—0+ g2 e=04+  —2e73
1 1
. ecre 1 es =1 ez - (—e7?)
= lim = — lim 2 - lim ————* = — lim e = +0
e—=0+ 2 2 e=0+ g1 2 e—0+ —g—2 2 e—0+

Mivel
r— 3 = r—3, ha x>3 (z—32>0),
13—z, ha <3 (x—3<0);

ezért — az integralt kettébontva:

4 3 4
/ln\x—3| dx:/ln(3—x)da:+/ln(:c—3)d:c:
2 2 3

3—¢ 4
= lim In(3 —z) de + lim In(x —3) dz = ...
e—0+ J9 0—=0+ J3+68
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Parcidlis integréldssal [Inz dz = xInxz — 2 + ¢ (1d. Hatarozatlan integral fejezet
29. feladata), emiatt

/ln(?)—x) de=—(3—2)lB—2)— (B—1)) +c=
=—B-—2)In3—x)+3—x+c
/ln(x—?)) de=(x—=3)In(z—-3)—(z—3)+c=
=(x—-3)In(zr—-3)—x+3+c
Folytatva a feladatot:

o= lim (-B-3+)mB-3+e)+3-3+e—(3-2MB-2)+3-2)+

+ lim (4—3)In(4—3)—44+3—(3+6—-3)In(3+5—-3)—3—5+3)) =

6—0+

= lim (—elne+e—1)+ lim (—1—(5111(5—1—6)(;)—1—1:—2;
e—=0+ 6—0+

ahol a (%) lépésben a L’Hospital-szabalyt alkalmaztuk: lirgl+ (alna) = 0 . (Lésd
a—
L’Hospital-szabaly 5. feladat.)

C. Abrézoljuk el8szor a fiiggvényt. Az f (x) = /2 — x a \/z-fliggvény transzformaltja:
az y-tengelyre tikkrozzik, majd +2-vel az x-tengely mentén eltoljuk.
Az els6 siknegyed azon pontok halmaza, amelyekre teljesiil, hogy x > 0 és y > 0.

16
144
12
10 ]
0z
06
04
02

Az adbran feketével jelolt ,fliggvénydarab” forgatasaval keletkezd test térfogatara
vagyunk kivancsiak.
Mivel az z-tengely koriil forgatunk, igy a forgastest térfogatanak képlete:

v=[Tr (@) ar

ahol =7 és x5 a forgatandé ,fliggvényrész” also- és fels6 hatara az z-tengelyen.
A példankban az dbrardl leolvashaté, hogy z1 = 0 és x5 = 2. A térfogat tehat:

V:/OQW'(\/Hf d]?:ﬂ'/Q(Q—I)dI:

0

2

22’
:Wl2$—] =71(4—-2—-0+0) =27
0

D. A fiiggvény egy félkort ir le, ezt atalakitassal konnyen lathatjuk:
flz) =vV3+2r—2a?2= \/3 — (22 +2?) =
=\3- (22— 20+ 1)+ 1= /d— (z 1)
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Atrendezéssel észrevehetjiik, hogy (1,0) kézéppontt, 2 sugari kor z-tengely folé
esO részét kell abrazolnunk:

(f(2))* =4— (z—1)"
(f(@)) + (@ —1)" =4

(x—1)+y*=4

Ebbdl a félkorbol csak a masodik siknegyedbeli részre van sziikségiink:

20

Az &brarél leolvashatéak az integralds hatarai: —1 és 0. Igy

0
V= / V3t 2z —a?) dx:W/ B+2 -2 der=...=2n

W ot

Megjegyzés: A feladatot akkor is meg tudjuk oldani, ha esetleg nem ismerjiik fel,
hogy az f(x) egy félkort leir6 fuggvény.

Tudjuk, hogy az x-tengely kortl forgatunk és csak a méasodik siknegyedet kell figyel-
niink. Ez azt jelenti, hogy olyan gorbedarabot kerestink, amelynek a két végpontja
az x-tengely negativ részén és y-tengely pozitiv részén van. (Elképzelhetd, hogy a két
végpont csak az z-tengelyre vagy csak az y-tengelyre esik; a harmadik eset, hogy a két végpont
a két tengelyen van.)

Keressiik tehat ezeket a végpontokat: Hatarozzuk meg elsoként a fliggvény zérus-
helyeit — azokat a pontokat, ahol a fiiggvény metszi az z-tengelyt:

V3+2r—22=0

3+22—2°=0
—2+v44+12 2F4
T12 = = =1F2
’ -2 2
r1=—1 és z9=3
A két zérushelybdl az x1 = —1 az egyik keresett végpont, mivel a —1 az z-tengely
negativ részében van. Ugyanilyen gondolatmenettel lathato, hogy az zo = 3 ,nem

jo”.

Az a tény, hogy egy megfelel6 végpont van az z-tengelyen jelzi, hogy a masik
végpont biztosan az y-tengely pozitiv részében van. Az y-tengely pontjait az x = 0
egyenlet irja le. Jelenleg nincs is sziikség arra, hogy pontosan megmondjuk ennek
a pontnak a ,magassagat”, hiszen az integrélashoz elegendo6 az x = 0 feltétel.
Megkaptuk tehat, hogy az integrélas hatarai —1 és 0 — innen a feladat a fentiek
szerint folytathato.
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Végeredmények

(A) 2. ”3;1, 4. ¢ —e*+In3—In3+ %, 6.0, 7.a Hatdrozatlan integral cimii fejezet

33. feladata alapjin: § — S +e —In(1 +¢) +1n2— 3 8.890, 10. 4 (segitségiil
szolgélhat az alabbi abra)

7.

N\

(B) 3.3, 8 —1

2.11. Differencialegyenletekrol roviden

Rovid elméleti 6sszefoglal6

1. Szétvalaszthaté valtozdju (szeparabilis) differencidlegyenlet:

A differencidlegyenlet megoldasa a kovetkezo:

d
Helyettesitsiink y(x) helyére y-t, és y'(z) helyére dy
x

-et. Ekkor

Y= @) 9ly)
1
m dy = f(z) dz
1

irhaté, és a kapott egyenléségbdl mar kifejezheté az y(x) fiiggvény.

2. Elsorendii linearis inhomogén differencialegyenlet:

Y (@) + f(2) - y(e) = g(x)

A differencidlegyenlet megoldasa 3 fobb 1épésbdl all:

1. 1épés: Homogén rész megoldésa, azaz az y'(x) + f(x)y(xz) = 0 differencidlegyen-
let megoldésa, amelyet @q(x)-szel jelolink.

Ekkor ¢o(x) = ¢ - e/ 1@ 4w g5 legven ¢y = 1, {gy wo(x) = e[ i@ dw.

2. 1épés: Konstansvaridlas mddszere, azaz egy p,(r) = c(z) - po(x) partikularis
megoldas akarunk meghatarozni gy, hogy megkeressiik a ¢(x) fiiggvényt.
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A ¢,(x)-et az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve c(x) = / g(x) - ef f@) de gy

-hez jutunk, ezzel a ¢,(x) partikuldris megoldast is fel lehet frni.

3. 1épés: Az Osszes megoldds felirdsa y(z) = ¢ - po(x) + ¢, (x) alakban.

Az els6 két 1épés eredményeit behelyettesitve, az Osszes megoldast megadja a ko-
vetkezo képlet:

y(z) = (c+ /g(:z:) e I(@) dz d:z:) e [ @) de

Megjegyzés: Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletre vezethet6 vissza az alabbi
két tipusu differencidlegyenlet is:

a) y'(x)=f y(x) (in. véltozéban homogén) differencidlegyenlet, ahol y(x) := u(x)-x
x

valasztéssal u(x)-re szétvalaszthatd valtozéja differencidlegyenlethez jutunk.

b) ¥ (z) = f(ax+by(z)+d) differencidlegyenlet, ahol z(z) := ax+by(x) + d valasztassal

z(x)-re mar szétvalaszthatd valtozoju a differencidlegyenlet.

Cauchy-feladat (kezdeti érték probléma): Egy-egy differencidlegyenletnek altaldban
végtelen sok megoldasa van, azaz végtelen sok fliggvényt — mint gorbét — kapunk meg-
oldasként. Ha ezek koziil ki szeretnénk valasztani egy specialisat, amelyre teljesiil, hogy
y(xo) = yo (vagyis az (xg, yo) ponton dtmend gorbét keressiik), akkor beszéliink Cauchy-
feladatrol.

Feladatok
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket!

1. (Szétvélaszthat6 valtozdju differencidlegyenletek)

(@) (@) = 70

(b) y/(x) = k- y()

(€) /(a) = By(x)(1 — 4r)

(@) y/(z) = ere
P () =

sin®z — y(x) In(y(x)) = 0

k) ¥(z) =1+ y(x) + 2> +y(x)r* és y(0)=9
2. (Els6rendi linedris inhomogén differencialegyenletek)

(a) ¥'(2) +y(z) =e€"
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(b) 2y/(@) +y(x) = 7
(©) ¥/(x) — Zy(x) =4
(@ o

. $y(x) = coszw

(f) 2y'(z) —y(x) =2 +2 és y(1) =3

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1/k Az egyenlet megolddsahoz els6ként rendezziik az egyenletet a csak x-t6l és a csak
y(z)-t6l fiiggd tagok szerint:

y'(2) =1 +y(x) + 2 + y(z)a”
y'(x) = (1 +y(x) +2°(1 +y(z))
y(r) = (1 +y() (1+2?)

Olyan alakira hoztuk a differencidlegyenletet, amelybdl valoban lathato, hogy szét-
valaszthat6 véaltozdju, azaz y'(x) = f(x)- g(y(x)) alaki. A konkrét egyenletiinkben

az f(z) =1+ 2% mig g(y(z)) = 1 + y(z).
Helyettesitsiink az elméleti rész atmutatdja szerint:

y'(x) = (1+y(@)) (1 +27)

dy 2

£:(1+y)(1+x)
Rendezziik at az egyik oldalra csak az x-t6l fliggd, a masik oldalra az y-tdl fiiggd
tagokat, és integraljuk mindkét oldalt:

Elvégezve az integralasokat, az y kifejezheté az x segitségével, és megkapjuk a
keresett y(z) fliggvényt:

3
x
In(l+y)=z+ 3 +c (c a mindkét oldalon fellépd konstansok kiilénbsége)

z3
14+y=e"tate
:):3
y(r) = e 5 —1
Megkaptuk tehat a differencidlegyenlet 0sszes megoldasat.
A feladat megolddsa itt fejezodne be, ha nem lenne kezdeti feltétel.

A példéank egy kezdeti érték probléma (vagy Cauchy-feladat), és az abban szereplé
kezdeti feltétel: y(0) = 9. Ez annyit jelent, hogy az 0sszes megoldasbdl keressiik
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azt a megoldast, amelyre még ez a plusz feltétel is teljesiil.
A megoldas altalanos alakjaba helyettesitsiik be a kezdeti feltételt:

_ _ 0% e
9=y(0) =¢""5 1

9=¢“"-1
10 = ¢
In10 =¢

A ¢ konstansra konkrét értéket kaptunk, igy a végtelen sok megoldasbél megkaptuk
azt az egy megoldast, amelyre még a kezdeti feltétel is teljesiil.

A kezdeti érték feladat megoldésa: y(x) = % P10

Megjegyzés: Az, hogy a megoldasunk helyes, konnyen ellenorizheto. Helyettesitsiik
be a kapott y(z ) figgvényt az eredeti egyenletbe. Amennyiben azonossagot kapunk,
ugy a megoldas jo. Nézziik meg az altaldnos megoldast:

y(2) = (1 +y(x) (1+2?)

<6x+3+c _ 1) _ (1 4+ ot E e _ 1) (1 + x?)

e”éJrc . (1 + :L‘2) = e”éJrc . (1 + mQ)

A példaban szereplé differencidlegyenlet v'(z) + f(z)y(z) = g(z) alakd, ahol
f(x) =—=2¢s g(x) =4
)
Els6 1épésként oldjuk meg a homogén részt, azaz az y' () — —y(x) = 0 egyenletet.
T

Ez egy szétvalaszthato valtozoja differencialegyenlet, és a megoldasa:

V(@) = Zy(o)
@ 3,

/ dy—/ d

Iny=5lnz+c

y<$> — 651n56+c — eSlnx . e
Az elméleti részt tekintve a homogén rész megoldasat ¢o(x)-szel jeloljik, és a hozza
tartozd ¢y konstansszorzét 1-nek vessziik. A jelenlegi feladatban ¢y = e© (ezt most
1-nek tekintjiik), igy

()00< ) 51nz — 1’5 ]

Masodik lépésben a konstansvaridlas médszerével egy partikularis megoldast kere-
stink, amelynek alakja ¢,(z) = c¢(z) - go(z). A c(x) fiiggvény a képlet szerint:

— [ g(a)-el 1 0 a

:/4-ef’gdxd:c:/4~e’5l”dx:/4-x dx =4- ro__ =

—4 x4
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Ezt felhasznalva, a differencidlegyenlet egy partikularis megoldésa:

1
ep(z) = c(z) - po(x) = T v’ =~z
Utolsé 1épésként az dsszes megoldést felirhatjuk y(z) = ¢ - po(x) + ¢,(z) alakban,
ezért a differencidlegyenlet megoldasa:

y(x)=c-2° —x

Végeredmények

1/ay(z) = \/m, 1/by(x) = e*@t) 1/c y(x) = g3e—62>+3c.
1/d y(x) = —In(e™ +¢), Lfey(x) = {2 + 3¢, 1/fy(a) = C/4 (c+2+2 +0),

gy(z) = e ™" 1/hy(x) = e, 1/iy(z) = 315, 1/jy(z) = 2" vagy y(z) = (a2-2)?

2fa y(@) = e + %, 2/by() = £+ 5, 2d cer - wzpins,
2/e L= (c+zsinz + cosz —sinz), ha z > 1és ;& (¢ — wsinz — cosz + sinz), ha = <

L;2/fy(z) =br+xlne —2




3. fejezet

Tobbvaltozés fiiggvények analizise,
vektoranalizis

3.1. Kétvaltozoés fiiggvények parcialis derivaltjai

Rovid elméleti osszefoglalo

Legyen f: R? — R egy fiiggvény. Ha az f fiiggvényt csak az = valtozd szerint de-

rivaljuk (és az y-t konstansnak tekintjiik), akkor az f flggvény elsd vdltozdja szerinti
parcidlis derivdltjat kapjuk. Jelolés: % vagy O,f. Ha az f figgvényt csak az y valtozo
szerint derivaljuk (és az z-et konstansnak tekintjiik), akkor az f figgvény mdsodik vdl-
tozoja szerinti parcidalis derivdltjdt kapjuk. Jelolés: % vagy O, f.

Amennyiben a fenti parcialis derivaltakat tjra derivaljuk az x vagy az y valtozd sze-

rint, ugy a fiiggvény masodrendii parcidlis derivaltjait kapjuk. Jelolések: példaul aajgy
vagy 0,0, f vagy Oy f .
Beldthato, hogy 0,0, f = 0,0, f (Young-tétel).

Feladatok
1. Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények Osszes elso- és masodrendii parcialis deri-
valtjat!

(a) f(z,y) =2 =3z +2y* +y + 132%y — 15
(b) f(z,y) = V& —siny +zy
(¢) f(z,y) =bxcosy —e¥+Inx — 22
(d) f(z,y) = (3 — 2)*(dy + 1)°
(e) f(z,y) =e™y+In(13y) — z + cosT
(f) f(z,y) = y(3 — z)* + cos 2z — 8sin?y

2. Hatérozzuk meg a kovetkezo fliggvények x és y szerinti parcialis derivaltjat!

(a) f(z,y) = zycos(z?y?)
(b) f(z,y) = e+
(c) f(z,y) = (2* = 22%y +y*)7

114



3.1. KETVALTOZOS FUGGVENYEK PARCIALIS DERIVALTJAI 115

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/c A feladatban megadott fuggvény: f(z,y) = brcosy — eV + Inx — 22.
Szamitsuk ki el6szor az x valtozd szerinti parcialis derivaltat. Ekkor az x szerint a
szokésos szabdlyok szerint derivalunk, az y-t (és igy a cos y-t és In y-t is) konstans-
nak tekintjik.

1 1
O.f =5cosy—0+——0=>5cosy + —
x x

Segitségképpen a fenti derivalast egyvéltozds esetre ,lefordithatjuk” (ahol ¢ tetszo-
leges val6s szdm):

c / 1
(brcosc—e‘+Inz —22) =5cosc+ —
x
Ugyanilyen logikaval hatarozhatjuk meg az y szerinti parcidlis derivaltat:
Oyf = —bxsiny — &’

Ismét tekinthetjik az f-et egy (y-t6l fiiggd) egyvéltozds fiiggvénynek (az z-et pedig
egy ¢ konstansra ,cseréljik”):

(becosy —e¥ +1Inc —22) = —Hesiny — e

A mésodrendil parcialis derivaltakat hasonlo elv szerint kell felirni — a 0, f, illetve
0, f figgvényeket tjra derivaljuk x vagy y szerint:

0.0, f = 0, <5cosy+ ;) — 1

2
0,0, f = 0, (—bxsiny — e¥) = —5siny

1
0y0x f = 0y (5cosy+ x) = —b5siny
0,0y f = 0y (—bxsiny —e) = —bxcosy — €Y

Lathato, hogy — a Young-tétel miatt — 0,0, f = 0,0, f.

Végeredmények

1/a) O, f = 4a® — 3+ 26zy, 0,f = 4y + 1 + 1322, 0,0, f = 122* + 26y, 0,0, = 26z,
0,0,f =4; 1/b) 0.f = ﬁ—l—y, Oyf = —cosy+x, 0,0, f = —ﬁ, 0,0,f =1, 0,0, f =
siny; 1/d) 0,f = (182 — 12)(dy + 1), 9, f = 123z — 2)%(dy + 1)2, 8,0,f = 18(dy +1)?,
0,0,f = 12(18x — 12)(dy + 1)2, 0,0,f = 96(3x — 2)%(4y + 1); 1/e) Opf = TeTy — 1,
O,f = €™+ i, 0.0, f = 49e¢™y, 0,0,f = Te™, 8,0, = —y%; 1/f) 0.f = —2y(3 —
x) — 2sin2z, 9,f = (3 —x)* — 16sinycosy, 0,0,f = 2y — 4cos2x, 0,0,f = —6 + 2x,
9,0, = —16(cos? y — sin?y)

2/a) 0.f = ycos(z?y?) — 2%y’ sin(x?y?), O,f = wxcos(a?y?) — 22°y?sin(z?y?); 2/b)
Opf = T2, 9, f = TV 12y; 2/c) Opf = T(a® — 22%y + y*)0 (322 — 4ay), 9, f =
T(2® — 227y + y*)° (227 + 2y)
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3.2. Kétvaltozos fiiggvények szélsoértéke

Rovid elméleti 6sszefoglald

Kétvaltozés fiiggvény (feltétel nélkiili) szélsGértéke
Az f fuggvénynek egy (¢, yo) pontban akkor van helyi szélséértéke, ha az alabbi két
feltétel teljestil:

L O0uf(xo,90) =0 és Oy f(xo,y0) =0
1L (0:0:f - 0,0,f — (2:0,1)*) (w0, 30) > 0

Amennyiben a II. feltételben szerepld kifejezés értéke 0, ugy az (zo,yo)-ban lehet
széls6érték, de nem biztos (tovabbi vizsgélatokra van sziikség); mig ha ez a kifejezés
negativ az adott pontban, igy ott nem létezik szélsoérték.

Ha (0, yo) pontban szélséérték van, Ggy az

helyi minimum, ha 0,0, f(xo,y0) > 0; és helyi mazimum, ha 0,0, f(xq, yo) < 0.

Kétvaltozos fiiggvények feltételes széls6értéke

Tegyiik fel, hogy egy f: R? — R fiiggvény széls6értékeit keressiik a g(x,y) = 0 feltétel
mellett.
Lagrange-féle multiplikdtorok maodszere: Tekintsiik az alabbi F' haromvaltozés fliggvényt:

F(l‘,y,)\) :f(x,y)+)\g(x,y)

Ennek az F figgvénynek meghatarozzuk a lehetséges széls6értékhelyeit (a kétvaltozds
esettel analég médon):

0, F=0 ¢é O F =0 ¢é O\F=0.

Ha egy (zo,v0) pont és az ahhoz tartozdé Ao érték megoldasa a fenti egyenletrendszer-
nek, akkor a A\o-t visszahelyettesitve az F(z,y, \) fiiggvénybe, egy 14j F(z,y) kétvaltozos
fiiggvényt kapunk. Ennek a fliggvénynek az (zg,yo) pont (az egyik) lehetséges széls6ér-
tékhelye, igy a problémat visszavezettiik a feltétel nélkiili esetre.

Megjegyzés: Ha a g(x,y) = 0 feltételbdl valamelyik ismeretlen kifejezhetd (példaul y), ak-
kor azt az f fiiggvénybe visszahelyettesitve egy médositott f egyvaltozés(!) fiiggvényt kapunk
(példaul f(z)). Ekkor f szélséértékeit a kordbban megismert médszer szerint kereshetjitk meg.

Feladatok
1. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények szélsoértékhelyeit, és az abban felvett fligg-
vényértéket!
(a) flz,y)=2>+2y* —xz—2y—1

=2’ —(y— 1)
=(1—-2)P+2+y)?—4
=22+ 2y + 9y -7

= 2%y — 3zy + 3y°

= 2%y — 3zy + 24
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224 + yt — 2% — 2y
o+t — 22 — 2ay — o2
e Y(5 — 2z + 1)

(g) flx,v)
(h) f(z,y)
(i) flz,y)

2. Hatarozzuk meg az f fliggvény szélséértékeit a megadott feltétel mellett!

(a) flz,y)=2>4+y*, ha v +y=2

(b) f(z,y)=2*+2y*—ay, ha 22—y =1
(¢) f(z,y)=x+y, ha 2 +3zy+3y* =3
(d) f(z,y) =22+3y, ha o+, /y=>5
(e) flz,y) = 10ﬁ\3/§ , ha 20 +3y =5
3. Hatdrozza meg a 222 + 3y*> = 1 ellipszisbe irhaté maximalis teriiletti téglalap
adatait!

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/d A széls6érték kiszdmitasdhoz az f(z,y) = 222+ 2wy +y? — 7 fiiggvény els6- és méaso-
dik valtozoja szerinti parcialis derivaltjait, majd a masodrendii parcidlis derivaltjait
kell meghatarozni:

O, f =4x +2y Oyf =22+ 2y
0,0, f =4 0.0y f =2 0,0y f =2
Az f figgvénynek abban a pontban van szélséértéke, ahol mindkét valtozo szerinti

parcidlis derivéaltja nulla és eleget tesz a (x)-gal jelolt feltételnek.
Az 1. feltétel miatt:

dr 4+ 2y =0
20 +2y =0

Ez pontosan akkor teljesiil, ha © = y = 0, igy az egyetlen lehetséges(!) szélséérték-
hely az (zo,40) = (0,0) pont.
A TI. feltétel ellenorzése:

(0202 f - 0,0,f — (2:0,1)%) (w0, y0) =4-2—4=4>0,

tehat a (0,0) pont valéban szélsGérték.

Vizsgaljuk meg, hogy itt a fiiggvénynek minimumat vagy maximumat kapjuk.
Ehhez a 0,0, f-nek a (0,0)-beli értékét kell megnézni.

Az 9,0,£(0,0) (most specidlisan minden pontban) 4-gyel egyenld, amely pozitiv szam,
ezért a (0,0) pontban a fiiggvények minimuma van.

Ebben a pontban a fiiggvényérték: f(0,0) =2-02+2-0-0+0*—-7=—T7.
Ellendrizzik le, hogy a kapott minimumhely globdlis minimumhely-e. Definicié sze-
rint, a (0,0)-ban akkor van a fiiggvénynek globalis minimuma, ha minden maés
(x,y) pontban felvett értéke nagyobb, mint ott felvett érték, azaz

f(z,y) > £(0,0)
20° + 20y +9* —7>2-0°+2-0-0+0* =7
20 + 20y + 1y — 7> =7
22 4+ 22y + > > 0
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irhat6. A (0,0) pont akkor lesz globalis minimumhely, ha az utolsé egyenlStlenség
barmely (z,y)-ra teljestl — ezt kell most igazolni:

212 + 2xy + y2 >0 (emeljiink ki 2-t, és alakitsuk a kifejezést teljes négyzetté)

2
2<x2—|—a:y—|—y2> >0

| \/

x +xy—|—% 0

[\

ZJ Yy
x —|—:17y+4 1

N2y
(x+2> T

A kapott kifejezés mindkét tagja biztosan nem negativ, hiszen mindkettd egy valds
szam négyzete. Az egyenl6tlenség tehat barmely (x,y) esetén teljesiil, ezért a (0,0)
pont az f fliggvény globalis minimumbhelye.

0

v

N
v

0

1/f Az el6z6 példa mintdjara, el6szor hatdrozzuk meg a megfelel parcialis derivaltakat:

O.f =2xy — 3y O,f = 2% — 3z + 8y*
0:0.f =2y 0.0y f =22 —3 0,0y f = 2442

Ismét keressiik a szélséérték-helyeket. Az elméleti osszefoglalobeli két feltételt kell
ellen6rizni.
Az 1. feltétel szerint:

20y — 3y =0
2?2 — 32+ 8y =0

Az els6 egyenletbdl y-t kiemelve y(2z — 3) = 0 -t kapunk. Ez pontosan akkor
teljesiil, ha A) y =0 vagy B)z = 3.
A) Ha y = 0, akkor a masodik egyenlet: 2? — 3z = 0, amelynek két gydke az x; = 0
s w5 = 3. Igy ez az eset két lehetséges szélséértékhelyet ad: (0,0) és (3,0).

B) Ha z = %, akkor a masodik egyenletbe helyettesitve y = 3%. Ebbdl az esetbdl

cgy harmadik lehetséges szélséértékhelyet kaptunk: (3, /).

Ellencrizziik le a II. feltételt mindharom lehetséges szélsoérték-helyre:

(o, ¥o): (2y 24y” — (22 - 3) ) (o, yo) = (4819 — (22— 3)2) (o, o) >0
(0,0): 48-0°—(2-0—13)*=—9
(3,0): 48.0°—(2-3—-3)*=—-9

3
3 .09 J9 < 3 >2 9 27
S =) 48. ) — (2.2 = —48. — =2
(2’ 32) 8 ( 32) 5 3 8 3272

Lathatd, hogy csupan az utolso lehetséges széls6érték-hely lesz valodi szélséérték-
hely, mivel az els6 ketté nem teljesiti a masodik feltételt.

3 39 o :
A (5, Y 3—2> minimum- vagy maximumhely?
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Szamitsuk ki, hogy a 0,0, f pozitiv vagy negativ ebben a pontban:

3 /o) . 9
3

ezért a (5, \3/3—92) pont a figgvény lokalis minimumbhelye.

Az itt felvett fiiggvényérték: f (%, \3/%> = (%)2 . \?/g -3-3. 92 +2. (3 3%)4 —
= 21, 39

16 32"
Végiil néhdny dbra (egy tetszoleges és két oldalnézet) a feladatban szerepld fiiggvényrol:

2/b Az f(z,y) = 2242y —xy fliggvény szélséértékeit keressiik a g(z,y) = 2x—y—1 =10
feltétel mellett.
Irjuk fel el6szor a Lagrange-féle fiiggvényt:

F(z,y,\) = 2>+ 2y —oy + A2z —y — 1)

Hatarozzuk meg az F' fliggvény lehetséges szélsoértékhelyeit. Ezeknek megkeresése
a kétvéltozos esethez hasonld. Irjuk fel F mindhdrom véltozéra vonatkozé parcidlis
derivaltjat. Ennek a harom kifejezésnek egyszerre nullanak kell lennie — ez egy
harom egyenletbdl all6 haromismeretlenes egyenletrendszert jelent:

OF=2x—y+2X2=0
OyF =4y—2—-X=0
WhF=2r—y—1=0

A masodik egyenletbdl a A kifejezhet6: A = 4y — z. Ezt az els6 egyenletbe vissza-
helyettesitve 2z — y + 2(4dy — z) = 7Ty = 0, azaz y = 0 adédik. Tekintsiik most a
harmadik egyenletet és irjuk be az elobb kapott y = 0-t. Ekkor 2z — 1 = 0 egyen-
letet kapjuk, amibol z = %
gy az egyetlen lehetséges (feltételes) széls6értékhely az (%, O) pont. Ehhez a pont-

hoz tartozo A érték: A =4y —x = —%.

A kovetkez6 lépésben helyettesitsiik vissza a kapott A-t az I fiiggvénybe, igy egy
F kétvaltozos fliggvényhez jutunk:

1 1
F(x,y,—§> =x2+2y2—xy—§(2x—y—1)
- 1 1
F(m,y)=x2+2y2—xy—x+§y+§
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Hatérozzuk meg I lehetséges széls6értékhelyeit, amelyek kozott szerepelni fog az
(%,0) pont is. Ekkor errdl a pontrol megéllapithaté az is, hogy minimum- vagy
maximumbhely. Ezzel a feltételes szélsoértékhely-keresést igy visszavezettiik feltétel
nélkiili esetre (ahol az I. és a II. feltételt kell ellenérizni).

Az 1. feltétel ellendrzése:
. ) . 1
O F=2r—y—1=0 esﬁyF:Zly—eri:O

A részletes szamolasokat mellézzitk (lasd 1. feladat kidolgozott példait). Az F
fliggvény egyediili lehetséges szélséértékhelye valéban az (%, O) pont.
A TI. feltétel ellendrzése:

0,0,F =—-1 9,0, =4

2
~ ~ ~\ 2 1 2
(&ﬁmFﬁyByF— ((%(%F) ) (§,O> =2-4—(-1)"=9>0

A %, O) pont tehat valodi szélséértékhelye F-nek, ezért valodi feltételes(!) széls6-
értekhelye f-nek.
Mivel 0,0, F (%, O) = 2 > 0, ezért lokalis minimumbhelyet taldltunk.

A fiiggvényérték: f (%, O) =1
Erdekességképpen megmutatjuk, hogy a kapott eredmény szemléletesen mit jelent.
Az f figgvény egy paraboloidot ad a térben, mig a feltétel egy egyenes az [z,y]-
koordindtasikban. A feltételes szélsGérték-keresés jelen esetben arra kérdezett ra, hogy
hol van szélsértékhelye a paraboloidnak az [z, y|-beli egyenes felett. Az egyenes feletti
rész egy parabolat ,vag ki” a feliiletbol, ezért a végeredmény — amely szerint egyetlen

minimumbhelyet taldltunk — egybevag a szemlélettel.

2/c Az el6z6 feladat mintdjara oldhatjuk meg ezt a példat is. Irjuk fel a Lagrange-

fliggvényt:

F(z,y,A) = +y + Ma® + 3y + 3y* - 3)
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Keressiik meg az F' fiiggvény szélséértékeit:

0 F=1+2)\x+3\y=0
O,F =1+ 3 v +6\y =0
OF =a24+3zy+3y>—3=0

Az els6 két egyenletbdl:

2 x + 3\y = 3\x + 6y Fial 20+ 3y=3xr+6y < x=-3y

(Ha A = 0 teljesiilne, akkor F(x,y,A\) = f(z,y) lenne, azaz visszakapnank az eredeti fiiggvényt.)
A kapott eredményt a harmadik egyenletbe helyettesive:

(=3y)? +3(=3y)y +3*—=3=0
9y? —9y* + 34> —3 =0
y* =1

y==+1 — x = -3y =F3

Két lehetséges feltételes széls6értékhelyet kaptunk: A) (=3,1) és B) (3,—1).
Az A) esetben — példaul az elsé egyenletet felhasznalva — A = % adodik. Ekkor az
F fuggvénybe a kapott A\-t visszahelyettesitve:

_ 1 1
Fa(w,y) = o +y+ (2" + 3oy +3y° =3) =w+y+ s’ +ay +4° — 1

Az Fj-nak keressiik a széls6értékeit (lasd feltétel nélkiili eset). Ismét mellézve az

ismert médszer szamoldsénak részleteit azt kapjuk, hogy F-nak a (—3,1) valdi

minimumbhelye, ezért a (—3,1) az f-nek valddi feltételes minimumhelye.

(A fiuggvényérték: f(—3,1) = —2).

A B) esetben hasonléan jarhatunk el. Ismét meghatarozzuk — valamelyik egyen-
1

letbe valo visszahelyettesitéssel — az erre az esetre vonatkozd A értéket: A = —3.

Ekkor az ehhez tartozé Fg fiiggvény:
- 1 1
Fp(z,y) :x+y—§(x2+3xy+3y2—3) :x+y—§x2—xy—y2+1

Az A) esettel teljesen analég szamolassal kapjuk, hogy az Fp-nek (3, —1) valédi
maximumbhelye, ezért ez a pont f-nek valédi feltételes maximumbhelye.
(A fuggvényérték: f(3,—1) = 2.)

3. Az ellipszis origd kézéppontu, féltengelyei % és % hossziak. (A feladat megol-
désdhoz ezt nem is kell feltétlentil tudnunk.) Egy a és b oldalhosszusagu téglalap
tertilete T' = ab. Mivel az ellipszisbe szeretnénk beleirni a téglalapot, ezért annak
mind a négy csucsa illeszkedik az ellipszisre, azaz kielégiti az ellipszis egyenletét.
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04 Y (x3)

02 X

T T T T T T
06 | -04  -02 o 0,2 04 06

-0.2 4

0.4

Az abrardl leolvashato, hogy a keresett téglalap oldalhosszusagai 2x és 2y. A fiigg-
vény, aminek a maximumat keressiik a T-vel jelolt teriilet: T'(x,y) = 4xy.

A feltétel pedig az, hogy az (x,y) pontok rajta legyenek az ellipszisen, ezért az
222 + 3y% = 1 egyenletnek eleget kell tenniiik.

A feladatunk tehédt az, hogy keressik a T'(z,y) = 4xy fliggvény maximumat a
g(z,y) = 222 + 3y* — 1 = 0 feltétel mellett.

Felirva a Lagrange-féle F' fiiggvényt, és megkeresve annak lehetséges szélséértékeit,
a kovetkezo szamolast kapjuk:

F(z,y,\) = day + A(22* + 3y* — 1)
O, F =4y +4 x =0
OyF = 4x 4+ 6\y =0
OF =20 +3—1=0

1 1
r=4—= és y=+—=0,408
2 4 V6

11 1 1) 4 11
A 4 db lehetséges szélséértékhely: (2, f) ( —%), (_57/76), és (—5, —%). /
Hatra van még annak ellendrzése, hogy ezen szélsoértékhelyek valédi
szélsoértékhelyek-e és mind a négy maximumhely. Ez a 2. feladatnak megfelel6-
en torténik, igy — gyakorlasképpen — az Olvaséra bizzuk.

Lathaté, hogy ez éppen a maximalis teriiletii téglalap 4 cstucsat adja, igy a feladatot

megoldottuk.
Végeredmények
1/a) f (%,%) = —7 (globdlis) minimumhely, 1/b) nincs széls6értékhelye,
1/c¢) f(1,—-2) = —4 (globalis) minimumhely, 1/e) f (%,%) = —32 lokalis minimum-

hely és f( ,—3) = 3 lokélis maximumhely, 1/g) f(0,0) = 0 lokalis maximumhely,
és f(:l:1 :I:l) = 4 db (globalis) minimumhely, 1/h) f(1,1) = f(-1,-1) = =2
2 db (globélis) minimumhely és f(0,0) = 0 pont lehetséges széls6értékhely, de ezzel a

vizsgalattal nem eldonthet6, 1/i) nincs szélséértékhelye
2/a) f(1,1) = 2 feltételes minimumhely, 2/d) f(9,4) = 30 feltételes minimumbhely,

2/e) f (2, 3) 10\/> f feltételes maximumhely
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3.3. Kettos integral

Rovid elméleti 6sszefoglald

Tekintsiink egy f: R? — R (kétvéltozés) fiiggvényt. Ennek a fiiggvénynek az integ-
rdlja az [a,b] X [c,d] tartomanyon:

/cd/:f(x,y)dxdy:/cd (/abf(x,y)da:> dy:/: (/Cdf(m)dy> »

Az f(z,y) fenti integralja a fliggvény R3-beli képe alatti térfogatot mutatja meg, az
[a,b] x [c,d] téglalap f6lott.

Elséfaji normdltartomdnyon olyan (R?-beli) A tartoményt értiink, amelyet ,alulrél”
és felilr6l” gorbék, balrdl és jobbrél (az y-tengellyel parhuzamosan) egyenesek hatarol-
nak. Masodfaji normdltartomdny esetében a tartomanyt ,balrol” és ,, jobbrél” hataroljak
gorbék, mig az x-tengellyel parhuzamosan egyenesek.

Feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:

a) / / xy dxdy
[0,2]x[0,1]

b) / "t dady
[0,1]x[0,2]

c) / / zy? dady
[a,b] x[e,d]

2. Integralja az alabbi fiiggvényeket az A tartomanyon:

a) [[ (*+y?) drdy A={y) 0<2<1,0<y<a®)
b) [ cos(a +y) dady A={(z,y)|2>0,y> 0,24y <)
c) //14(:E2+y2+1)dxdy A:{(x,y)|x2+y2§1, na:Zy}
d) //Arsingpdrdgo A={(r,p)|0<r<2,—1<p<m}
e) //Arzsimpdrdgp A—{Ogcpgg,ogrgcosw}

D) [[ ey —a? dedy A={0<z<y1<y<2}

g) //A(x—l—y—i—z) dzdyd

N

A={(z,y,2) [0<2<y0<y<z0<2<1}
3. Szamitsuk ki az f(z,y) = z figgvény integraljat a D tartomdnyon, ahol D az
y = 22 gorbe és az y = v egyenes altal hatarolt tartomany!

4. Szdmitsuk ki az f(z,y) = y* fliggvény integraljit a D tartoméanyon, ahol D az
y =2z, az y = b és az v = 1 egyenesek altal hatarolt tartomany!
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5. Szamitsuk ki a kdvetkezo kétvaltozos fiiggvények integraljat azon a véges sikrészen,
amelyet az alabbi egyenletekkel megadott egyenesek zarnak kozre:

a) f(z,y) =2+ 2=0,y=0, z+2y=2
b) f(z,y) =3y* —x x:O,y:;x,y—i—x:S
c) f(z,y) = 4wy — 3y y—2r=2, y—x=3, y==6
d) f(z,y) xQ_xngQ+8 y=x, y+rxr=2 =0

6. Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozés fliggvények integraljat az adott A, B, C' cstics-
ponti haromszogtartomanyon:

a) flx,y) = 32° 4 2xy A= (-1,0), B=(1,0), C =(0,1)
b) f(z,y) = 2° + 2y A=(0,0), B=(2,0), C=(1,1)
0) fle.y) =2 A=(11), B=(2,3), C=(3,3)
d) f(z,y) =2x+3y+1 A= (-1,-1), B=(2,-4), C=(1,3)
e) f(w’y):?)i;/g A=(1,1), B=(2,3), C=(3,3)
f) f(x,y) =sin(z + y) A=1(0,0), B=(0,3), C=(-1,2)
g) flz,y) =" A=(0,0), B=(1,-2), C=(2,-2)

7. Integraljuk az alabbi kétvaltozos fiiggvényeket az adott egyenes és parabola altal
bezart véges tartomanyon:

a) fz,y) =2y y=z-2,y =z
b) f(z,y) =2+ 2y y=x+2, y=a?

8. Hatdrozzuk meg annak a sikrésznek a teriiletét, amelyet az y = x? parabola és az
y = x + 2 egyenes hatarol!

9. Hatdrozzuk meg a 7: 1 <z < 2,0 < y < 3 téglalap {olotti és a 2 = 3z + 4y sik
alatti térrész térfogatat!

10. Hatarozzuk meg annak a tetraédernek a térfogatat, amelyet a z = 6 — 2x + 3y
egyenletii sik és a koordinatasikok hatarolnak!

11. Hdrmas integrdl: Integraljuk az f(z,y,z) = 2zy fiiggvényt azon a tartomanyon,
amelyet az x + y + 2z = 1 egyenleti sik és a koordinatasikok hatérolnak!

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

(Minden esetben érdemes kis rajzot késziteni a tartoméanyrél, hogy az integralas ha-
tarait megkapjuk.)
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1/a Ebben a példdban egy 2 egység széles, 1 egység magas téglalapon integralunk.

1 2 1/ 2
// xy dedy = / / xy dedy = / (/ xy dx) dy =
0,2]x[0,1] 0 Jo o \Jo

2 2

1[g2 1572 12 1 y=1
= [ = d:/ Sy d:/2d: R L
/OlzyLO = (231 1@/) y=| 2ydy=s"]

c sz

jére azonban figyelni kell, mivel az y integraldsi hatarai az x-t6l fliggnek. Valdjaban
az y = 2 egyenlet{i parabola x = 0 és = 1 kdzotti gorberésze alatt 16vé teriilet

az intergalasi tartomany.

y=a?

1 px? 1 3
// (22 +y?) dody = / / (2% +y?) dydx = / [ny + y] dx =
A 0 Jo 0 3 y=0
/1 T W E =t 1%
= €T _— xr = —_ _— = — _— = —
0 3 5 3-7) , 5 21 105

A kovetkezd személtetd abrakon lathaté az integraldsi tartomany, a z = 2% + y?
egyenletli paraboloid (mint integraland6 fiiggvény), valamint az elébb megkapott
tartomany alatti részéhez tartozo térfogat.

2/b Utmutatds: A feladat egyediili nehézsége az integralasi hatarok megéllapitdsa. Az
z+y < 7 egyenlétlenség az y = m — x egyenes alatti teriiletre mutat. Igy az y a 0 és
a m — x k6zOtt mozog. Az x hatarai egyrészt a 0 (ez azonnal leolvashatd), masrészt
a m, mivel a fenti egyenes az z-tengelyt a m-ben metszi. Osszefoglalva: 0 < z < 7
és0<y<m—ux.
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2/c A nehézség szintén az integralasi hatarok felirdsa. Az A megadéaséabdl leolvashato,
hogy a két hatarold gorbe egy origd kozépponti, egységsugari kor, illetve egy
n meredekségli egyenes. Célszerti ilyenkor poldrkoordindtdikkal felirni a korlemez
pontjait (és az egyenes pontjait is).
Ha egy P pont koordinatai egy r sugaru korben x és y, akkor a pont polarkoodinatai
(r,p). A ¢ a P-be mutat6 vektor z-tengellyel bezéart szoge. A polarkoordinatak
kiszamitésa tetszOleges P(x,y) pont esetén:

T=7r-cosy, y=r-siny .
P.y)
T
¢
I

Az 4j (polar)koordinatakra valé attéréskor megudltoznak az integralas hatérai, en-
nek altalanos képlete:

//Af(:r,y) dxdy:/Af(r.cos@,r.siw)_rdrdsp

A feladat esetében az 22 + y? < 1 feltétel azt jelenti, hogy az origd kozépponti,
egységsugaru korlemezt kell tekinteniink. Az nx < y feltétel az (origbn dtmend)
y = nx egyenes alatti teriiletet jelenti. E két teriilet metszetére van sziikség.

05 J s

A polarkoordinatakra vald attérés miatt most az integralasi hatarokat NEM az
x és y szerint allapitjuk meg, hanem az r sugar és ¢ sz0g szerint. Az r 0-tol
1-ig mehet (végigestszik az origotdl a korlemez végéig). A ¢ szog egyik hatara
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az egyenes x-tengellyel bezart szoge, ezért meg kell allapitani, hogy mekkora az
egyenes meredeksége. Az y = mx + b dltalanos (egyenes)egyenletbdl kapjuk, hogy
a meredekség éppen n. Egy egyenes meredeksége, az egyenesnek az z-tengellyel
bezart szogének a tangense, ez itt n = tg «, azaz o = arctgn. Az egyenes a korbol
egy félkort metsz ki, igy a masik integralasi hatar ¢ szamara: arctgn — .

//(x2+y2+1) dxdy://_ (r2-cos2<,0+7“2-sin2<,0+1) - drdp =
A A
arctgn

— //A(rz + 1)r drdp = //A(r3 +7) drdp = et n /01(7"3 +7) drdp =

arctgn r 72 r=1 arctgn 3 3 qp=arctgn
/a l‘l ' ] 7 17 {44

rctgn—m 2 arctgn—m p=arctgn—m
3

r=0
arctgn 3(aur(:t n—m)
= - - = —m)=—.
R 1

3. Utmutatds: Az integralasi hatdrok megéllapitdsahoz szitkség van az egyenes és a
parabola metszéspontjaira, ezek az x = 0 és x = 1. Az x szdmara az alsé és felso
hatdr mar adott. Az y szamara az alsé hatar a parabola, a fels6 az egyenes, igy
2> <y<uw

T T 1
-0, 03 1 13

4. Utmutatds: A 3. feladathoz hasonld ez a példa. Vegyiik észre, hogy a harmadik
egyenes az & = l-en dtmend figgdleges egyenes. Igy a hirom egyenes egy harom-
szoget ad meg. Az y = 2x és y = br atmegy az origon, igy x = 0 az x szamara alsé
hatar, mig az x = 1 egyenes zarja a haromszoget, ezért: 0 < z < 1. Az y szamara
a két egyenes adja a hatarokat: 2x <y < Hzx.

-
il

T T .
05 05 &
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6/a

6/d
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Utmutatds: Az A és B pontok &ltal meghatérozott egyenes az y = z + 1, mig a B
és C pontokon atmend egyenes egyenlete y = —x + 1.

A B
Pl 76,5 0 D:5 N
x

A haromszoget két kisebbre érdemes bontani: az AOC haromszogre és az OBC
héromszogre (ahol O az origd) — azaz két elséfaji normaltartomdnyra. Az elsé
héromszog esetén az integral

0 x+1
/ / (3:1:2 + 2xy) dydz ;
—1.Jo

a masik haromszognél
1 —z+1
/ / (32% + 2xy) dydz .
0o Jo

A két integral osszege a feladat megoldasa.

Egy méasik megoldés lehet, ha az integralasi hatarok 0 <y <l1ésy—1<x <1—y,
igy egyetlen integrallal megoldhaté a feladat (vagyis mésodfaji normaltartomény-
ként tekintjitk a hdromszoget).

Utmutatds: Az el6z6 feladat mintéjéra a haromszog oldalegyenesei:
a:y=—"Tex+10,b:y=2x+1ésc:y=—x—2.

\ _
v
oY,

Ebben a feladatban mindenképpen fel kell bontani a haromszoget, igy kapunk
vagy két elséfaju, vagy két masodfaji normaltartomanyt. Amennyiben két els6-
faju normaltartomanyra bontjuk a haromszoget, gy a megoldashoz a kovetkezo
integral(oka)t kell kiszamitani:

1 2x+1 2 —T7x+10
/ / 2 + 3y + 1) dyd:c+/ (22 + 3y + 1) dyda .
—1 1

(
—z—2 —xz—2
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7/a Utmutatds: BEgy jél megrajzolt dbra ismét megmutatja a helyes megoldéshoz vezeté
integralt:

(Tovébbi segitség: Erdemes ezt a tartomanyt masodfaji tartomanyként kezelni.)

8. Utmutatds: Egy A sikrész teriilete kiszamithaté a [[, 1 dydz formula segitségével.
Ebben az esetben a sikrészt elséfaji normaltartomanyként felirva a keresett teriilet:

2 42
/ / 1 dydx
—1 Jx2

9. Utmutatds: Térfogat kiszdmitashoz a

Vz//Tf(x,y) dxdy

képletet kell hasznélni. Az f(z,y) fiiggvény valgjaban a z = 3z +4y (azaz f(z,y) =
3x + 4y)), a hatdarok adottak, ezért:

3 2
V= / / (3x + 4y) dady .
0 J1

10. Utmutatds: A tetraéder térfogata nem més, mint az / / (6 — 2z + 3y) dA kettds
A

integral, ahol A a tetraéder [z, y]-koordinatasikon 1évé oldala.

A sik az z-tengelyt a 3-ban, az y-tengelyt a —2-ben metszi. Az A tartoméany az
origd, a (3,0) és a (0,—2) pontok altal alkotott haromszog. Ezt példaul elséfaji
normaltartomanyként felirva a hatarok: 0 <z <3és0 <y < %x — 2 (felhasznélva,
hogy a sik [z, y]-koordindtasikban fekvé egyenesét a z = 0 plusz feltétel jellemazi).
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11. A feladatbeli tartomany egy V' tetraéder (mint test), amelyet a kévetkezOképpen
lehet jellemezni:

A tartomény felirdasdhoz hasznalt modszer a kettOs integralndl megismert normal-
tartomanyok meghatarozasanak altalanositasa. Meg fogjuk hatarozni x, y és z sza-
mara is a hatarokat.

Induljunk ki példaul az x hatéraibol. Az x a 0 és az 1 kozott mozoghat, ezért
0<z<1.

Tekintsiik az [z, y]-koordindtasikot. Az y-t alulrdl” az y = 0, mig ,felilrél” az
y = 1 — z egyenes hatarolja. (A felsé hatart a sik egyenletébél és a z = 0 plusz
feltételbél kapjuk.) Igy 0 <y <1 — 2.

(Eddig a pontig minden megegyezik a kettds integralndl tanultakkal.)

A z ,mozgasat” alulrdl az [z, y|-koordinatasik (azaz a z = 0 egyenletii sik), feliil-
6l az x +y + z = 1 sik (azaz a z = 1 — x — y sik) hatarolja. Emiatt z hatarai:
0<z<1l—2x—y.

Az integral hatarainak felirasa és a kiszamitasi modszer a kettOs integrallal analog,
igy a szamitasok részletezését melldzve:

1 pl—x pl—az—y 1
//wadV:// / 2zy dedyder = ... = —
1% 0o Jo 0 60

Végeredmények

1. b) 63 _ 62 —e + 17 C) (b2_a2)6(d3—03)

2.b) =2, d)0, e) &, f)2, g)1

127

1
3. 5
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, b) 17,5, ¢) —42%, d) —f + ;In2

[« [¥]

6. a) —1, b) 3, ¢) 2In3—4In2—1, d) 3, €) 27In3-28In2—-2, f) —Lsin3+3sinl,

10. —6

3.4. Jacobi-matrix. Gradiensvektor, irAnymenti deri-
valt

Rovid elméleti 6sszefoglal6

Legyen f = (f4f%...,f™): R* — R™ fliggvény (koordindtafiiggvényei:
L2 f™). Ekkor az f fiiggvény derivdltja az (xq, s, . .., z,) pontban olyan f’ line-
aris leképezés, amelynek métrixa (R” és R™ kanonikus bézisaira vonatkozdan):

8z1f1(x1,x2,...,xn) 82f1(:1;1,a:2,...,a:n) 8znf1(x1,:v2,...,xn)

8xlf2(l‘1,:l}2,...,$n) 6x2f2(x1,:172,...,xn) oo Op A1, 0, 1)
Jf(l'l,i’Q, 7xn) = . .

O [ (1,22, .o ) Ouo [ (1,22, oy 2p) oo On, fM(x1,22,. .., 20)

Ezt a matrixot szokas az f fliggvény Jacobi-mdtrizdnak is nevezni.

Legyen f: R™ — R fliggvény, p € R" tetszbleges pontja a fiiggvénynek.
Az f fuggvény p = (p1, ..., pn) pontbeli gradiensvektora a

grad f(p) == (Ou, f(P1y s 0n), Oua f (D1, -+ Pn)s -+ o3 O, f (D15 -y D))

(A pontbeli gradiensvektor megmutatja a fiiggvény adott pontbeli maximadlis valtozasanak
irdnyat, hossza pedig a maximalis valtozds nagysaga.)

Amennyiben adott egy v € R™ vektor, akkor az f fiiggvény p pontbeli v = (vq,...,v,)
vektor (mint irdny) szerinti irdnymenti derivdltja kiszamithaté a

D,f(p) = <grad f(p), va|\> eR

formula alapjan (ahol (-,-) a R™ kanonikus belsd szorzata).
(Az irdnymenti derivalt megmutatja, hogy az adott pontban és az adott irdnyban milyen gyor-
san valtozik a fliggvény.)
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Feladatok

1.

10.

11.

12.

13.

Adott az f: R? — R3, f(z,y) = (42 + y,x — cosy, vy) fiiggvény. Adja meg a
derivalt-leképezés matrixat egy (z,y) pontban, a kanonikus bézisokra vonatkozoan!
Hatarozza meg a .J; matrixot az (1,0) pont esetén!

. Adott az f: R® = R3, f(z,y,2) = (zysin z, 2%+ cosy — 16z, v +y — 1/z) fiiggvény.

Adja meg a derivélt-leképezés matrixat egy (x, y, z) pontban, a kanonikus bazisokra
vonatkozoan!

. Szamitsa ki az f(x,y) = xe¥ + cos(xy) figgvény p = (2,0) pontbeli gradiensét,

majd az irdnymenti derivaltjat a v = (3, —4) irdny szerint!

Szamitsa ki az alabbi kétvaltozos fiiggvények irdnymenti derivaltjat az adott v irdny
szerint az adott p pontban!

W)=ty 0= (V32D p=(59)
y) =sin(z® +37) , v=(V3,1)
x,y)zcosz%/ﬁ, v=(1,1), p=1(2,2)

v) (=3,4), p=(ec)

Hatdrozza meg az f(x,y) = 22 — 3xy+5y* figgvénynek az (1,2) pontbeli v irdnyt
derivaltjat, ahol v az x-tengellyel 45 fokot bezard egységvektor!

:———7 v

Hatédrozza meg az f(z,y) = x — sin(zy) fuggvény derivaltjat az (1, g) pontban a

B roew\ e
v = (COS Z,sin g) iranyban!

Hatdrozza meg az f(x,y) = xy? fiiggvény derivédltjat az (1, 3) pontban, az onnan(!)
(4,5) pont felé mutat6 irdnyban!

Hatérozza meg az f(z,y,z) = x?y?*z fiiggvény derivaltjat a (2,4,1) pontban az
(1,2,2) vektor irdnyaban!

Hatdrozza meg az f(x,y) = 8 — 4x* — 2y? fliggvénnyel leirt domb legmeredekebb
lejtjének irdnyat az (1,1) pontban!

Milyen irdnyba induljon el az ember az origébdl, ha az f(x,y,2) = (3 —z +y)? +
(4z — y + 2 + 2)3 fiiggvény leggyorsabb titemii emelkedését szeretné elérni?

Ha az elektromos potencidl egy tetszéleges (x,y) pontban ®(x,y) = Iny/x? + 32,
hatérozza meg a ¢ véltozasanak az tUtemét a (3,4) pontban a (2,6) pont felé(!)
mutaté vektor iranyaban!

Ha a hémérsékletet az f(z,y, z) = 322 — 5y* + 222 fiiggvény irja le, és az (%, z, %)
pontban tartézkodunk, akkor milyen iranyban induljunk el, ha hiivosebbet aka-
runk, amilyen gyorsan csak lehet?

Az elektromos potencidl az (z,y, z) pontban f(x,y, z) = v/2? + 2y? + 322. Dontse
el, hogy a p = (2,3,4) pontbdl a v = (2,6,1) vektor irdnyaba indulva novekszik
vagy csokken a potencial értéke. Milyen iranyba kellene elindulni a p pontbél ahhoz,
hogy az elektromos potencial novekedése maximalis legyen?
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Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1.

13.

El6szor ki kell szamitani minden koordinatafliggvény Osszes parcidlis derivaltjat,
hiszen ezek alkotjdk a matrix elemeit:

8I1f1(x7y):8x 812f1(x7y):1
O, [2(,y) = 1 Ory f2(w,y) = siny
aﬂ?lfg(x7y):y 812f3<1’,y) =
Innen a derivalt-leképezés J; matrixa:
8z 1
Je(x,y)=| 1 siny
y
Specidlisan az (1,0) pont esetén:
8 1
Jp(1,0)=| 1 0
01

1. lépés: A fligguény parcidlis derivdltjainak felirasa. A gradiensvektor felirdsahoz
meg kell hatarozni az f parcidlis derivaltjait:
Opf(z,y) = €Y — ysin(zy) , Oyf(z,y) = ve¥ — xsin(xy) .

2. lépés: A gradiensvektor felirisa dltalanos pontban.
grad f(z,y) = (¢ — ysin(xy), xe’ — xsin(xy))
3. lépés: A gradiensvektor kiszamitdsa az adott pontban.
grad £(2,0) = (¢* — 0sin(2 - 0),2¢° — 2sin(2-0)) = (1,2) .

Amennyiben egy feladat csak adott pontbeli gradiensvektor meghatarozasat kéri,
ugy az elsé 3 lépéssel meg is oldottuk azt.

4. lépés: Az adott vektor hosszanak meghatdrozdsa. Az irdnymenti derivalt képleté-
ben szerepel a pontbeli gradiensvektor (ezt az elsé harom 1épésben meghatérozuk),
valamint az iranyként miikodé v vektorbdl szarmazéd egységnyi hosszusagu vektor.
Az egységnyi hosszusagot ugy érjik el, hogy a v vektort beosztjuk a hosszaval
(lv]]). Ezért kell kiszamitani a v hosszat (vagy normajat):

ol = /32 + (42 = V25 =5

5. lépés: A ﬁ eqyséquektor felirdsa.

v 1 3 4
—=—-3,-4)=(=,—=
l|lv]| 5( =) (5’ 5)

6. lépés: Az irdanymenti derivdlt kiszamiltdsa. Minden adat a birtokunkban van,
hogy az irdnymenti derivalt formulajat hasznalhassuk:

Dyf(p) = <gradf(p),”UUH> _ <(1,2), <§—§>> —1. i +2. <—§> — =1,

Utmutaté: A fiiggvény adott irdny szerinti valtozdsat az irdnymenti derivalt mu-
tatja meg; mig a maximalis valtozas iranyat a gradiensvektor adja.
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Végeredmények
2.
ysinz xsinz xycosz
Je(x,y) = 2r  —siny  —16
1
1 L~z

4.2) Dof(p) = 2= 2v3, b) Duf(p) = = (B2 + 1), ¢) Duf(p) = 7.
d) va p) _ __8+17¢

10e2
5 U: <%7%)’ D’Uf(p) = \1/557
6' v = (%773)7 va(p) = %7
7.v=(4,5) — (1,3) = (3,2), D, f(p) = 33/13,
6

Megjegyzés: A 9., 10. és 12. feladatokban az adott pontbeli gradiensvektort, a 11. feladatban az irany-

menti derivaltat kell meghatérozni.

9. —grad f(p) = (8,4),

10. grad f(p) = (42, —6,12) = 6(7,—1,2),

11. v = (2,6) - (3,4) = (—1,2), va(p) = ¥

12. —grad f(p) = —(2,-2,2) = —=2(1,—-1,1)
(

13. D, f(p) = \/255% (a potencial nd); gradf(p) = —2(1,3,6)

3.5. Parcialis differencialegyenletek alapjai

A fejezetben csak a legegyszeriibb parcialis differencialegyenletekkel ismerkediink meg.

Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi parcialis differencidlegyenleteket:

(a) Oyu = 2’y + 3y?
(b) 0.0,u =xzy*+4

2. Keressiik meg az d,u = 0 elsérendii parcidlis differencidlegyenlet azon megoldasat,
melyre u(z,r) = x? fenndll!

3. Keressitkk meg az 0,0,u = x + y méasodrendl parcidlis differencidlegyenlet azon
megolddsét, amelyre u(x,x) = x és d,u(z, z) = 0 teljesiil!

4. Dontstik el, hogy megoldhaté-e az

Ou = 3x%y?
dyu = 2x3y

parcialis differencidlegyenlet-rendszer. Ha igen, akkor hatarozzuk meg az egyenlet-
rendszer azon u(z,y) megoldasat, amire u(0,1) = 3!
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5. Dontsiik el, hogy megoldhaté-e az

dyu = zy?

{ O,u = 23y

parcialis differencidlegyenlet-rendszer!

6. Dontstik el, hogy megoldhaté-e az

Opu = 6(zy + %)
dyu = 3z*

parcialis differencidlegyenlet-rendszer. Ha igen, akkor hatarozzuk meg az egyenlet-
rendszer azon u(z,y) megoldasat, amire u(0,1) =2 !

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1/a

1/b

Az egyenlet azt jelenti, hogy az u(x,y) fiiggvényt y szerint derivdlva az 2%y + 3y?
fliggvényt kapjuk. Amennyiben integraljuk ezt a fliggvényt y szerint, megkapjuk a
keresett u(zx,y) fiiggvényt.

2,2

e
/(ny +3y?) dy = Ty + 9 + c(z) = u(z,y)

Itt a c(x) egy olyan fliggvény, amely csak z-t6l figg, azaz y szaméra konstans.

A megoldas elve hasonl6 az el6z6hoz, csak most kétszer kell azt végrehajtani. Integ-
raljuk a fliggvényt eloszor az egyik, majd a masik valtozo szerint, igy megkapjuk
a keresett u(z,y) figgvényt.

Ne feledkezziink meg a konstans szerepét betolté fiiggvényekrdl (a példaban c;(x)

és ca(y))!

4
e
/(my3+4) dy = T‘qf + 4y + ¢ ()
4 2,4

/(ZEiJrzlera(a:)) do = “789 +day + Ci(2) + e2(y) = u(z,y)

(Itt Cy1(z) a ci(z) primitiv figgvénye/hatérozatlan integralja.)

(Kezdeti érték-probléma)
A megoldas els6 1épésének elve megegyezik az 1/a) feladat megoldasaval:

/0 dy = c(z) = u(z,y) .

Lathato, hogy a fiiggvény vy szerinti derivaltja 0. Ez annyit jelent, hogy a keresett
u(zx,y) fiiggvény csupan z-tél fiigg.

A masodik 1épés célja az, hogy a c(x) figgvényt (vagy az altalanos feladat eseté-
ben egy ¢ konstans értékét) meghatérozzuk. Itt hasznéljuk fel az elére megkapott

kezdeti értékiinket: u(z,z) = 22

u(z,y) =clzr) = u(z,x)=c(x)
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(Kezdeti érték-probléma)

A megoldés elsd 1épésének maodszerét az 1/b) feladatbdl vehetjiik, mig a masodik
lépés hasonlo a 2. feladat masodik lépéséhez.

Els6ként meghatarozzuk a parcidlis differencidlegyenlet megoldasanak altalanos
alakjat:

2

/(I+y) dy:xy+y5+cl(x)

/ (y ' cl<x>) de =T 1T L C0) + ealy) = ula,y)

A keresett u(z,y) fiiggvény altaldanos alakjat megkaptuk. Azonban nem ismerjik
még a C(x) és co(y) fiiggvényeket. Ezért a méasodik 1épésben felhasznaljuk az elére
adott kezdeti feltételeket.
Az u(x, x) = z feltételbdl:

3 £L'3

u(z,x) = 5 + 5 + Oy (x) + o) = 2° + Oy (7) + co(z) = 2

co(v) =1 —2* — Cy(z)
A Oyu(z,x) = 0 feltételbol:

2 2 2
Ou(w,y) = 0, <2y + -+ Cila) + c2<y>) =2y + %+ i)

x? 3
Opu(z, x) = 2% + 5 +c(x) = 5:52 +c(x)=0

Ebbdl koévetkezik, hogy

ci(z) = —5% — Ci(z)= | -2’ doz = —=o

A C1(z) fuggvény ismeretében:

1 1
coz) =2 —2® — (—x3> =x— 2.

2 2
Azaz c5(y) = y — 3y . Innen (a kezdeti feltételeket figyelembe véve) a keresett
fiiggvény:
?y+ay? 1 1
u(z,y) = — 5 §5U3+y— 53/3 :

A megoldést konnyti ellenérizni. Ezt az u(z,y) figgvényt derivalni kell z, majd y
szerint (vagy forditva) és (x+y) lesz az eredménye; u(x, x)-nek x-szel kell megegyez-
nie; végil az x szerinti parcidlis derivaltat (x, z)-be helyettesitve 0-t kell kapni.

Els6ként keressitk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat, majd hatarozzuk
meg azt a konkrét megoldast, amelyre a feladatban adott u(0, 1) = 3 kezdeti feltétel
teljestil.

Integraljuk az egyik egyenletet aszerint a valtozdja szerint, ami szerint a fliggvény
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derivaltja adott — tehat vagy az els6 egyenletet = szerint, vagy a masodikat y
szerint. Induljunk ki példaul az els6 egyenletbol:

/3x2y2 dr = 2" + c(y) = a(z,y) .
Az a(z,y) valészintleg a jé megoldast adja. Bizonyossagot gy szerezhetink, ha
t(z,y)-t a mésik(!) valtozd szerint derivaljuk:
O, = 213y + c(y) .
Hasonlitsuk 0ssze a kapott kifejezést, és az egyenletrendszer masodik tagjat:
dyu = 22’y = 9,1 = 22’y + c(y) .

A két egyenlet csupan a ¢ (y)-ban kiillonbozik, ezért ¢(y) = 0. Egy fliggvény de-
rivaltja pontosan akkor nulla, ha maga a fiiggvény konstans. Azt mar korabban
lattuk, hogy a c¢ fliiggvény nem fiigg x-t0l, és most mar azt is tudjuk, hogy y-tdl
sem filigg — egy valds szamot varunk eredményként.

Tekintsiik most az elére adott kezdeti feltételt, és helyettesitsiik be a kapott ered-
ményiinkbe. Igy a ¢ konstans értékét pontosan megkapjuk:

u(z,y) = 2°y* + ¢
u(0,1) =04+c¢=3 = c=3
u(z,y) = 2>y* +3 .
Megjegyzés: Ugyanezt a megoldast kapjuk akkor is, ha az els6 1épésben az y szerinti

egyenletbdl indulunk ki, késébb a kapott kifejezést x szerint derivaljuk stb.

5. A megoldas menete a 4. feladatndl latottakkal egyezik meg.
Integraljuk az els6 egyenletet:
4

/x?’y dz = % + c(y)

Derivaljuk ezt a masodik valtozé szerint:

(L rew) =Frew

Léathato, hogy ez soha nem egyezhet meg az d,u = zy® kifejezéssel, igy az egyen-
letrendszer nem oldhaté meg.

6. A megoldas menete a 4. feladatnal latottakkal egyezik meg.
Integraljuk az elsé egyenletet, majd derivaljuk azt a masik valtozé szerint:
/6 (xy + xz) dr = 32%y + 22° + c(y) = iz, y)
9,1 = 32+ (y) .
A legutébbi egyenlet az eredeti egyenletrendszer dyu-ra vonatkozé tagjatol csupan

a c(y)-ban tér el, igy ¢/(y) = 0 — tehét c(y) konstans, jeloljiik c-vel. A ¢ meghata-
rozasahoz sziikséglink van a kezdeti feltételre:

u(z,y) = 32’y + 22° + ¢
w(0,1)=04+0+c=2 — c=2
u(z,y) = 3x%y +22° + 2 .
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3.6. Divergencia, rotacio, potencialfiiggvény

Rovid elméleti 6sszefoglald

Legyen adott egy X = (X1, X», X3): R® — R3 vektormezd (szokésos jelolés még:
X = Xje; + Xoes + Xses), és legyen V (nabla) egy formalis(!) vektor:

V = (0;,0,,0,) .

Az X vektormez6 divergencidja egy pontbdl kiindul6 (vagy egy pontba Gsszetartd)
er6vonalak (forrasok, nyel6k) mennyiségi jellemzGje, és kiszamithaté a kovetkezé formula
segitségével:

divX :=(V,X) =0, X1+ 0,Xo+ 0. X5 .

Ha az X divergenciaja nulla, gy a vektormezot forrismentesnek nevezziik.
Az X vektormez6 rotdcidja a hurkokat méri, és az alabbi képlettel szamithaté ki:

€1 ()] €3
rot X =V xX= 83; (?y 8Z = (8yX3 — @ZXQ, azXl — 855X3, 8IX2 — ﬁyXl) .
X1 Xy X3

Ha az X rotaciéja a nullvektor, gy a vektormezot drvénymentesnek mondjuk.
Az X vektormezd potencidlja (potencialfiggvénye) olyan f fliggvény, amelyre

X = gra’df ) azaz (X17X27X3) - (a$f7 ayfa azf)

teljestil. Egy vektormezének csak akkor létezik potencidlja, ha orvénymentes, azaz
rot X = 0.

Feladatok

sz

VT, 2yz,y* + 1)

— o8y, x + siny, xyz)

)
(b) X = (z,y,22)
(c) X = (2%,9% 2?)
(d) X = (zyz, 2z + 3y + 2, 2% + 2?)
(e) X = (y?z, 2%z, 2%y)
(f) X = (bez+3,9° —m,2—1)
(g) X = (91523, 3ayz — 2,2 — e + )
(h) X = (* + 22,22 + 2%, 2° + %)
) X =(
) X =(

2. Szémitsa ki az 1(d) feladatbeli vektormezé P(1,2,3) pontbeli divergencidjat és

s /2
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3. Adja meg az alabbi vektormezdk potencialfiiggvényét, amennyiben az létezik!

—
154
N~—
| |

20y — 2z — 2,2 + 1,22 — 1)

(b Sty — dxy, 32? — 2y)  (R*ben: rot X = 9, Xs — 9,X1)
(c = (22, 3y, 4z)

(d) X =W+z,2x+z2+y)

(e 8r —m,x—y— 2,3Yy)

20y — 2% —yz, 2% + 2% — w2, 2yz — 202 — 2Y)

€y+2z $€y+22 2x€y+2z)

(
= (
(
(
(
(
(
(

e*cosy +yz,rz — €” smy,xy—i—z)

><><><><><><><><
Il

y T + z Y + 1
T+a2y? ) 1+a2y? \/1—y222’ \/1_y2Z2 z

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1/a) A V formadlis vektort tekintve, a divergencia és a rotacié definiciéit felhasznélva a
megoldas:
div X =(V,X) = 0,(xy) + 0y(y2) + 0x(z2) =y + 2+,
rot X =V x X = (0,(zz) — 0,(yz), 0.(xy) — 0u(x2), 0x(yz) — 0y(zy)) =
= (O—Q,O—Z,O—Qf) = (—y,—Z,—IE) :

3/a) Elészor azt kell ellendrizni, hogy a vektormezd rotécidja a nullvektor:

rot X =
= (Gy(Qz — ) — 0,(2® +1),0.(22y — 2 — 2) — 0:(22 — x), 0 (2® + 1) — 022y — 2 — 2)) =
=(0-0,—1—(—1),2z — 2z) = (0,0,0) .

Létezik tehdt az f potencidlfiiggvény. Ennek definiciéja: grad f = X. Irjuk fel ezt
a definiciot a komponensfiiggvények szerint:

O f =22y —2—2,

Of =2+ 1,

0,f=2z—1x.
Ez a harom feltétel nem mas, mint egy parcialis differencidlegyenlet-rendszer

(amelyr6l mar kordbban tanultunk).
Integraljuk az elsé egyenletet x szerint:

/(2J:y—z—2)dx:x2y—zx—2x+01(y,z):f(ac,y,z),

ahol ¢ (y, z) egy csak y-t6l és z-tél figgd fiiggvény (z szdméra konstans).
Derivaljuk ezt a fiiggvényt y szerint:

Oy (aty — 23 — 20 + a1y, 2)) = 2% + Dyer(y, 2)
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Ennek a derivaltnak meg kell egyeznie (22 + 1)-gyel, ezért

aycl(yaz) =1 — Cl<y7 Z) = y_'_CQ(Z) :

(Mivel ha ci-et y szerint derivalva 1-et kapunk, az csak akkor lehetséges, ha y 1-
gyel van megszorozva, és még lehet egy y-tdl fiiggetlen — de 2-t6l fiiggd — konstans

rész.)

Ebb6l a megoldés alakja eddig a kovetkezd: f(z,y, 2) = 2%y — 2o — 20 +y + co(2).
Derivaljuk most ezt a fiiggvényt z szerint, és hasonlitsuk 0ssze a harmadik feltétel-

lel:

0.(x%y — 21 — 20 + y + ca(2)) = —x + D,c0(2)

—r+0.00(2) =22 —1 = O.a(2) =22 <= z)=2+k.

Innen a keresett potencidlfiiggvény:

fxy,2) =2’y —zx — 20 +y+ 2>+ k.

Végeredmények

1.

2.

3.

(b) div X =4, rot X = (0,0,0) — X 6rvénymentes;

(c) div X =2z + 2y + 2z, rot X = (0,0,0) — X orvénymentes;

(d) div X =yz+ 342z, rot X = (—1,2y — 22,2 — x2);

(e) div X =0, rot X = (2% — 22z, y? — 22y, 2° — 2yz) — X forrasmentes;
(f) div X =5z + 18y + 1, rot X = (0, 5z, 0);

(g) div X = 3zz, rot X = (—3wxy, —452% — 1, 3yz);

(h) div X =0, rot X = (2y — 22,22z — 22,2z — 2y) — X forrdsmentes;
(i) div X = 2\1/5 + 2z, rot X = (0,0,0) — X Orvénymentes;

(j) div X = cosy + xy, rot X = (xz, —yz,1 —siny)

div X(1,2,3) = 15, rot X(1,2,3) = (—1,0, —1).

b) rot X # 0, ezért nem létezik potencidlfiiggvénye

c) f(z,y,2) =2* + % +2224+k

d) f(z,y,2) =zy+xz+yz+k

e) rot X # 0, ezért nem létezik potencidlfiiggvénye

) flz,y,2) = 2%y — 22® —zyz +y2° + k

flz,y,2) = ve¥™% + k

f(x,y,z) =€e"cosy + xyz + % +k

i) f(z,y,2) =axlnz —z+tg(z +y) + 5 In(y* + %) + k

3.7. Gorbementi integral (Vonalintegral)

Rovid elméleti 6sszefoglald

A tovabbiakban az R? valés térben dolgozunk, ahol (eq, 5, e3) a kanonikus bazis, (-,

pedig a kanonikus belso szorzat.

)
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Legyen v: [a,b] — R3, () = (71(t),72(t),v3(t)) egy parametrizalt (tér)gorbe. Ennek a
sebességvektormezojét -tal jeloljik, és

(1) = (1), 72(t),75(2)) -

Ekkor egy X = (X1, Xo, X3) = Xje1 + Xoes + X3zes vektormez6 v gorbementi integrdlja
kiszamithato a

AX:L%MWdewﬂ:

= [[ GO + X)) + Xsr)h(0)

formula segitségével.
A fenti integralt szokds még ~ goérbe menti skaldrértéki vonalintegrdlnak is nevezni.
(Amennyiben a v zdrt gorbe, igy a gérbementi integral jelolése: ¢ X.)

Megjegyzés: Egy (egyszeresen osszefiiggé tartomanyon értelmezett) X vektormezd gorbe-
menti integralja akkor és csak akkor fiiggetlen az uttol, ha a vektormezd oérvénymentes,
azaz rot X = 0. Ekkor a gorbementi integral értéke csak a kezdo- és végponttdl fliige. (Eb-

bdl kovetkezik, hogy egy X vektormez6 gorbementi integralja pontosan akkor nulla minden zart gorbe

mentén, ha rot X =0.) — Ezt az allitast felhasznalva, ha az X vektormez6 orvénymentes,
akkor az f potencidlfiigguényét a kovetkezoképpen is meghatarozhatjuk:
()
[X = =ram) - fa@) 2 )= [ X+
g gl

A (x) lépésben dtalakitassal, valamint f(y(a)) = k € R és f(v(b)) = f(v) valasztassal
éltiink, ami azt vonja maga utan, hogy a v goérbe kezdépontja az origd, végpontja a
tér egy tetszbleges v = (a, b, c¢) pontja. Mivel az integral értéke fliggetlen az uttdl, ezért
valasszunk a két végpont kozott egy konnyen kezelhet6 gorbét — példaul egy koordinata-
tengelyekkel parhuzamos torottvonalat (t6bb miiszaki szakirodalom ezt részesiti elényben) vagy
egyszerlien a két pontot 0sszekotd egyenes szakaszt, amelynek paraméteres leirdsa (a p-n
dtmend, v irdnyvektort egyenes p + ¢ - v lefrdsébol): () = (ta,tb, tc), t € [0,1] .

Az igy kapott gorbementi integral a = x, b = y és ¢ = z helyettesitéssel a keresett
potencialfiiggvényt adja. (Lasd a kidolgozott példat.)

Feladatok

1. Szamitsa ki az X = (23, —y®) vektormezd integréljat v(t) = (rcost,rsint) para-
metrizalt kor elsé negyedkorének mentén!

2. Hatdrozza meg az X = xe; + yey + zes vektormezd integréljat ~(t) =
(acost,asint, bt) parametrizalt csavarvonal mentén, ha t € [0, 27!

3. Szamitsa ki az alabbi vektormezék gérbementi integraljait!

(x,z,y), (t) = (cost,sint,t), 0<t< g :
:(31’2—|—y2,x2_y2)’ /7(t):<t’2_3t>’ Ogtgl,
(
(
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:<2w, x—z), Yty =1 —t, 2 —1,1%), 1<t<2;
1 1 1
(#-5.2) » 10 = (15 1o

14+t 142143t

N————

=(x—y,x+y,zy), (t) = (costsint,1),

0
1
:< 2yz, 1y —i—1> , ’y(t):(t,\/t—i—l,t) , 1<t<3;

+z,az+z,x—|—y), ~(t) = (sint,cost, 1), 0<t<

(y ( 2
=(W+z,z+z,0+y), ()= (sin’tsin2t cos’t), 0<t<

4. Hatarozza meg a ,Divergencia, rotacio, potencialfiiggvény” fejezet 3. feladataban
talalhaté vektormezok potencialfiiggvényeit gorbementi integral segitségével!

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

3/a A képlet alkalmazasahoz hdrom adatra van sziikségiink: az integralds hataraira, az
X (v(t)) vektormezére és a §(t) vektormezdre.
A feladat szovege alapjdn az integrdlas hatdrai: 0 és 7, azaz a gorbe értelmezési
tartomanyanak végpontjai.
A keresett két vektormezo:
X(y(t)) = (cost,t,sint) ;
4(t) = (—sint, cost, 1) .

Ennek alapjan az integral:
/X = /5 (—costsint +tcost +sint) dt =
0 0

:/5—costsintdt+/§tcostdt+/isintdt(*Z)
0 0 0

cos’t]? x 3 3
= [ + [tsint]@ —/2 sintdzf—i—/2 sint dt =
2 |, 0 0

2w 2
T 0 1 1
=<COS 2+§sjnﬁ>—<coz +0smo>=0+72r—2—0=7r2 .

4/g Az X = (eV?*, weVT?* 2xe¥t??) vektormezd f potencidlfiiggvényét keressiik. Ki-
szamithato, hogy rot X = 0. Az elméleti Osszefoglaloban leirt meggondolést fel-
hasznélva, tekintsiik azt az egyenes szakaszt (mint gorbét), amely az origbt és a
tér egy v = (a, b, c) pontjat koti ossze: y(t) = (ta,tb,tc), t € [0,1]. Adott tehat
az X vektormezd és a vy gorbe, igy a feladat megoldasa visszavezethetd az el6zo
kidolgozott példara.

A 7 sebességvektormezdje: §(t) = (a, b, c).
Az X (y(t)) vektormezd: X (v(t)) = (e tb+2tc,taetb+2tc,2tae“’+2tc).
Ezek bels6 (skalaris) szorzata:

(X (y(1),5(t)) = ae®™* + btae® ¢ + 2tae™ T = .. =
a2t 4 (ab 4 2ac)tetT2N!
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A kiszamitandoé integral:

1

/X = / <ae(b+26)t + (ab+ 2ac)te(b+20)t) dt =
o7 0

a

1
_ (bracy , b+ 2ac o020t _ ab + 2ac pb20t |
b+ 2c b+ 2c (b+2c)? 0
a 9. ab+2ac . ,.  ab+2ac . “@ ab + 2ac
= ——ec¢ ——— - ————— " — =
b+ 2c b+ 2c (b+2¢)? b+2c  (b+2c)?
a ebt2e 4 gebt2e @ by2e @ a aebt2e

bt bt 2c" bioe br2e

Mivel f(v) = [, X +k, ezért f(a,b,c) = ae’t? + k.
A a = x b=y és c = z helyettesitésekkel élve, a keresett potencialfiiggvény:
flz,y,2) = xe¥™ + k.

Végeredmények
1 -%
2. 2b%7?
3. (b)4, ()9, (d)2, (&) =M3 () L —Im4, () 2r, (h)12+Wn2, ()0, ()2

4. (lasd kordbban)
Megjegyzés: Néhany hasznos integralasi képlet:

/ 1 1 ! 2ax + b — Vb% — 4ac

—dx = n
azx? +bx +c¢ Vb2 —4dac  2ax + b+ Vb2 — dac

+k, ha D>0;

1 2 2ar + b
dz = arct +k, ha D<O.
/ax2+bx+c Viae—02 "% Jlae— 02

3.8. Feliileti integral

Rovid elméleti osszefoglal6

A tovabbiakban az R? valés térben dolgozunk, ahol (eg, €5, €3) a kanonikus bézis, (-, )
pedig a kanonikus belso szorzat.
Legyen F egy feliilet, ennek egy paraméterezése legyen

r: (u,v) € [a,b] X [¢,d] — r(u,v) € R? .

A feliilet paramétervonalainak érintovektorai a 0,r és d,r vektorok. E két vektor vekto-
ridlis (kiilsé) szorzata egy olyan vektort ad, amely a két vektorra meréleges, ezt a vektort
a feliilet adott pontbeli normdlisanak nevezzik: n = d,r x J,r.

Ekkor egy X = (X1, Xs, X3) = Xje1 + Xoes + Xzez vektormezd F feliilet szerinti
feliileti integraljat kiszamithatjuk a

//FX - /ab /Cd (X(r(u,v)),n) dvdu

formula segitségével.
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Feladatok

Szamitsa ki az alabbi X vektormezd F feliilet szerinti (illetve az F feliillet megadott
részei szerinti) feliileti integraljat!

1L X = (yz,2z,2y), Frz=wy, x€0,1], y€[0,Va];
2. X =2 —y*y —2%2), Fiz=umy, z€[-1,1], ye[-21];

3. X = (z,y,2), r(u,v) = ((34+cos u) cos v, (3+cosu) sinv,sinu), [z,y]-koordindtasik
feletti része;

4. X = (x,z,2), r(u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu), [x,yl-koordinatasik feletti

része;
: . ™ T
5. X = (z,y,0), r(u,v) = (4dcosucosv,4cosusinv,4dsinu), 0 <v < 5 <u< 5
6. X = (yz,—xz,2), r(u,v) = (ucosv,usinv,2v), 0<u<1, 0<v <27

10. X = (—ay,zy,2), Frz=2"—y* —2<2<2, -3<y<3;
1. X=(x+y+zay,—2), Frz=2"4+2y, 0<2<2, 0<y<1,;

12. X = (2x+y,—ay,2), F:z=zy, =0, y=0, x4 2y = 4 egyenesek hataroljak
a tartomanyt (Ebben a feladatban tartomany alatt az [x,y]-koordindtasik egy részét értjiik,
amelyhez tartozé feliileti pontok alkotta felilletdarabon integralunk.);

13. X = (—y,x,2), F: z4+y+z =3, az F els6 térnyolcadba esé része szerinti integral.

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1. Megjegyzés: A feladatban szerepl6 feliilet egy in. nyeregfeliilet /hiperbolikus para-
boloid.
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El6szor vizsgaljuk meg az alkalmazni kivant képletet, és hatarozzuk meg, hogy mi-
lyen adatokra van sziikség az integral kiszamitasdhoz.

A felillet nem paraméteres alakban adott, hanem ugynevezett implicit alakban,
ezért els6 1épésben a paraméteres alakot kell felirni. Felhasznalhatjuk az tgyneve-
zett Euler-Monge-féle paraméterezést:

Ti=u, Y=, z:=uv (= f(u,v)) .

Szemléletesen, ez a paraméterezési modszer az [z, y|-koordinatasik egy darabjénak
minden pontja ,f61é” (vagy ,ald”) helyez egy térbeli pontot, igy adédik a feliilet.
(FONTOS! Ezt a paraméterezést nem alkalmazhatjuk minden esetben!!! Ellen-
példaként szolgalhat az 22 + y* + 22 = 1 egységsugari, origd kozéppontd goémb,
ahol az egyenletbol nem tudjuk el6allitani a fenti paraméteres alakot. Ettol flig-
getlentl a gomb nyilvanvaléan paraméterezhetd, az Euler-Monge paraméterezéstol
eltéré6 modon, példaul: r(u,v) = (cosucos v, cosusinv, sinu).)

A feliilet paraméteres alakban:

r(u,v) = (u,v,uv) .
A képlet kiszdmitasahoz sziikség van:

— (X or) (u,v) = X (r(u,v)) vektorra (~ vektormezére);

— a O,r és J,r érintévektorokra, tovabba azok vektoridlis szorzatara, azaz az n
feliileti normalisra;

— a feliileti normalis és az X or vektorok skalaris (belsé) szorzatara. Ezt a belsé
szorzatot kell majd integralni.

Az (X or) (u,v) vektor:
X (r(u,v)) = (v-uv,u-uv,u-v) = (uv2, u?v, uv)

(az X definiciéjat tekintve z helyére u, y helyére v, mig z helyére uv keriilt).
Az (u,v) paraméterekhez tartozo feliileti pont érintévektorai, illetve a feliileti nor-

malis:
Our = (1,0,0) , Opr = (0,1, u) ;
€1 €9 €3
n=0,x0r=|1 0 v |=...=—veg —ues+e3=(—v,—u,l).
0 1 w

Az integralandé bels6 szorzat:

(X (r(w,0))) yn) = { (w?, w0, av) , (—v, —u, 1)) =

= —uv® —u%—i—uv .

A konkrét (kettds) integrél felirdsa elétt az integralasi hatarokat kell megéllapitani.
Az x € (0,1 ésy € [0, /] feltételeket at kell irni u-ra és v-re vonatkozé feltételekre.
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Mivel x = u és y = v, igy a legegyszeriibb esettel allunk szemben: az 1j feltételek
u € [0,1], illetve v € [0, y/u] (ezek adjdk az integralas hatdrait).

// / (/ —uv® — uPv + uv) dv) du =

1 v 402 v2] "V O A R VA T
/oluél ”2+“2L_0 B o<4 > Ty )
utowt ud] 1
_ — 4+ — — -

6 10 6], 240

3. Utmutaté: A felillet egy térusz, amelynek az [z, y] koordinatasik feletti részét kell
meghatdrozni — e pontokat az jellemzi, hogy a harmadik (azaz z) koordinatdjuk
nemnegativ. A torusz pontjainak z koordinataja eleget tesz a z = sin u egyenloség-
nek, tehat a térusz fels6 részére a sinu > 0 jellemzo.

A masodik paraméter végigfuthat egy teljes periédust, azaz 0 < v < 27, mig az
els6 paraméterre 0 < u < 7 teljesiil (a sinu > 0 feltétel miatt). Az integralas
hatarait igy megkaptuk: az u szamara 0 és 7w, a v szamara 0 és 27.

9. Az 1. feladat megoldési algoritmusat felhasznalva:
— X(r(u,v)) = (cosu — sinu cos v, sin u cos v + sin u sin v, sin u cos v — cos u)
— A feliileti normalis:

Oy = (cosu cosv, cosusinv, —sinu) | Opr = (—sinusin v, sin u cos v, 0)

N =0, Xo,ur=...=
= (sin2 wcos v, sin’ u sin v, cos u sin u cos? v + cos u sin u sin? v) =

= (sin® u cos v, sin® u sin v, cos u sin u)

— Az integralando belso szorzat:

(X(r(u,v)),n)=...=

= (cosu — sinu cos v) sin® u cos v + sin u(cos v + sin v) sin® u sin v+
+(sinu cos v — cosu) cos usinu = cos usin® u cos v — sin® u cos® v+

+sin® w cos v sin v + sin® usin® v + sin? u cos u cos v — cos? usinu =

= 2 cosusin® ucosv — sin® u(cos® v — sin? v) + sin® u cosvsinv — cos? usinu =
3

= 2cosusin? ucosv — sin® u cos 2v + sin® u cosvsin v — cos® usinu
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Igy a kovetkez6 integralt kell kiszdmitani:

us us
2 [2 . . . . .
/ / (2 cos usin? u cos v — sin® u cos 2v + sin® u cos v sin v — cos? u sin u) dvdu =
o Jo
I 2 =3
:/ u—sin“v — cos“usinu - v du =
0 2 v=0

[ME]

1
{2 cos u sin” usin v — sin® u§ sin 2v + sin®

3 1
:/2 <2COSUSiH2u—O+281H3u—gCOSQUSiHU—O—i—O—O—f-O) du =
0

2 1
= /2 (2003usin2u+ Esinu(l — cos®u) — gcos2usinu) du =
0

3 1 1
:/2 <QCosusin2u—|—sinu—sinucosQU—Wcos2usinu> du =
0 2 2 2
3 1 1
:/2 (2cosusin2u+2sinu— +7Tcos2usinu> du =
0
2sinu  cosu (1+7)cosPul]"2 2 1 1+7 m
= — + =——04+0—-0+-=— =1—-—
l 3 2 6 N 3 2 6 6

12.  Utmutaté: A felillet egyenletét tekintve lathatjuk, hogy ebben az esetben haszn4l-
hatjuk az Euler-Monge-féle paraméterezést, igy a feliilet egy paraméteres alakja:
r(u,v) = (u,v,uv). (A bemutaté példandl is ugyanezt a nyeregfeliiletet tekintet-
tiik.) Az [z, y]-koordinatasikon a 3 egyenes egy haromszoget hatarol, az ehhez tar-
tozo felilletdarabon fogunk integralni. Az integraldsi hatarok megallapitasahoz ezt
a haromszoget kell figyelembe venni, és a kettds integral témakorében tanultakhoz
hasonléan jarunk el.

Az elsé két egyenes az z-tengely és az y-tengely. A harmadik egyenes egyenlete
T + 2y = 4, amibdl vagy r = 4 — 2y, vagy pedig y = 2 — 3 irhato; tovabbd ez az
egyenes az y-tengelyt a 2-ben, az x-tengelyt a 4-ben metszi.

|
3
]
=
]
-
]

Az els6, illetve a masodik esetben az integralas hatarai (figyelembe véve, hogy

ri=uésy:=0):

2 -2 4 2
// .o dude vagy // ... dvdu .
0o Jo 0o Jo
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13. Utmutaté: Az F felillet egy sik, amelynek az elsé térnyolcadba esé része egy hé-
romszog. Ennek a haromszognek a csicsai a sik és a harom koordinatatengely
metszéspontjai. A sik egyenletébdl konnyen leolvashatjuk, hogy a harom cstcspont
koordinataja: (3,0,0), (0,3,0) és (0,0, 3).

A héromszog [z, y]-koordinatasikon 1é6v6 oldalanak egyenlete: y = 3 — z. Az integ-
ralas hatarai a korabbi tanulményok alapjan példédul: 0 <u <3és0<v <3 —u
(felhasznalva, hogy a felillet Euler-Monge paraméterezése soran x = u és y = v).

Végeredmények

=208 -9r2 44w, 5 =837 —7), 6.67% 7.2, 8.27(F —1), 10. —40,

16 9
11. —26, 12. -1 13, 9,

3.9. Példak az integralatalakito tételekre

GAUSS-OSZTROGRADSZKIJ-TETEL: Ha az X vektormez$ az F zart felii-
lettel hatarolt V' test minden pontjaban és a test hataran is folytonosan differencialhato,
tovabba n a feliileti P pontban a testbol kifelé mutatd egységnyi feliileti normalvektor,
akkor igaz a kovetkezo Osszefiiggés:

//FX://VdivX av

(azaz X F-re vonatkozé feliileti integralja egyenl6é a div X V-re vonatkozé térfogati
integraljaval).

1. példa: Szamitsuk ki X = (x,y, z) vektormez6 F' feliiletre vonatkozé integraljat,
ahol F az 22 +y? < 4, —1 < z < 1 hengertest felszine!

Az F feliilet az dbran lathaté henger paldstja, hozzdadva az alsé- és a felso , fed6koroket”.
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1. megoldas: [[r X kiszamitasa

Elsoként bontsuk 3 részre az integralt: az Fy alapkor, az F, fedokor és az F3 hengerpaléast
unidja adja az F' feliiletet:

Jex = Jlo X Jle Jh

I. Az F} alapkorre vonatkozé feliileti integral kiszamitasahoz irjuk fel F; paraméteres
alakjat. Az alapkor un. implicit egyenletrendszere: 2 +y? < 4 és z = —1 (2 sugart
korlap, —1-es magassagban), ebbdl a paraméteres alak

s} (uv U) =

(ucosv,usinv, —1) 0<u<2 0<v<2r
(felhaszndlva, hogy egy 2 sugart kor eléallitdsa a sikban: v(v)

{ :y(v) = (2coswv,2sinw), 0 < v < 2m)
A feltleti integralhoz sziikség van a feliileti normadlisra (n,)
Oyry = (cosv,sinwv,0) ,

a 7’1 —
n1 = aufl X avﬂl =

(—usinv, ucosv,0) ;
= (0,0, ucos® v + usin®v) =
Mivel u > 0, ezért itt n; a z-tengelyen |, felfelé
n, = (O, O, —UuU A

(0,0,u)
a henger belsejébe mutat. Emiatt
) valasztédssal éliink, igy mar kifelé mutaté a norméalvektor. Folytatva
a feliileti integral kiszamitasat:
X(r1(u,v)) =

(ucosv,usinv,—1) =

(X (r1(u,v)),ny) =u
//F1 //QWUdUdU_/ [uv], 2 o du—/ 27rudu—

il 2=

I1. Az F; fedd6lapnal az el6z6 ponthoz hasonléan jarunk el. A feddlap implicit el6allitasa

2?2 +y? <4 és z =1, igy a paraméteres alakja

ro(u,v) = (ucosv,usinw, 1) 0<u<2 0<v<2r7

A részletes szamolasokat mellézve, itt az n, = (0,0, u). (Ez most jo irdnyd nor-
malvektor, mert a henger belsejét tekintve kifelé mutaté.) Az alapkornél latottak
alapjan

II1.

/A‘QX:AQAQW (X(r2(u,v)), na) dvdu:/Q/Qﬂudvdu— =4

Innen

Végiil klszamltjuk a hengerpaléstra (F3) vonatkozd feliileti integrélt A paldst imp-
licit eléallitasa: 22 + y% = 4 (az [z, y]-koordinétasikra valé vetiilete kér) és —1 < z < 1.

rs(u,v) = (2cosu,2sinu, v) 0<u<2m —1<v<1
adodik. Az ng normélvektor
Ours = (—2sinu, 2 cosu, 0) Oprs = (0,0,1) ;
ng = 8u£3 X 8U£3 =

(2 cosu,2sinu,0)

(Az ns a hengert tekintve kifelé mutato, tehat jo.) Folytatva a szamolasunkat
X(r3(u,v)) =

(2cosu,2sinu,v) =

(X (r3(u,v)),n3) = 4cos®u + 4sin*u = 4
2m 2m
// X = / / 4dvdu—/ [40]'=" | du = 8 du = [8u]"=2" = 167
P 0
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Osszegezve a 3 integralt:

//X:// X+// X+ [[ X =45+ 45+ 167 = 247
F Fy Fo F3

2. megoldas: [[[,, div X dV kiszamitasa
Az X vektormez6 divergencidja: div X =1+ 1+ 1= 3.
A hengert mint testet polarkoordinatakra™ attérve célszert felirni: x és y helyett két 1]
ismeretlent vezetiink be r-et és p-t. Az 2% + y? < 4 feltétel egy 2 sugart korlapot ir
le az [z, y]-koordindtasikban (vagy az azzal parhuzamos sikokban). Ezt a korlapot gy
is felirhatjuk, hogy a korlapon beliil a kor sugarat mozgatjuk 0 és 2 kozott, a sugar -
tengellyel bezart szogét pedig 0 és 2w kozott valtoztathatjuk: 0 <r <2 és 0 < ¢ < 2.
A harmadik (azaz z) koordinata valtozatlanul —1 és 1 kézott mozog.
Ezek alapjan a térfogati integral:

2 2T 1 2 2T -1
/// div X dV = / / / 3 dzdipdr — / / 327", dedr =
1% 0 JO -1 0 0
2 ron 2 _2 2 _2
= / / 6 dpdr = / (6] =" dr = / 127 dr = [1277]—; = 247
0 0 0 0

*(Polarkoordindtékat 14sd még Kettds integral fejezet 2/c feladata.)

2. példa: Szamitsuk ki az X = (=2 +y + 2,2 — y*> + 2z, + y — 2?) vektormezd
feliileti integréaljat az F': 0 < x,y, z < 2 kocka felszinére vonatkozdban!

Az F felilet 6 részre bonthato, a kocka 6 oldalara.
1. megoldas: [[r X kiszamitasa
A kocka 6 lapjara vonatkozo feliileti integralokat kell 6sszeadni:

//FX://FIXJF F2X+...+/F6X

I. Legyen Fi a (2,0,0), (2,2,0), (0,2,0) és (0,0,0) pontok &ltal meghatarozott négy-
zet. Itt 0 <2 <2, 0 <y <2és z=0, ezért e négyzet paraméteres felirasa:

ry(u,v) = (u,v,0) 0<u,v<?2

A feliilet normalvektora: d,r; x d,r; = (0,0,1), ezt kifelé mutaté normalvektor-
ra cserélve: n; = (0,0,—1). Az X(r;(u,v)) = (—u® +v,u — v u + v), tovabba
(X(ri(u,v)),n) = —u — v, igy az integral:

27v=2

//FIX:/OQ/OQ(—u—v)dvdu:—/OQ [umﬂ du —

) v=0
:—/ (2u+2) du = — [u® + 2]
0

u=2
= -8

u=0 o
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A t6bbi lapnal is hasonlé a szamolas, és minden esetben az integral értéke —8.

II. Fy felilet: (2,0,0), (2,2,0), (2,2,2) és (2,0,2) pontok alkotta négyzet, ahol
EQ(“a”) = (Z,U,U), 0 S u,v S 2 és ny = (17070)

III. Fy felilet: (2,2,0), ( (2,2,2) pontok alkotta négyzet, ahol
r3(u,v) = (u,2,v), 0 <wu,v <2 és ng =(0,1,0).

IV. F, felilet: (0,0,0), (0,2,0), (0,2,2) és (0,0,2) pontok alkotta négyzet, ahol
ry(u,v) = (0,u,v), 0 <u,v <2 és ny, = (—1,0,0).

V. F; felilet: (0,0,0)

(0,0,2), (2,0,2) és (2,0,0) pontok alkotta négyzet, ahol
f5(U,U) = (U,O,U), <

Ny = (O, _].,0)

oS
IA
RS
<
IA
[\)
D
0

VL. Fy felillet: (2,0,2)

0,2,2) és (0,0,2) pontok alkotta négyzet, ahol
ﬂG(U,U) - (U,'U, 2)a <

Ng = (O, 0, 1)

o -
IN
S
<
IA
N~
D
n

A keresett feliileti integral:

JLx=[[ x+[[ x+ ][ Xx=-8-s5-..-8=6-(-8=—4s

2. megoldas: [[[,, div X dV kiszamitasa
Az X vektormez6 divergencidja: div X = —2x — 2y — 2z. Az x,y, z ismeretlenek 0 és 2
kozott mozognak, igy a térfogati integral:

2 2 2
/// div X dV:/ / /(—Qx—2y—2z) dzdyds =
1% 0o JOo JO

2 2 - 2 2
= - / / [ZIZ +2yz + 22] ’ dyde = — / / (4x + 4y + 4)dydx =
0 Jo z=0 0 Jo

2 - 2 x
_ —/ [y + 2 + 4y]" da = —/ (82 +16)de = — [40® + 162] _ = —48
0 Y= 0 T

STOKES-TETEL: Ha az X vektormez8 a v zirt gorbével hatérolt egyszeresen
Osszefiiggd, iranyithato F feliileten és annak hatarvonalan folytonosan differencialhato,
tovabba (n, ) pozitiv irdnyitdst (ahol n a feliilet normélvektormezéje) akkor

/WX://FrotX

« /s

« sz

integraljat a z = a2 + y? paraboloid z < 4 feltételnek eleget tevd részén!

El6szor irjuk fel paraméteresen a feladatban szereplé paraboloidot. Az Euler-Monge
paraméterezést (z = u, y = v és z = f(u,v)) felhasznalva: r(u,v) = (u,v,u® + v?),
u,v € R. — A paraboloidnak csupan arra a részére van sziikségiink, amelyre teljestil,
hogy z < 4. E paraboloid-darab elhelyezkedése a térben:
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-1 =il )

| /
\ D s
- i
2z

Lathato, hogy az (u, v) szampar egy korlapon helyezkedik el, ezért érdemes polarkoodiné-
takra attérni: u = rcosp és v = rsin . Ebbdl a felilletdarab egy masik paraméterezését
nyerjiik:

i/ i \
\

x

r(r,p) = (rcos p, rsin g, 1?) 0<r<2, 0<p<2r.
A rajzrél leolvashaté a hatarold gorbe is, egy 2 sugarid, z = 4 magassagban 1évo kor:
v(t) = (2cost,2sint,4) 0<t<2rm.
1. megoldas: [[prot X kiszamitasa
Az X rotacidja: rot X = ... = (—zy,1 —2z,yz — 1).
A feliileti integral felirdsahoz sziikséges adatok (amig lehet, a feliilet eredeti paramétere-
zését hasznéljuk):
Our = (1,0,2u), d,r = (0,1,20) = n=(—2u,—2v,1)
rot X (r(u,v)) = (—uv, 1 — 2u,u’v + v — 1)
(rot X (r(u,v)),n) = ... = 3u’v +4uv — 2v +v* — 1
(Az n 3. koordindtajabdl lathatd, hogy a vektor — minden pontban — felfelé mutat és igy pozitiv irdnyitdst
vektorrendszert képez a 4 vektorral.) Attérve a polarkoordinatds paraméterezésre (u = rcosy

és v = rsin ), tovabba felhasznélva a 3.3. fejezet 2/c feladatdnak megolddsédban leirtakat,
a feliileti integral:

2 2w
// rotX:// (Sr?’COSQgOSingo—|—4r2cosgosingo—2rsingp—l—r3sin3gp—1)-rdgpdr:
F 0o Jo
2 cos® o PR
:/ [—r4cos3g0+2r3sing0+2r2cosg0—r4cos<p+r4 5 —r-cp] dr =
0
©=0

—...—/2—27r'7"dr— {—Wrz]rﬂ:—éhr
0

r=0

A fenti integral kiszdmitasanal felhasznaltuk, hogy [sind ¢ dy = [sin (1 — cos? ) de.

2. megoldds: [, X kiszdmitdsa
Egyszerli gorbementi integralt kell meghatdroznunk:
X(y(t)) =(2cost + 2sint + 4,16 costsint, 4 cos® t)
4(t) =(—2sint, 2 cost,0)
(X(y(t)),%(t)) = — 4sint cost + 4sin®t — 8sint + 32cos’tsint =
= —(2sin2t +4sin®t + 8sint — 32 cos’ tsin t)
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Igy az integral:

27
/X:—/ (281n2t+4sin2t+8sint—326032tsint)dt:
o 0

271
cos® t]

0

:—[—0082t+2(t—sintcost)—8(:ost+32 = =227 = —A4rw

Felhasznélva, hogy a sin? ¢ kifejezést parcidlisan integraltuk.

SIKBELI STOKES-TETEL (Green-formula): Ha a pozitiv koriiljarast v zart
gorbe az F C R? sikbeli tartomanyt fogja kozre, és X = (X, X»): R? — R? folytonos
parcialis derivaltakkal rendelkezik, akkor

L X = /A (0, X — 0,X1)dA .

Példa: Széamitsuk ki az X = (zy,32?) vektormez6 gorbementi integraljat, ahol a
gorbe az 22 + y? = 1 egységkor y szerinti pozitiv részét hatéroljal

05 1

1. megoldds: [, X kiszamitésa
A v mint hatarol6 gorbe két részre bonthaté. Egyik része az x-tengely —1-t6l 1-ig tarto
szakasza, a masik része az egységkor ,felsd” fele:

Y=7t 72
7)) =(t0) —1<t<1 és Yo(t) = (cost,sint) 0<t<m

I. Tekintsiik el6szor a v; gorbére vonatkozd gorbementi integralt. A sziikséges adatok:

X(mn(t) =(0,3t%)
Y1 (t) =(1,0)
(X(m1(t)),71(t)) =0

1
Az integral: / X :/ 0dt=0.
g 0
IT. A ~9-re vonatkozd gérbementi integral:

X(72(t))
Ya(t)
(X (72(2)),72(t))

(costsint, 3 cos?t)

(—sint, cost)

—sin®tcost + 3cos® t
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fgy

/ X:/ (—sin2tcost—|—3cos3t)dt:/ (—Sin2tcost—|—3008t(1 —sin2t)) dt =
2 0 0

:/ (—sithcost—l—?)cost—BCostsin2t>dt:/ (—4sin2tcost+3cost>dt:
0 0

. St ™
_[—48““ —|—381nt1 - ..=0.
3 0

A keresett integral értéke: / X = / X+ / X=0.

2. megoldas: [4(0,Xs — 8 Xl)dA klszamltasa
A komponensfiiggvények megfelel6 parcidlis derivaltjai: 0,X, = 6z és 0,X; = =z.
Ezek kiloénbsége: 0, Xy — 0, X1 = 62 — 2 = Hz.
A félkor egy els6faji normaltartoméany, ahol —1<x <1 és 0 <y <+1—2?:

Vi—z? 3
/(8X2 0, X1)dA = // 593dyd:v—5/ asyy'lzdx

1
1 1 1 — 22)3
:5/ x\/l—x2dx:—5/ —Zx\/l—xde:—§ [< 5 >] =0.
~1
-1

2/ 2

2



4.

fejezet

A valbszinliségszamitas alapjai

4.1. Kombinatorika. Klasszikus val4szintliségi mezo

Rovid elméleti 6sszefoglald

1.

6.

Ismétlés nélkili permutdcio: n elem sorba rendezése n helyre. Az 6sszes lehetséges
eset szama: P, = n!

Ismétléses permutdcio: n elem sorba rendezése n helyre, ahol r-féle kiillonb6z6 elem

szerepel. Az Osszes lehetséges esetek szama: PFk2--kr — e k:Q!Tf!. TR
Ismétlés nélkili kombindcz"o’: n elembdl k kivalasztasa. Az Osszes lehetséges esetek
szama: C’if: <Z> _M’ k<n

Ismétléses kombindcio: n elembol k kivalasztasa, ahol egy elem tobbszor is kiva-
laszthaté. Az Gsszes lehetséges esetek szama: CF = (n +Z a 1)

Ismétlés nélkili varidcié: n elembdl k kivalasztasa és sorba rendezése. Az Osszes

lehetséges esetek szdma: V* = E<n

(n —.k:)! ’

Ismétléses varidcio: n elembdl k kivalasztasa és sorba rendezése, ahol egy elem
tobbszor is kivalaszthaté. Az Gsszes lehetséges esetek szama: V' = nf

Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek, az elemi események halmazat
eseménytérnek hivjuk. Az eseménytér részhalmazai az események. Tekintsink egy P
fiiggvényt, amely minden eseményhez (azaz halmazhoz) hozzarendel egy 0 és 1 kozotti
szamot: az esemény wvaldsziniiségét. Jelolés: egy A esemény valdszintisége P(A) € R.
Ennek a fiiggvénynek rendelkeznie kell azzal a tulajdonsaggal, hogy a lehetetlen esemény
(azaz az tres halmaz) valdsziniisége 0, a biztos esemény (azaz a teljes eseménytér)
valoszintisége 1 legyen, és diszjunkt események valoszinliségeinek Osszege egyezzen meg
a két esemény unidjanak (azaz a két esemény dsszegének) valdszintiségével. Ekkor
azt mondjuk, hogy megadtunk egy wvaldsziniiségi mezét. Amennyiben az eseménytér
véges halmaz, és minden elemi esemény egyenld valészintiségii, klasszikus valosziniségi
mezorol beszélink.
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Klasszikus valdszinliségi mezoben egy A esemény valdszinliségét meghatarozhatjuk

az alabbi képlettel:
B kedvezd esetek szama

P(A) =

Osszes esetek szama
A fenti fogalmak megértéséhez tekintsiink egy egyszerii példat. — Vegyiink egy dobdkockat, és dobjuk
fel egyszer. Egy ilyen kockadobds egy elemi esemény. A teljes eseménytér a dobés 6 lehetséges kimenetelét
tartalmazza. Legyen A az az esemény, hogy ,egyet vagy kettét vagy ... vagy hatot dobok a kockaval” —
ez biztosan bekovetkezik, ez a biztos esemény, valészinlisége pedig 1. Legyen B az az (elemi) esemény,
hogy ,harmast dobok”. Osszesen 6 eset fordulhat el8 a kockadobésndl, ebbél nekiink egyetlen eset jé, igy
kedvezd esetek _ 1

a valdszintliség: P(B) = =egvezoesetex — L Tegyen C : { paros szdmot dobok}. Ekkor 3 jé eset létezik:

Osszes eset 6
3 1

kettot, négyet vagy hatot dobok; ebbdl a C' esemény valészintisége: P(C) = ¢ = 3.

Feladatok

1. Hany olyan hatjegyl telefonszamot alkothatunk az 1,3,4,6,8,9 szamjegyekbodl,
amelyben a harmadik jegy 4-es, és minden szamjegy csak egyszer fordul el6?

2. Hany hétjegyt szam &llithato el6 a 0,1,2,3,4,5,6 szamjegyekbdl, ha egy szdmjegy
csak egyszer szerepelhet a szamban?

3. Az A, B,C, D, E, F, G betiikbol hany olyan permutaci6 képezhetd, amelyben a ma-
ganhangzok egymés mellett szerepelnek?

4. Hany 13 betlibol all6 ,,sz6” alkothato a KOMBINATORIKA sz6bo6l?
5. Hény otjegyli szam irhato fel a 2,2.4,4,4 szamjegyekbdl?

6. Egy pénzérmét nyolcszor egymas utan feldobunk. Hanyféle olyan dobéssorozat van,
amelyben 4 fej és 4 iras fordul el6?

7. Egy sakkversenyen 16 sakkoz6 vesz részt. Kormérkdzést jatszanak, mégpedig gy,
hogy minden par kétszer mérkozik, vilagos és sotét szinekkel felvaltva. Hany mér-
kozésre keriil sor a versenyen?

8. Hanyféleképpen lehet egy dobodkockat négyszer egymas utdn feldobni tgy, hogy
legalabb az egyik dobas 6-os legyen?

9. Hany kiilonboz6 lottoszelvényt tolt ki az, aki hdrom szamot dllandénak vesz minden
szelvényen?

10. A raktarban 15 tiveg bor van: 10 iiveg fehér és 5 tiveg voros bor. Hanyféleképpen
valaszthatunk ki 6 tiveget gy, hogy koztilk kettoben legyen voros bor?

11. Harom egyforma kockat feldobunk. Hanyféle eredményt kaphatunk, ha a kockakat
nem kiillonboztetjiikk meg?

12. 20 termék koziil, melyek kozott 8 A-osztaly, a tobbi B-osztaly, kivalasztunk 6t6t.
Hany olyan valasztas létezik, melyben 2 db A-osztalyt és 3 db B-osztalyt termék
van?

13. A 3,5,6,8,9 szamjegyekbdl legalabb hany szamjegybdl all6 szamokat kell felirnunk,
hogy legalabb 625 kiilonb6z6 szamot kapjunk?
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14. Hany négyjegyl, 2000-nél nem nagyobb szdmot képezhetiink az 1,2,3,4,5 szamje-
gyekbol, ha
(a) a szdmjegyek ismétlédését nem engedjitk meg?
(b) a szdmjegyek ismétlodését megengedjuk?
15. Az egyik aruhazba egy arucikkbdl naponta 6 egyforma nagysagu lada érkezik. Egy-

egy lada mindstlhet 1., I1. vagy III. osztalytunak. Hanyféle lehetéség adodik az aru
mindség szerinti napi elosztasara?

16. Egy tizletben 20 elad6 koziil 11 szakképzett, 9 szakképzetlen. Hanyféleképpen lehet
kozilik 8 tagi csoportot kivalasztani ugy, hogy a csoportban a szakképzetlenek
szama legfeljebb 2 legyen?

17. Egy kockéval 6t egymds utdni dobasbdl all6 sorozatot dobunk. Hany olyan do-
béssorozat lehet, amelyben egy darab 1l-es és egy darab 2-es dobas fordul elé (a
dobésok sorrendjét is figyelembe véve)?

18. Mennyi a valészintisége annak, hogy egy kockaval dobva

legalabb négyet dobunk?

(a)

(b) legfeljebb négyet dobunk?

()

(d)

(e) ketténél nagyobb paros, vagy 6tnél kisebb paratlan szamot dobunk?

parosat dobunk?

6tnél kisebb paratlan szamot dobunk?

19. Feldobunk egy érmét. Ha az eredmény fej, még egyszer dobunk, ha iras, még két-
szer. Mennyi a valészintisége, hogy osszesen egy fejet dobunk?

20. Egy egyetem 500 hallgatdja koziil 300 beszél német nyelven, 200 beszél angolul, 50
beszél franciaul, 20 beszél németiil és franciaul, 30 beszél angolul és franciaul, 20
beszél németiil és angolul, 10 beszél mindharom nyelven. Ha taldlomra kivalasztunk
egy hallgatot, akkor mennyi a valészintisége annak, hogy az illeto

(a) mindharom nyelven beszél?
(b) angolul beszél?

(c) csak angolul beszél?
21. Egy kockat egymas utan hatszor feldobunk. Mennyi a valésziniisége annak, hogy

(a) az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok mindegyike feliilre keriil?
az els6 dobas eredménye 6-0s, a tobbi pedig ettol kiillonb6z6?

az elso két dobas 6-os, a tobbi pedig 6-t6l és egymastol is kilonb6zo?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

Négy pénzdarabot dobunk fel egyszerre. Mennyi a valbsziniisége, hogy

(a) mind a négy fej lesz?
(b) ketté fej, kettd irds lesz?
(c) legalabb az egyik fej lesz?

Harom kockéat dobunk fel egyszerre. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 9 lesz?

Egy dobozban 3 piros goly6é van. Hany fehér golyot kell hozzatenni, hogy annak
valészinlisége, hogy el6szor fehér golyot hizunk, nagyobb legyen 0,9-nél?

Egy urnaban 4 piros, 3 fehér és 2 zold golyé van. Mennyi annak a valészintisége,
hogy ha egyszerre két golyot kihiizunk, azok egyforma szintiek lesznek?

Mennyi a valdszintisége annak, hogy n ember kozott nincs két olyan, akinek ugyan-
azon a napon van a sziiletésnapja?

50 termékbdl, melyek kozott 5 selejtes talalhato, talalomra kivalasztunk 6tot.

(a) Mennyi a valészintlisége, hogy ezek kozott 2 selejtest taldlunk, ha a mintavétel
visszatevéssel torténik?

(b) Megvéltozik-e az el6bbi valdszintiség, ha 100 termékbdl torténik a mintavétel,
valtozatlan selejtarany mellett?

Mennyi a valészintisége, hogy egy véletlenszeriien kitoltott 6toslotto-szelvényen 0,
1, 2, 3, 4, 5 taladlatunk lesz?

Egy felvoné a foldszintrél 7 személlyel indul felfelé. Az épiilet 10 emeletes. Ha
minden emeleten egyforma szamu szoba van, és mindenkit lifttel szallitanak, akkor
feltehetd, hogy az utasok azonos valdszintiséggel szallnak ki barmelyik emeleten.
Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a hét utas koziil egyik emeleten se szall ki
egynél tobb?

Elhelyeztiink 3 dobozba 8 kiilonbozo targyat. Mennyi a valdszinlisége, hogy az
egyes dobozokba rendre 2, 4, 2 targy kertl?

Egy tzletben 3 pénztarhoz véletlenszertien 10 vasarld érkezik. Mennyi annak a
valoszinlisége, hogy az elsé pénztarhoz 4, a méasodikhoz és a harmadikhoz pedig
3-3 vasarlé kerul?

Egy 9 tagt tarsasag felszall a harom kocsibél all6 villamosra; a nagy tolongasban
a tarsasag minden tagja csak azt nézi, hogy feljusson a villamosra és nem torodik
azzal, hogy tarsai melyik kocsiba szallnak. Mennyi a valdszintisége, hogy mind a
harom kocsiba a tarsasag 3-3 tagja jut?

Egy vendégls egyik asztaldnal 9 vendég iil. Osszesen 3 iiveg sort, 4 tésztat és 2 kavét
rendelnek. (Mindegyik vendég csak egy dolgot rendel.) A pincér emlékszik arra,
hogy mibdl mennyit kell hoznia, de teljesen elfelejtette, hogy kinek mit kell adnia.
Taldlomra szétosztja, amit hozott. Mennyi a valésziniisége annak, hogy mindenki
azt kapja, amit kért?
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Egy harom hazasparbél allo tarsasag tancol. Az egyes parokra oszlas egyenléen
valoszinli. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy bizonyos pillanatban senki se
tancol a sajat feleségével?

Egy haziasszony négy vendégének feketekavét készit, és izlésitknek megfeleléen a
kavékba 0, 1, 2 illetve 3 cukrot tesz. Mire a felkevert kavékat beviszi, mar elfelej-
ti, hogy melyik kié. Mennyi a valdsziniisége, hogy egyik vendég sem jut a kivant
édességii kavéhoz?

Egy 1000 darabot tartalmazé alapsokasdgbol 50 darabbdl &ll6 mintat vesziink.
Mennyi a valoszintisége, hogy a mintaban egy selejtes darabot talalunk, ha a selejtes
darabok ardnya 2%?

Egy urnaban 5 fehér, 2 fekete és 3 voros goly6 van. Mennyi a valészinlisége annak,
hogy az urnabdl 6 golyét kihtizva azok kozott 2 fehér, 1 fekete és 3 voros legyen? (A
hizéas egyszerre, vagy ami vele ekvivalens, egymas utan visszatevés nélkil torténik. )

Mennyi a valdésziniisége annak, hogy egy véletlenszertien kitoltott totoszelvény 10,
11, 12, illetve 13 taldlatos lesz?

Két fit és harom lany sakkversenyen vesz részt. A nyerés valészintisége nemenként
azonos, de minden fii kétszer esélyesebb, mint barmelyik lany. Mennyi annak a
valészintisége, hogy a sakkversenyt lany nyeri?

Egy rekeszbe rendezetlentl lett behelyezve 20 n6 és 10 férfi személyi nyilvantartasi
lapja. A férfiaknak is és a noknek is a fele mérnok. Mennyi annak a valészintisége,
hogy egy véletleniil kiemelt lapok egy férfi, egy mérnok, illetve egy férfi mérnok
adatai vannak?

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

2.

A feladat szerint 7 szamjegyet kell 7 helyre elhelyezni tigy, hogy minden szdmjegy
csak egyszer szerepelhet, 1gy ismétlés nélkiili permutaciérdl van sz6. Azonban 0-val
nem kezd&dhet a szam, csak 1-6 szamok valamelyikével. Ez hatféle lehet6ség. A
fennmarado6 6 helyre a maradék 6 szam kertil, ezért a megoldas:

6-Fs=6-61=6-1-2-3-4-5-6=06-720=4320 .

A 2,244 4 szamjegyekbdl 5 jegyll szam gy alakithaté ki, hogy minden szamjegyet
felhasznalunk. Mas megfogalmazasban 5 elemet kell 5 helyre elrendezni gy, hogy
vannak azonos ,tipusi” elemek — ez ismétléses permutacio:

5! 1-2-3-4-5

P23 — —
> 2131 1.2.1-2-3

=2-5=10.

Tegyiik fel, hogy a két helyet tiintetiink ki: a versenyzé fehér szinnel jatszik, illetve
fekete szinnel jatszik. Erre a két helyre iiltethetjik” a 16 versenyzot — ezzel a
modszerrel minden lehetséges jatszmat lefedtiink, példaul azt is, hogy minden par
kétszer mérkézik meg egymassal (vildgos és sotét szinekkel felvaltva). Roviden 16
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10.

11.

19.

4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

elembél 2-t valasztunk ki ugy, hogy a sorrend szamit (vildgos vagy sotét szinnel
jatszik). Ez egy ismétlés nélkili variacio:
16! 6 1-2-...-14-15-16

V== — = =15-16 = 240 .
(16 —2) 14! 1-2-...-14

Egyszert okoskodassal is erre az eredményre jutottunk volna. Ha rogzitjik azt, hogy egy sakkozd
(a 16-bdl) példaul vildgos szinnel jatszik, akkor 15 ellenfele lesz: 16 - 15. Ezzel a gondolatmenettel

biztositottuk azt is, hogy minden pér kétszer jatszik (minden jatékos vildgos és sotét szinnel is).

Egy dobodkocka négyszer egymas utani feldobasat a kovetkezdképpen irhatjuk le.
A 4 dobés 4 helynek szamit. Minden helyre 1-t6l 6-ig keriilhetnek szamok, igy
nyilvan egy szam tobb helyre is keriilhet. Ez egy ismétléses variacionak felel meg:
V64’i. A legalabb az egyik dobds 6-os” felirasa tgy is lehetséges, hogy az 6sszes
esetbdl kivonjuk azokat az eseteket, amikor ,nincs 6-os dobas”. (Ez jéval egysze-
riibb, mint azon esetek felirasa, hogy ,,1 db 6-os dobas van”, ,2 db 6-os dobas van”
stb.) A ,nincs 6-o0s dobas” &llitds annyit tesz, hogy a 6-oson kiviil minden szamot
felhasznalhatunk a 4 helyre (dobésra): Vi"'. A keresett esetek szdma:

Vit — Vi = 6% — 5% = 1296 — 625 = 671 .

A feladatban a kérdés az, hogy hanyféleképpen tudunk kivalasztani a borok koziil
4 fehéret és 2 voroset. Az 5 tiveg vorosborbol 2 tiveget és a 10 tiveg fehérborbol
4-et kell kivalasztani gy, hogy a sorrend nem szamit — ez két ismétlés nélkiili
kombinaci6. Mivel a kétféle bor kivalasztasait minden lehetséges moédon parositani
kell, ez a két kombinaci6 szorzatat jelenti:

5\ (10 50 100 4-5 7-8-9-10
02.04: . = . = . :10'7‘3'1022100
oo <2> <4> 20-31 4.6 2 1-2.3-4

Ha a kockék feldobésa egyszerre, a kockak megkiilonboztetése nélkiil torténik, ak-
kor azt ugy is tekinthetjiik, hogy a ,sorrendjik” nem szamit. Mind a 3 kocka 6
kiillonb6zo6 értéket vehet fel, azaz 6 elem kertil 3 , helyre” — a megoldés egy ismétléses
kombin&cio:

. (6+3-1 8 8 6-7-8
o3 = — — = —7.8=56.
0 ( 3 ) (3) 3! 5! 6

Annak a valészintlisége, hogy el6szor fejet dobunk: % Ekkor tjabb dobas kdévetke-
zik, ahol az eredmény szintén lehet fej vagy iras, ugyanakkora valoszintiséggel. E
két esemény egytittes valdszintisége %, igy az egyes események valoszinlisége i és i
Ugyanugy % valészintiséggel dobunk el6szor irast. Ebben az esetben két tovabbi
dobés kovetkezik. Az elsé plusz dobas — az el6z0 logikat kovetve — i és i valo-
szinliséggel fej vagy irds. A masodik plusz dobés szintén kétféle lehet. Ha az els6
plusz dobas fej volt, akkor a masodik plusz dobasnal a fej vagy irds dobasanak
valoszinlisége mar csak é és é lehet. Ugyanigy jarunk el akkor is, ha az els6 plusz
dobés iras volt. — Osszegezve: Jeloljiik el a dobasokat mint eseményeket. Példé-

ul: F' = {az els6 dobés fej}, FFI = {az els6 két dobas fej, a harmadik irds}, stb.
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23.

27.

Ekkor az egyes események valdszintisége:

P(FF) = P(FI) =

P(IFF)=P(IFI)=P(IIF)=P(III) = ;

Az adott A = {egy fejet dobtunk} esemény 3 esetben kovetkezik be: F'I vagy [FI
vagy [IF esetekben. A keresett valoszinliség e harom esemény valdszintiségének
Osszege:

1 1 1

P(A) = P(FI)+ P(IFI) + P(IIF) = le +tetg=75"

oo

Jelolje A a kérdéses eseményt. A feladatot a P(A) = kgsdsvzizsée‘:ﬁikszgiﬂa képlettel
oldjuk meg.

A 3 kocka egyiittes feldobasa esetén elvileg nem szamit a sorrend, igy azt gon-
dolhatnank, hogy az Osszes eseményt Cg’i adja. Ebben van igazsidg, azonban ez a
gondolatmenet most tévitra vezet.

Nagyon fontos ugyanis, hogy klasszikus valdszintiségi mezében a fent emlitett kép-
letnél minden egyes elemi esemény ugyanakkora valosziniséggel kovetkezik be. Egy-
szeriien végiggondolhatd, hogy annak a valészintisége, hogy ,,3 db 6-ost dobtunk”
kisebb, mint annak a valdszintisége, hogy ,,2 db 6-ost és 1 db 1-est dobtunk”.

Ezt a probléméat tgy oldjuk fel, hogy a dobdkockakat — bar egyszerre dobunk ve-
liikk — mégis megkiilonboztetjiik. A kockak megkiilonboztetésével kiilon eseménynek
minésil példaul a (6,6,6), (1,6,6), (6,1,6) és (6,6,1) dobdssorozat. A megkiilon-
boztetés egyfajta sorbarendezést jelent (1. kocka, 2. kocka és 3. kocka).

Tgy az Gsszes esemény 6 elem 3 helyre torténé, ismétlést megengedd kivélasztésa és
sorba rendezése: Vi

A kedvez6 eseteket egyszerlien irjuk fel: Vizsgaljuk meg, hogy mikor kapunk a 3
dobott érték Osszegeként 9-et, feltiintetve mellette, hogy hany esetben fordul eld:

9=142+6 P;=3'=6
9=14+3+5 P;=6

3!
_ 1,2 _ _
9=1+4+14 Py —1!.2!—3
9=2+2+5 Py?=3
9=2+3+14 P;=6
9=3+3+3 1
Ez 6sszesen 25 db eset, igy a keresett valdszintiség:
25 25 25
PA) =" =2=2"%0,116.

Vet 6% 216

A feladat (a) részében az Osszes eset Viy', mivel 50 elembdl valasztottunk ki sor-
rendben 6t6t visszatevéssel (~ ismétléssel). A sorrendi megkiilonboztetésre azért
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37.

38.
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volt szitkség, hogy minden elemi esemény azonos valésziniiségii legyen. (Léasd 23.
feladat kidolgozésa)

A kedvez6 eseteket tekintve rogzitsiink két hizast (mint ,helyet”) az 6t hizasbol.
Ebben a két hizasban legyen az 5 selejtes valamelyike — ez Osszesen 5 -5 = V;’i
lehetéség. A két hiizds az ot hizdst tekintve C2 = (g)—féle helyen lehet. A fenn-

maradé 3 hizdsban a 45 db j6 terméket hizzuk ki: 45 - 45 - 45 = V' gy az

A = {2 selejtet taldltunk az 5-bél visszatevéses mintavételnél} esemény keresett
valdszintisége:
5 2 1,3
Vs Vig 10-5%-45%  10-57-45° 457 91125
P(A) = (2) 55 B - — — =0,0729 .
V! 50° 5% - 10° 5310 1250000

A (b) részben — az itt szerepl6 kérdéses eseményt B-vel jelolve — hasonlé gondolat-
menettel adodik, hogy

() Vie'-Vag'  10-102-90° 106-9%  9* 729
P(B) = VL 1000100 10° 10000
100

=0,0729 .

Megjegyzés: Ez a mintavételi feladat késobb az tin. binomiélis eloszlasra lesz jé példa.

[smét a kggs‘;‘zzs"ez:ikszz;n;a képletet hasznaljuk. Egy elemi eseménynél a 3 dobozba

(I, II. és III. dobozba) tessziik a 8 megkiilonboztethetd(!) targyat. Legyenek ezek
1., 2., ..., 8. szamu targy. Gondolatban ,cimkézziik fel” a targyakat aszerint, hogy
melyik dobozba keriiltek. A 3-féle cimke 8-féle targyra keriilhet ugy, hogy egy
cimkét tobbszor is felhasznalhatunk, ezért az dsszes esetek szdma V3.

A kedvezé esetek szama Py™®, mivel a 8 db targyra (mint 8 db helyre) 2 db I-es,
4 db II-es és 2 db III-as cimke keriil.

Ha a feladatbeli eseményt A-val jeloljiik, akkor A bekovetkezésének valdszintisége:

P 420 140

P(A) = — = = =
(4) v 38 6561 2187

~ 0,064 .

A feladat szerint egyszerre htizunk ki 6 goly6t, ez felel meg egy elemi eseménynek:
10 elembdl 6 kivalasztdsa ismétlés nélkiil: Cf,.
Egy kedvezo esetnek szamit, ha az 5 fehér goly6bdl 2-t kivalasztok és a 2 feketébol
l-et és mind a harom pirosat. Igy az 6sszes kedvezé eset: C2 - C3 - C3.
Ha A-val jeloljiik a feladatbeli eseményt, akkor:

cz.cr-cs (321 10.2 20 2
= = = = —=~0,095.

T 78910 T 910
Cfy () T 210 21

P(A)

A totészelvény kitoltésének Gsszes lehetséges esete: Vi ™', mivel 3 elemet (1,2 és x)
tesziink 13+1 helyre gy, hogy egy elemet tobbszor is felhasznalhatunk és a sorrend
szamit.

A kedvezo esetek Osszeszamlalasa: Tekintsiik példaul azt a kérdést, amikor 10 ta-
lalatunk van a 14-b6l. A 14-bél 10 taldlat elérése C1Y = GZOL) -féleképpen lehetséges.
A fennmaradé 4 talalat sikertelen, tehat azok 2-félék lehetnek (ha példaul az 1-es
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nyert volna, akkor 2-es vagy x): 2-2-2-2 = V;"".
Annak valészintisége, hogy a véletlenszertien kitoltott totoszelvényiinkén 10 talalat
lesz (10 jo6 taldlat és(!) 4 rossz):

co.yhe (f) 20 246 001,16 16016
[ 34 T 4782969 4782969

~ 0,00335 .

P(A) =
Ha k jeloli a taldlatok szamat, akkor annak valdszintisége, hogy egy véletlenszertien

kitoltott totoszelvényen k talalatunk lesz:

ko, 14—k,i
P(A) — C{14 ‘/2

V14,i
3
Végeredmények

1. Ps, 3.2 P, 4 P3P 6. P, 9. C%, 12. C3-C3,, 13. V&', k > 4,
14/a. V2, 14/b. V&', 15. C5', 16. C¥ +CH-9+Cﬁ -C3 17 V2 V4 , 18/a. %

18/b. 2, 18/c. 1, 1 / 118/e 2, 20/a. L, 20/b 29 /c. s 21/a B 21/b. Yo
6
2/ A, 21/d. G o1, Vi, 211 Y 22/a gk, 22, B 22j 1 - ok
6 2 2 2

c+c +1 v ckc5 : Vi Py>? py?
24. 2 25, SasT- 926, 865 QR Z5s&s 90 1o 1. -0 2. -
k > 27, 5 o 6 v;,gg’ 8 o 9 ik 3 TR 3 VI
2 9 Cly-Cas 3 1 1 2.1
33 P342, 34 F 35 E, 36 M, 39 7 40 31 5 es 6

Geometriai valésziniiség

Rovid elméleti osszefoglald

Amennyiben egy kisérlettel kapcsolatos eseményeket (az eseményteret) egy geometri-
ai alakzatnak tudjuk megfeleltetni tigy, hogy az egyes események valdszinlisége aranyos a
hozzéjuk tartozé geometriai (rész)alakzat geometriai mértékével (hossz, tertilet, térfogat
stb.), akkor az események geometriai valdsziniiségi mezét alkotnak, az események valé-
szintiségét pedig geometriai valdsziniségnek nevezziikk. Ebben az esetben is alkalmazhato

kedvezé esetek » 1,4
& Osszes eset keplet'

Feladatok

1. Egy tavbeszélédllomas és a kozpont kozotti vezeték hossza 450 méter. Mennyi
annak a valészintisége, hogy hiba 1ép fel a vezetéknek a kozponttol 180 méternél
tavolabbi helyén, ha a vezeték mentén mindenhol azonos a meghibasodés veszélye?

2. Két személy meghbeszéli, hogy délel6tt 10 és 11 ora kozott egy adott helyen talal-
koznak. Erkezésiik a megbeszélt idén beliil véletlenszerti. Mennyi a valészinfisége
annak, hogy a korabban érkezének nem kell egy negyed 6ranal tobbet varnia a
masikra?

3. Egy m hosszusagu szakasz egyik végpontja legyen P. Ezen a szakaszon két pon-
tot valasztunk taldlomra gy, hogy a szakasz barmely részébe esés valdszintisége
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aranyos a P végpontu rész-szakasz hosszaval. Legyenek ezek () és R pontok. Ha-

tarozzuk meg annak valoszintiségét, hogy a ) pont kézelebb van a P-hez, mint az
R-hez!

Egységnyi hosszuisagu szakaszon véletlenszertien kijeloliink két pontot. Mekkora
a valdszintlisége annak, hogy tévolsaguk kisebb vagy egyenl6, mint egy adott h
(0 < h < 1) hossz?

. Egy egységnyi hosszlisdgu szakaszon taldlomra vélasztunk két pontot. Igy a sza-

kaszt harom részre bontottuk. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy ezekbdl a sza-
kaszokbdl haromszog szerkesztheto?

Egy egységnyi hosszisagu szakaszon véletlenszertien valasztunk két pontot. Mennyi
a valészintisége annak, hogy ezek kozelebb vannak egymaéashoz, mint barmelyik
végponthoz?

Egy kikot6hoz 24 oras idétartamon beliil véletlen idopontban két hajo érkezik. Az
elébb érkezon rogton megkezdik a rakodast, mely az egyiken egy drat, a masikon
két orat vesz igénybe. Ha a masodik hajé akkor érkezik, amikor az elsén még
rakodnak, gy varakoznia kell a rakodas befejeztéig. Mennyi a valészintisége annak,
hogy valamelyik hajonak varakoznia kell a rakodasra?

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1.

A vezeték teljes hossza 450 méter, és minden pontjan ugyanolyan valészintiséggel
hibasodik meg. A teljes eseménytér igy ez a 450 méter (ez jatssza az ,0sszes eset”
szerepét). A kozponttol 180 méternél tavolabbi helyek Osszessége egy 270 méter
hossziisagu szakaszt alkot, ez a , kedvezd esetek szama”.

Ha A jeloli azt az eseményt, hogy ,hiba 1ép fel a kozponttol 180 méternél tavolabbi
helyen”, akkor P(A) = 218 = 2.

Legyen A : {a kordabban érkezé személynek nem kell negyed érandl tébbet varni a
masikra }. Feleltessiik meg a 10 és 11 6ra kozotti idétartamot a 0 és 1 kozotti zart
intervallumnak. Egy illeté barmikor érkezik meg 10 és 11 koézott, annak egyértel-
miien megfelel a [0, 1]-ben egy (valds) szam. Két személyiink van, akik egymdstél
fliggetlentil érkeznek meg. Mindkét személy érkezéséhez hozza lehet rendelni a [0, 1]
intervallum pontjait, a két érkezési idépont ezért egy szampart ad: (x, y) azt jelenti,
hogy az els6 személy z € [0, 1]-nek megfelel§ id6pontban, mig a masodik személy
y € [0, 1]-hez tartozé idépontban érkezett meg. (Példaul (1 l) azt mutatja, hogy

472
az elsé ember 10:15-kor, a masodik 10:30-kor érkezett.)
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Lathatd, hogy az (x, y) szampér a [0, 1] x [0, 1] intervallum-parban van, ez pedig nem
mas, mint egy 1 oldalhosszisagi egységnégyzet a szokdasos derékszogli koordinata-
rendszerben (egyik cstcspontja az origd, masik ketté a tengelyek egységpontjai, az
utolsé cstcspont az (1,1) koordinataji pont). Ez azt jelenti, hogy minden egyes
lehetséges érkezési idopont-parnak megfelel az egységnégyzet egy pontja — igy va-
l6ban beszélhetiink geometriai valoszintiségrol. Az Osszes esetet az egységnégyzet
jelenti, amelynek tertilete éppen 1.

Kérdés az, hogy milyen tertiletet feleltethetiink meg a kedvezo eseteknek.

A vizsgélt esemény az, hogy a korabban érkezonek nem kell negyed éranal tobbet
varnia a masikra. Ez azt jelenti, hogy a két idopont kozotti killonbség negyed oranal
kisebb (vagy egyenld), azaz |x — y| < ;. Az abszolutérték definiciéja alapjan

x—y, haz—y>0 (azaz, ha x > y)
|ZB - y| = o o )
y—x, haz—y<0 (azaz, hay > x)
amibol kovetkezik, hogy y > x—i vagy y < x+i teljestil. Ez a sikon (pontosabban

az egységnégyzeten) az y = x — i egyenes feletti (de y = z alatti) és az y = = + i
egyenes alatti (de y = x feletti) tertiletnek felel meg. A megfelelé ponthalmazt
abrazolva lathato, hogy az egységnégyzetbdl két egybevagd egyenloszaru derékszo-
gl haromszoget ,vagtunk le”. A kedvezd eseteknek a fennmaradé teriilet felel meg

(az dbrén sziirke sdvval jeleztiik). Egy levagott haromszog tertilete (az alap'ngﬂ

képlet alapjén) L1 = 2
A két levagott haromszog Ossztertilete: 19—6. Ebbdl a keresett valoszintiség:
1—2 7
pay=t-m_ T
1 16
Végeredmények
3.1, 4. h@2-h), 5.1 6.1 7.9

4.3. Feltételes valésziniiség

Rovid elméleti osszefoglalo

Jelolje A, B események egyiittes bekovetkezését AB. Annak a valOszintiségét, hogy
az A esemény bekivetkezik feltéve, hogy B bekivetkezett P(A|B) jeloli, és
P(AB) P(B|A)P(A)

PAIB)="5B) = PB)

Lathatd, hogy ebbdl a képlethdl az egytittes bekovetkezés valoszintisége (P(AB)) is kiszé-
mithatd, a mésik két adat ismeretében: P(AB) = P(A|B)P(B). Ez a képlet tetsz6leges
n db eseményre is kiterjeszthetd, példaul n = 3 esetén:

Teljes valdszintség tétele: Ha By, ..., B, teljes eseményrendszer (azaz az események
paronként diszjunktak, és az uniéjuk a teljes eseménytér), akkor

P(A) = P(A|B,)P(By) + P(A|By)P(Bs) + ... + P(A|B,)P(B,) .
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Bayes tétele: Ha By, ..., B, teljes eseményrendszer, akkor
P(A|B;)P(B;
p(p) - PABIPB)
i—1 P(A|B;)P(B;)
Feladatok
1. Egy kovetségi fogadasra 5 angol, 8 német és 3 japan diplomata hivatalos. Egyenként

érkeznek, véletlenszerii idépontban. Mennyi a valdszintisége annak, hogy elséként
angol, masodikként német, harmadikként japan diplomata érkezik meg a fogadés-
ra?

Egy miithelyben 3 miiszakban termelnek azonos fajta arut. Egy napon az 6sszes ter-
melt drubdl az elsé miiszakban 40%, a méasodik és a harmadik miiszakban 30-30%
késziilt. Az elsé miiszakban késziilt aruk 5%-a, a masodikban gyartottak 7%-a, a
harmadikban termeltek 10%-a hibds. A harom miiszakban elkésziilt teljes mennyi-
ségbdl a mindségi ellenor taldlomra kivalaszt egyet, és megvizsgélja azt. Mennyi a
valdszintisége, hogy ez az aru hibatlan?

Tiz azonos alakt doboz koziil az els6 kilencben 4-4 goly6 van, mégpedig 2 fehér és
2 fekete. A tizedik dobozban 5 fehér és 1 fekete golyo talalhatéd. Az egyik taldlomra
kivalasztott dobozbdl véletlenszertien kivesziink egy golyot. Mennyi a valdszintisége,
hogy a goly6 a tizedik dobozbdl valé, ha a kihtzott golyd fehér szinti?

Legyen egy dobozban 5 piros, 5 fehér golyé. Visszatevés nélkiil hiizzuk ki a golyokat.
Mennyi a valdszintisége, hogy a harmadik alkalommal fehér golyét huzunk, ha az
els6 két huzas fehér golyot eredményezett?

Nagyon sok kétgyermekes csalad koziil talalomra kivalasztunk egyet, és megtudjuk,
hogy az egyik gyermekiik lany. Mennyi a valészintisége, hogy a masik gyermek fiu?

Az egyetemi vizsgén az A-szakos hallgaték 60%-a, a B-szakos hallgatok 80%-a
szerepel sikeresen. Az A-szakos hallgatok az évfolyam 15%-at teszik ki. Mennyi
a valésziniisége annak, hogy egy (az évfolyambdl kivalasztott) hallgaté sikeresen
vizsgazik?

Egy biologiai kisérlet sordn 100 egyedet 3 csoportba osztanak. Az elsében 20 egyed
van, és gyenge hatbéanyaggal oltjdk be Oket. A masodikban 30 egyed talalhato,
és kozepesen erés szérumot kapnak. A harmadik csoport 50 egyedet szamlal, és
er0s hatoanyagot vizsgalnak rajtuk. A kutatocsoport megallapitja, hogy az els6
csoportban 3, a masodikban 10, a harmadikban 39 egyednél tapasztaltak valtozast.
Ezutan a csoportokat tjra egyesitik, és talalomra kivalasztanak egy egyedet, és nem
tapasztalnak rajta valtozast. Mennyi a valdszinlisége, hogy az egyed a mésodik
csoportbdl valo?

. A tapasztalat azt mutatja, hogy a férfiak 5%-a és a néknek 2%-a dohanyos. Egy

20 nobal és 5 férfibol allo csoportbol egy személyt talalomra kivalasztunk. Meg-
allapitjuk, hogy dohanyos. Mennyi a valdszintisége, hogy a kivalasztott személy
férfi?
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Egy céllovoldében 3 rekeszben vannak puskak. Az els6 rekeszben 3 puska van,
ezekkel 0,5 a talalat valésziniisége. A mésodik rekeszben egy puska van, ezzel 0,7
a talalat valoszintisége. A harmadik rekeszben két puska taldlhato, és ezekkel 0,8
valoszintiséggel talalunk célba. Mennyi a talalat valoszintisége egy talalomra kiva-
lasztott puskaval?

Egy dobozban 5 fehér és 2 piros golyd van. Visszatevés nélkiil kihtizunk két golyot,
majd egy harmadikat. Mennyi a valészintisége, hogy a harmadikként kihiizott goly6
piros?

Hat doboz mindegyikében 6 goly6 van, amelyekben rendre 1,2,...,6 golyé fehér.
Egy taldlomra kivalasztott dobozbdl visszatevéssel(!) 3 goly6t hizok. Azt talaljuk,
hogy mindharom htzés fehér. Mennyi annak a valészintisége, hogy abbol a dobozbol
htiztunk, amelyben 2 fehér goly6 van?

Egy jatékkockat egyszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy 6-nal kisebb
szamot dobunk, B pedig az, hogy paros szamot dobunk. Szamitsa ki a P(B) és
P(B|A) valészintiségeket!

Harom kockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége annak, hogy az egyik kockaval
hatost dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok Gsszege 127

Egy onkiszolgald tizletben 200 iiveg tej friss, és 100 tiveg masnapos. Két tiveget
kivesziink. Mennyi a valészintisége, hogy mindketto friss?

200 munkadarabboél, melyek kozott 20 a selejtes, egymas utan kivesziink kettot,
visszatevés nélkiill. Mennyi a valdszintiisége annak, hogy

a) elsore sele'test, masodikra jot hﬁzunk;
) J

b) elsére .(,)t, masodikra selejtet 1 l/lZl]llk;
J )

(c) egyik alkalommal selejtet, mésodik alkalommal jé6 darabot hizunk?

Egy csomag magyar kartyabol visszatevés nélkiil kihtizunk 4 lapot. Mennyi a va-
16szintisége, hogy az els6 kettd piros, a méasodik kettd zold?

Egy noi konfekciéboltban haromféle méretii ruha kaphato: nagy-, kozepes- és kis-
méretii. Ezek megoszldsa: nagyméret(i az osszes ruhdk 26%-a, a kozepes 44%, kicsi
a 30%-a. A ruhdkat kivansagra alakra igazitjak. Statisztikai adatokbol ismeretes,
hogy az alakra igazitas valészintiségre rendre 0,2, 0, 1, illetve 0, 15. Mennyi a valé-
szintsége, hogy egy eladott ruhat alakitani kell?

Televizié-képcsovek kisérleti gyartasat végzik egy gyarban. Harom tétel késziil el.
Az els6 két tétel a teljes mennyiség egy-egy negyedét, a harmadik a felét adja. A
vizsgalat soran kideriil, hogy az el6irt miikodési 6raszamot az elsé tételnek csak a
90%-a, a masodiknak a 80%-a, a harmadiknak a 75%-a éri el. Mennyi a valdszini-
sége annak, hogy egy, a teljes mennyiséghdl taldlomra kivalasztott képcso az eloirt
ideig miikodik?

Négy termel6tol almat szallitanak egy tzletbe. Az els6 termel6tol szarmazik a
mennyiség 1—10 része, melybdl 40% elsbosztalyt. A méasodik termelétdl szallitjdk a



168 4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

tétel i részét, amely 50%-ban elsbosztalytd. A harmadiktél rendelték a mennyiség
% részét, ebbdl 20% elséosztalyd. A tobbi gyiimoles a negyedik termel6tél kertil az
tizletbe, és mind els6osztalyt. Mennyi a valoszintisége annak, hogy az tizletben e

szallitmanybol taldlomra kivalasztva egy almat, az elsdosztalyu?

20. Izzoélampédkat 100 db-os csomagolasban szallitanak. Az el6z6 megfigyelésekbdl is-
mert, hogy a 100 db-os tételek kozott azonos aranyban fordul el6 0, 1, 2, 3 hibas
darabot tartalmazé (3-ndl tobb hibas darab nem fordul el6). Mennyi a valdszintisé-
ge annak, hogy egy tételbol véletlenszeriien 3 égot kivalasztva mindharom hibatlan
lesz?

21. Egy radiokészilékeket gyartod tizemben szamos vizsgalat alapjan megallapitottak,
hogy minden 10 darab elkésziilt radi6é kozott egyforma valészintiséggel lehet 0, 1,
2 vagy 3 selejtes, de tobb nem. Egy ilyen 10 darab késziiléket tartalmazd tételbol
a minoségellendrzés soran kivalasztottak 2 radiot, azokat megvizsgaltdk, és mind a
kettét jonak talaltak. Mennyi a valdszintisége, hogy mind a 10 késziilék hibatlan?

22. A gorogdinnye-szallitmanyokat altalaban ugy ellenorzik, hogy néhany dinnyét meg-
lékelnek, s a kapott eredménybol kovetkeztetnek a szallitmanyra. Mennyi annak a
valészintisége, hogy 100 gorogdinnye koziil legfeljebb 5 rossz, ha koziliik taldlomra
kivalasztott 10 dinnye mindegyike jonak bizonyult? Az el6zetes tapasztalatok alap-
jan a 100 tételes szallitmanyokban legfeljebb 20 darab lehet rossz. A rossz dinnyék
szamanak lehetséges értékei (0, 1, 2, ..., 20) mind egyforman valészintiek.

23. Egy tesztrendszerti vizsganal minden vizsgakérdés egy vizsgalapra van felirva, és
minden kérdéshez 4 valasz van megadva, amelyek koziil csak egy a helyes. A vizs-
gazonak ezt a lapot kell kitolteni a helyesnek vélt valasz megjelolésével. Tegytik fel,
hogy egy vizsgazo p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt. Ha nem tudja a valaszt,
akkor i valbszintiséggel jeloli meg a 4 lehetséges valasz koziil az egyiket.

(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy a vizsgazd helyesen valaszol?

(b) A vizsgalap atnézése soran kideriil, hogy helyes a vdlasz. Mennyi a valdszintisé-
ge, hogy a vizsgazo azért adott helyes valaszt, mert tudta a helyes eredményt?

24. Monty Hall-paradozon: Egy jatékban a jatékosnak 3 csukott ajtot mutatnak, ame-
lyek koziil ketté mogott nincs nyeremény, a harmadik mogott viszont egy vadonatij
autd. A jatékos nyereménye az, ami az altala kivalasztott ajté mogott van. ElGszor
a jatékos csak ramutat az egyik ajtora, de mielott valoban kinyitna, a miisorvezeto
a masik két ajto kozil kinyit egyet, amelyik mégott nem az autd van (a jatékvezetd
tudja, melyik ajté mogott mi van), majd megkérdezi a jatékost, hogy akar-e mo-
dositani a valasztasan. A jatékos ezutan vagy valtoztat, vagy nem, végiil kinyilik
az gy kivélasztott ajté, mogotte a nyereménnyel. Erdemes-e valtoztatni?

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1. (Feltételes valdosziniiség) Jelolje Aj, Ag, A3 rendre azokat az eseményeket, hogy el-

sOként angol, masodikként német, illetve harmadikként japan érkezik. A %
5

képletet haszndlva, annak valészintisége, hogy elséként angol érkezik: P(A1) = 3,
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mivel 6sszesen 16 {6t varunk a fogadésra, és 5 angol diplomata van. Az A, valészini-
sége feltéve Aj-et: P(A3|A1) = &, ugyanis egy angol diplomata mar megérkezett,
akkor az Osszes eset eggyel kevesebb, és 8 német diplomata van. Annak a valo-
sziniisége, hogy harmadikként japan érkezik, feltéve, hogy el6tte mar egy angol,
és egy német diplomata megérkezett: P(A3z|A;A2) = %, hiszen a két diplomata
megérkezésével az Gsszes vart ember kettével kevesebb (azaz 14) és a 3 japan koziil
még senki nem érkezett meg. Osszesitve, annak valészintisége, hogy els6ként angol,

masodikként német, harmadikként japan diplomata érkezik a fogadésra

3 8 o5 1

P(AlAQAg)IQ'B'E:%.

(Teljes valdsziniség tétele) A 3 miiszakban termelt druk osszessége kiadja a napi
100%-ot, ezért ha B; jeloli azt, hogy egy termék az elsd, By, ha a mésodik, és Bs,
ha a harmadik miiszakban késziilt, akkor B, By, B3 teljes eseményrendszer — igy
alkalmazhato6 a teljes valoszintiség tétele. Az A esemény jelentse azt, hogy egy aru
hibatlan. Ekkor példaul annak a valdszintisége, hogy egy aru az elsé miiszakban
késziilt és hibatlan: P(A|B;) = <, hiszen az elsé miiszakban késziilt ruk 5%-a hi-
bés, igy 95% hibéatlan. A képlethez sziikséges tovabbi adatokat a feladat szovegébdl
szintén kiolvashatjuk:

40 95
P(B) = 100 P(A|By) = 100
P(By) = 0 P(AIB,) =
30 90
P(B3) = 100 P(A|Bs) = 100

A teljes valoszintiség tételébol megkapjuk, hogy mennyi a valdszintisége annak,
hogy egy talalomra kivalasztott aru hibatlan:
95 40 93 30 30 90 9290 929
P(A)

100 100 - 100 100 * 100100 10000 1000 0,929

(Bayes-tétel) Jelentse B; azt, hogy a goly6 az i-edik dobozbdl val6 (i = 1,.. ., 10),
az A pedig azt, hogy a kihtzott goly6 fehér szinli. A 10 doboz teljes eseményrend-
szert alkot, és mivel minden dobozbdl egyforma valdszintiséggel hizhatok, ezért
P(B;) = %. Annak a valdszintisége, hogy az i-edik dobozbdl hiztam golyét, és az
fehér:

=1, hai=1,...,9

, hai=10

[ [N V)

P(A|B;) = {

Annak a valdszintisége, hogy a goly6 a 10. dobozbdl vald, ha a kihizott golyo fehér:

|~
ot

_ P(A|Bio) P(Bio) _ 610 _
P(Brol4) = P(A|B)P(B1) + ...+ P(A|Bw)P(Bwo) ~ (9-1+3) % 32°

Utmutatd: Vezessiik be a kovetkez jeloléseket:

A: {10 jé dinnyét valasztottunk}
B;: {i db rossz dinnyét tartalmazo6 széllitmany} , i =0,...,20
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Legyen tovabba C' a feladat kérdésével megegyez6 esemény, azaz: 100 gorogdinnye
kozil legfeljebb 5 rossz, ha koziiliikk taldlomra kivalasztott 10 dinnye mindegyike
jo. Ekkor:

P(C) = P(Bo|A) + P(Bi|A) + P(B2|A) + P(Bs|A) + P(By|A) + P(Bs|A) .
A P(A), illetve P(B;|A) valészintiségek roviden:

ClO

20 010 ] 1 C1’01(2)71' . %
PA) =202 — & P(BlA) = o=
jZ:% Ci 21 P(A)

Legyen A az az esemény, hogy ,a vizsgaz6 helyesen valaszolt”. B jelentse azt,
hogy ,a vizsgazo tudta a valaszt”, mig a By azt, hogy ,a vizsgdzé nem tudta a
valaszt”. Ha a vizsgazé p valészinliséggel tudja a helyes vélaszt, akkor (1 —p) annak
a valoszinlisége, hogy nem tudja a helyes valaszt. Amennyiben tudja a j6 valaszt,
gy annak a valoszinlisége, hogy a jo valaszt jeloli be pontosan 1.

(a) A teljes valésziniiség tétele alapjan:

P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|By) - P(B) =
1 3p+1

—1lept--(1—=p)=.. =
p+4( p) 1

(b) A feladat méasodik részét Bayes-tétellel oldhatjuk meg:

P(A|B1) : P(Bl) L-p 4p
P(By|A) = =L = .
P(A) 2l 3p+1

Igen, érdemes valtoztatni.

A) El6szor megmutatjuk a feltételes valdsziniiség eredményeit nem hasznalé in-
doklast. Legyen a 3 ajto szamozott: 1., 2. és 3. ajté. A nyereményautd ugyanolyan
valoszinliséggel van a 3 ajté mogott — ezért kezdetben a jatékos nyerési esélye %
Tegyiik fel, hogy a jatékos az 1. ajtét valasztotta (ugyanez a logika miikodik majd
akkor is, ha 2. vagy 3. ajtéra mutatott ra). Ekkor a miisorvezeté — aki minden
esetben tudja, hogy hol van a nyereményauté — megmutat egy olyan ajtot, ami
mogott nincs nyeremény, és megkérdezi a jatékost, hogy megvaltoztatja-e az ere-
deti valasztasat.

Nézziik meg a lehetoségeket egy tablazat segitségével:

‘ 1. ajté 2. ajté 3. ajto ‘ Nyert-e a valtoztatéssal?

I. eset autdé  semmi semmi nem
IT. eset | semmi  auté  semmi igen
ITI. eset | semmi semmi  autd igen

Lathat6, hogy a II. és III. esetben (amikor a jatékos iires ajtét valasztott) a mi-
sorvezetd mar csak azt az ajtét tudja megmutatni, amiben nincs nyeremény. Ezért
a nyerési esélye %, ha valtoztat.

Egy masik érvelés szerint ha a jatékos kivalaszt egy ajtot, akkor ott % eséllyel van

az auto, igy annak a valoszintisége, hogy a masik két ajto valamelyike mogott van
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az auto: % Ha a masik két ajté kozil kinyitnak egyet, akkor a fennmaradt ajto
,orokli” a nyerés valdszintiségét, azaz a %—ot — ezért éri meg valtoztatni.

A probléméat ezért hivjak paradoxonnak, mert sok ember szamara a jézan ész azt
sugallja, hogy ha mar csak két ajté koziil valaszthat a jatékos, akkor % eséllyel nyeri
meg az autot.

B) [rjuk fel ezt a feltételes valoszintiség segitségével. Legyenek A;, Ay és As azok
az események, hogy a nyeremény az 1., 2. és 3. ajté mogott van. Tegytik fel ismét
azt, hogy a jatékos az 1. ajtot valasztotta (a masik két ajtéd vilasztasanal ugyanigy
irhatjuk fel a a valdszintiségeket). Legyen B3 az az esemény, hogy a miisorvezet6 a
3. ajtot nyitotta ki. Ekkor annak a valdszintlisége, hogy egy adott ajté mogott van
a nyeremény, ha a miisorvezeto a 3. ajtot nyitotta ki:

_ P(AiBy) _ P(By|A)P(A) _ 55 1
P(A1|Bs) = P(Bs) P(Bs) - L3
_ P(A3By)  P(Bs|A))P(4;) 1-1 2
P(Ay|B3) = P(Bs) P(Bs) - % ~3
P(A3|Bs3) = P(By) P(Bs) N % =0

Tehat a valtoztatassal kétszer akkora esélye van nyerni a jatékosnak.

(Hasonl6an lehetne végigvezetni, hogy mi torténik akkor, ha a misorvezeté a 2.

ajtot nyitja ki, ami el6tt a jatékos az 1. ajtét valasztotta.)

C) Megjegyzés: Ugy is lehet okoskodni, hogy az ajté valtoztatasakor a nyeremény

valoszinlisége éppen akkora, mint amekkora eséllyel elsoként iires ajtot valasztot-
2

tunk, azaz 2.

Végeredmények

F-fel jeloljiik, ha feltételes valoszintiség klasszikus képletét, T-vel, ha a teljes valoszi-
nliség tételét, és B-vel, ha a Bayes-tételt alkalmaztuk az adott feladatban.
4F3,5F2,6T 077B2,8B3,9T,1OT,11B

441’

12. F:fesg, 13.F: 2, 14. T 28, 15/a. F: 1%, 15/b. F: 4%, 15/c. F: £%. 16. 30013485,
L 141 . 99 123617

17.T: 55, 18.T: 2, 19. T: 2% 20. T: 2390 ~ 0,996, 21. B: 5, 22. B: 120 0 53007y NG

4.4. Diszkrét és folytonos valészintiiségi valtozdk

Rovid elméleti osszefoglal6

Ha egy eseménytér elemi eseményeihez egy-egy szamértéket rendeliink, akkor egy
&-vel jelolt, valdszinidségi vdltozonak nevezett fiiggvényt értelmeztiink. Ha a & valdszi-
nliségi valtozo értékkészlete megszamlalhato, akkor diszkrét wvaldsziniiségi valtozonak
nevezzik.

Legyen A, az eseménytér azon elemi eseményeinek részhalmaza, amelyekhez &
(diszkrét valdszintliségi valtozd) az xy értéket rendeli; ekkor a P(Ay) = P(§ = xy) = px
valészintiségeket a & valtozd eloszlisanak nevezzilkk. Mivel az A;, események teljes
eseményrendszert alkotnak, ezért > p, = 1.
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Egy £ valészintiségi valtozo F(x) eloszlasfigguénye azt adja meg, hogy milyen valo-
szinliséggel vesz fel a £ az x-nél kisebb(!) értékeket:

Flx)=P¢<x).

Az eloszlasfiiggvény monoton névekvé, a (—oo)-ben 0-t, a (+00)-ben 1-et vesz fel, és
minden helyen balrél folytonos. Diszkrét valoszintiségi valtozd eloszlastiiggvénye 1épcesos
fiiggvény.

Az eloszlasfiiggvény segitségével kiszamithaté annak az eseménynek a valdszintisége,
hogy & két érték kozott van: P(a < & < b) = F(b) — F(a).

Egy & valdszintiségi valtozo striségfiggvénye az az f(x) figgvény, amelyre fennall,
hogy

Az f(x) stirliségfiiggvény nemnegativ, és [ f(x)dz = 1.

Ha &-nek létezik stirtiségfiiggvénye, akkor F'(z) folytonos; ilyenkor &-t folytonos
valdszindiségi vdltozonak nevezziik. Ebben az esetben F'(x) = f(x).
A strtiségfiiggvény segitségével annak az eseménynek a valészintisége, hogy a & két adott
érték kozott van: Pla < € < b) = [P f(x) d.

Egy valdszintliségi valtozé felvett (tapasztalati) értékei egy meghatarozott szamérték
koriil ingadoznak, amelyet vdrhato értéknek neveziink. Diszkrét, illetve folytonos valé-
szinliségi valtozé esetében az M () varhaté érték

+o0o
M&) = - o ; M(E) = flz)-zde.
—00
A valésziniiségi valtozo varhato értéke koriili ingadozast méri a szords. Ennek a négy-
zete, a D?(&) szérdsnégyzet, a € és M(£) eltérése négyzetének varhato értéke: D?(€) =
M ((& — M(€))?). A szérdsnégyzetre fenndll a kovetkezd sszefiiggés:

D*(&) = M(€%) — (M(€))? ,  azaz

2
D*(¢) = Zpk Lxp — (Zpk . $k> , illetve
k k

“+o00

D) = [ gyt e ([ p)w ar)

Feladatok

1. Egy jatékot jatszunk, amelyben egy dobokockét egyszer feldobunk, és annyiszor 100
Ft-ot nyeriink, amennyit a kockaval dobtunk. Jelentse a ¢ valdszinliségi valtozo
a nyert Osszeget. Adjuk meg a valdsziniségi valtozéd eloszlasfiiggvényét, varhato
értékét és szorasat! Abrazoljuk az eloszlasfiggvényt! (Kidolgozott példa)

2. Két kockat dobunk fel egyszerre. A dobott szamok 6sszegét tekintsiik valoszintiségi
valtozonak. Irjuk fel és abrazoljuk a valészintiségi valtozo valdszinliség-eloszlasat és
eloszlasfiiggvényét!
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Két kockat dobunk fel egyszerre. A dobott szamok kiilonbségének abszolit értékét
tekintsiik valdszinfiségi valtozénak. Irjuk fel és abrazoljuk a valészintiségi valtozé
valoszinliség-eloszlasat és eloszlasfiiggvényét, tovabba szamitsuk ki annak a valdszi-
niiségét, hogy a valdszinliségi valtozd értéke 2-nél nagyobb, de a 4-et nem haladja
meg!

Egy diszkrét valoszinliségi valtozod lehetséges értékei —1 és 6, melyeket rendre %
és % valoszintiséggel vesz fel. Trjuk fel a valészintiségi valtozé eloszlasfiggvényét,
szamitsuk ki értékét az x = 0 helyen, és abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt!

. Egy utvonalon az autdkat harom, egymas utani jelzolampa allithatja meg. Barmely

idopontban mindegyik % valbszintiséggel jelez szabad vagy tilos utat. Legyenek a
& valoszinliségi valtozd értékei azon jelzolampak szama, amelyek egy autonak az
utvonalon tilosat mutatnak. Adjuk meg a valdszintiségi valtozo eloszlasat!

Harom késziiléket valasztunk ki megbizhatosagi vizsgalathoz. A késziilékek egymas
utan kertilnek vizsgalatra, de a vizsgalat megszakad, mihelyt valamelyik késziilék
nem felel meg a kovetelményeknek. Egy-egy késziilék 0,7 valészintiséggel felel meg.
Legyen a valoszintliségi valtozo értéke a megvizsgalt késziilékek szama. Adjuk meg
a valoszinliségi valtozd eloszlasat és eloszlasfiiggvényét!

Harom ember kozott elészor 100, majd 200 és végiil 300 forintot sorsolnak ki; az
egyes sorsolasok eredménye fliggetlen egyméastol. Legyen a & valdszintiségi valtozd
értéke egy elore kiszemelt résztvevonek a sorsolas alapjan jutd szdzasok szama.
Hatarozzuk meg és abrazoljuk a & eloszlasfiiggvényét, és adjuk meg annak valo-
szinliségét, hogy az illetd 300 forintnal kevesebbet nyer, illetve hogy 350 forintnal
kevesebbet nyer.

Egy ejtéernyls egy r méter sugari korbe szeretne ugrani. A kér minden pontjaba
azonos valoszintiséggel érkezhet az ejtoernyds. A £ valdszintiségi valtozd jelentse
az ejtéernyds beérkezési helyének és a kor kozéppontjanak tavolsigat (méterben).
Hatarozzuk meg a & eloszlasfiiggvényét, stirtiségfiiggvényét, varhato értékét és szo-
rasat! Abrézoljuk az eloszlds- és a sfirfiségfiiggvényt! (Kidolgozott példa, geometriai

valésziniiség)

Egy valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0 ha z <1,
Fx)=4 (x—1) hal<z<2,
1 ha x > 2.

Hatarozzuk meg és abrazoljuk a valészintiségi valtozo stiriiségfliiggvényét!
Egy valoszinliségi valtozd strliségfiiggvénye

ha 0 <z <1,
hal <z <2,
egyébként.

fz) =

O wlrw(N

Hatarozzuk meg és abrazoljuk a valdsziniiségi valtozo eloszlasfliggvényét!
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Egy ¢ valoszinliségi valtozd stirtiségfiiggvénye

0 ha z < 0,
flx) =% cx® ha0<z<2
0 ha 2 < z.

Hatarozzuk meg a ¢ értékét és irjuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét! Mekkora valdszini-
séggel esik € az | 1,3 intervallumba?

Egy & valoszintiségi valtozo striiségfiiggvénye

0 hax<2,
f(x)—{;& ha z > 2.
Hatarozzuk meg a értékét és irjuk fel & eloszlasfiiggvényét! Milyen x értékekre
adddik a P(¢ > z) valészintiségre 7
Egy & valoszintiségi valtozo striiségfiiggvénye
0 ha = <0,
flz)={ &= haO<az<i,

NS
0 hai<:c.

Hatarozzuk meg £ eloszlasfiggvényét! Mennyi annak a valészintisége, hogy a &-nek
a 0-tol vald eltérése kisebb, mint 0,17

Az alabbi fiiggvények koziil melyek stirtiségfiggvények?
(a)

sinz - ha < <1
— 2 9
@)= { 0 egyébként.

ha z > 1,
egyébként.

2. hal0<uz< oo,
0 egyébként.

I hato<z<1
= 3 ’
f(@) { 0 egyébként.
(e)
1
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Az alabbi fliggvények koziil melyek eloszlasfiiggvények?
(a)

h
F(:U):{O azr <0,

X

0 haz<0,
F(x)—{ 1 haxz>0.

0 hax<0,
Flz)=¢ 2 ha0<z<Ll
1 hazxz>1.

Egységnyi hosszusagu szakaszon taldlomra kivalasztunk egymastol fiiggetlentl két
pontot. Legyen a valdszinliségi valtozo a két pont tavolsaga. Adjuk meg az eloszlas-
és struségfiggvényt! Hatarozzuk meg annak valésziniiségét, hogy a két pont tavol-
saga legalabb %. (geometriai valésziniiség)

Egy sorsjatékon 1 darab 5000 Ft-os, 10 db 500 Ft-os és 50 darab 100 F't-os nye-
remény van. A jatékhoz 10000 db sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy ara,
hogy egy sorsjegyre a nyeremény varhatd értéke a jegy aranak a felével egyezzék
meg?

Két jatékos koziil az els6 egyszerre harom darab forintos érmét dob fel, a masodik
egyszerre két darab forintos érmét. Az nyer, aki tobb fejet dobott, és nyereségként
megkapja a masik jatékos feldobott érméit. Ha a fejek szdma azonos, akkor a
jatékot addig folytatjak, amig valamelyikiik nem nyer. Mekkora az elsé jatékos
nyereségének varhaté értéke? (A veszteséget ,negativ nyereségnek” tekintjiik.)

Egy sorsjatékban, amelyben ezer sorsjegy vesz részt, 1 db 1000 Ft-os, 10 db 100 F't-
os és 100 db 20 forintos nyereményt sorsolnak ki. Szamitsuk ki a kisorsolt nyeremény
varhato értékét!

Egy szabélyos pénzérmét feldobunk. Ha az els6 dobas eredménye fej, akkor még
kétszer dobunk, ha iras, akkor még egyszer. Mennyi a fejdobasok szamanak varhato
értéke?

Egy jatékos feldob egy kockat. Ha paratlan szamot dob, veszit 1 Ft-ot, ha 6-ost
dob, nyer 4 Ft-ot, ha 2-est vagy 4-est, 1jbol dobhat. A mésodik dobasnal 1 Ft-
ot nyer, ha péarost dob, 2 Ft-ot veszit, ha paratlant dob. Allapitsuk meg, hogy a
jatékos szamara elonyos, méltanyos vagy hatranyos a jaték!

Egy valoszintiségi valtozo striiségfiiggvénye

2—2r hal<zxz<l,
o -

0 egyébként.

Szamitsuk ki a valdszintiségi valtozé varhatéd értékét!



176

23.

24.

25.

26.

27.

28.

4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

(mehezebb) Bigy kockaval addig dobunk, mig 6-os dobéds nem lesz az eredmény. Mennyi
az addigi dobasszam varhato értéke, ha az utolsé dobast is beleszamitjuk?

A ¢ valdszintiségi valtozd eloszlasa legyen a kovetkezoképpen adott:

Hatarozzuk meg a £ szorasat!

A £ valbszintiségi valtozo stirtiségfiggvénye legyen

2 ha0<z<3
_ 9 — 9
fla) = { 0  egyébként.

Hatarozzuk meg a & valtozo szorasat!

Egy céllovés soran minden taldlat » = 18cm sugaru korlapra jut. A 16vés a kor
barmely pontjara egyenld eséllyel talalhat. A & valdszintiségi valtozo értéke legyen
a kor kozéppontjanak és a 16vés helyének tavolsaga. Szamitsuk ki € varhato értékét

és szérasat! (geometriai valészintiség)

Két pontot valasztunk taldlomra egy egységnyi hossziisagu szakaszon. Hatarozzuk
meg a két pont tavolsdganak varhato értékét! (geometriai valészintiség)

(nehezebb) gy dobozban 4 darab fehér és 6 darab fekete golyé van. Taldlomra kihi-
zunk egy-egy goly6t, amig fehéret nem valasztunk. A kihuzott golyokat azonnal
visszadobjuk. Hatarozzuk meg a kihtzott golydk szamanak varhato értékét és szo-

rasat!

Kidolgozott mintapéldak és ttmutatasok

1.

(Diszkrét eset) Egy szabélyos(!) dobdkockaval barmely szdmot azonos valészint-
séggel dobjuk, egy-egy szam esetén az Osszes esetek szama 6, mig a kedvezo eseté 1;
igy a valoszinliség é. A £ valdszintiségi valtozd a megnyert Osszeget mutatja, ezért
az eloszlast a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

P(¢ = 100) =
P(¢ = 200) =
P(¢ = 300) =
P(£ = 400) =
P(¢ = 500) =
P(£ = 600) =

DN PR DD

mert (13 valészintiséggel nyeriink 100 Ft-ot
mert (13 valészintiséggel nyeriink 200 Ft-ot
mert (15 valoszintiséggel nyeriink 300 Ft-ot
mert (15 valészintiséggel nyeriink 400 Ft-ot
mert 615 valészintiséggel nyeriink 500 Ft-ot

1
mert 6 valészintiséggel nyeriink 600 Ft-ot
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A € eloszlasfiiggvénye:

0, ha x<100,
%, ha 100 < 2 < 200 ,
%:é, ha 200 < z < 300 ,
F(x):P(§<x): %:%, ha 300 < z <400 ,
s=12, ha 400 <z <500,
2, ha 500 <z <600,
1, ha 600 <zx.
Fix)
14 [ S—
éi_ o———o
) — 4
%— o—
L —
i o—o
0 130 200 300 400 500 600 -

Az eloszlasfiggvény értelmezéséhez tekintsiink egy példat. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a nyereményiink 325 Ft-nal kevesebb lesz? A vélaszt leolvashatjuk
az eloszlasfiiggvénybol. A keresett valoszintiséget matematikai nyelven P (£ < 325)
alakban irhatjuk le, azaz az F(325) értéket kell meghatdrozni. Az F(325) = 1,
tehat ekkora valdszintiséggel nyeriink 325 Ft-nal kevesebbet. Ez a valdsziniiség
pusztan kovetkeztetéssel is megkaphato. A 325 Ft-nél kevesebb nyerhet6 Osszeg a
100 Ft, a 200 Ft és a 300 F't, ez a lehetséges 6 esetbdl 3 kedvezd esetet jelent.
Megjegyzés: Striségfiggvényt diszkrét esetben nem lehet meghatarozni, mivel
a sziikséges derivalast nem végezhetjiik el minden pontban, és ahol el tudnéank
végezni, ott a strlségfiiggvény 0 értéket venne fel.

A varhato6 érték és a szoras meghatarozasa a képletek segitségével torténik.

6.1 1 1 1
ME) = pe-k=3~-(k-100) = = -100 4 = - 200 + ... + ~ - 600 =
=1 6 6 6 6
1 2100
— 6(100+2oo+300+400+500+600) = =5 =350

A nyeremény varhaté értéke 350 Ft.
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A szérasnégyzet képlete diszkrét esetben:

Dz(f)ZM(SQ) — (M(€))*=>"pr- (x1)* — (Zpk'k‘)Q:
sz (k - 100)? (zﬁjé-(k-mm) -

k=1
(12422 4+ ... +6%) - 350° =

CD \

10000 910000 175000

— 122500 =

~ 29166, 66
A szoras kb. 170,78 Ft.

(Folytonos eset) Ha a diszkrét esethez hasonléan szeretnénk meghatérozni min-
den(!) koron beliili pontnak (mint beérkezési helynek) a valészintiségét, akkor vég-
telen sok (nem megszamldlhatd!) valoszintiséget kellene kiszdmolni, ami lehetetlen.
(Eppen ez kiilonbozteti meg a folytonos és a diszkrét esetet.)

Vizsgaljuk meg annak valdszintiségét, hogy az ejtéernyos egy x sugart koron beliil
érkezik meg. Az r sugaru kor minden pontja az ,,0sszes eset”, az x sugaru kor min-
den pontja a ,kedvez6 eset” — ez egy geometriai valoszinliség, az 0sszes esetnek az
eredeti kor teriilete, a kedvezo eseteknek az x sugart kor teriilete felel meg. Mivel
¢ az ejtoernyls beérkezési helyének és az eredeti kor kozéppontjanak tavolsagat
jelenti, annak a valdszintisége, hogy az ejtéernyos x sugari koron beliil érkezik:

?’r 2P
Pé<z)=—=—.
<)==
Ebbdl az eloszlasfiiggvény:
0, ha <0,

Flz)=P<z)=4 %, ha O<az<r,
1, ha z>r.

Rovid magyarazat: 0 a valoszintiség, ha x < 0, hiszen egy negativ vagy nulla sugara
kérnél kisebb(!) kéron beliili érkezés lehetetlen esemény. 0 és r sugari korokon belili
érkezés a fent targyalt geometriai valoszintiségnek felel meg. 1 a valdszintiség, ha
x > r, ugyanis egy r-nél nagyobb korbe érkezés biztosan bekovetkezik.

Az eloszlasfiiggvény grafikonja:

F(x)

0-.-.-.-.}[.

A £ stirtuségfiiggvénye az eloszlasfiggvény derivaltja:
0, ha <0,

fl@)=% 2%, ha O<az<r,
0, ha z>r.
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A surtségfiiggvény grafikonja:

fx)

~

A ¢ (azaz a kor kozéppontjatol vald tévolsag) varhaté értéke:

+oo € [T 2
M(f):/ f(:v)mda:(:) —f-xdx:
—00 0o T
:2 x2dx:zx—3rz—2r3:2—r.
r2 Jo 3], 3* 3

A (x)-gal jelolt 1épésben azt hasznéltuk fel, hogy ebben az esetben nem sziikséges
a teljes valos szamok halmazan integralni, mivel 0 ,el6tt” és r ,utan” nullat vesz
fel a strtiségfiiggvény.

Az r (méter) sugart kor kozéppontja és az érkezési hely tdvolsaganak varhaté értéke
2r

3 méter.

A szérasnégyzet kiszamitasahoz sziikséges képlet folytonos esetben:
2 2 2 toe +oo
DX =M (€) - (M(©) = [ " f()- xdaz—(/ f@) war) =

—/—azdx (/xdx)z a:dx (;>_

2 [x‘*]r 472 _27“ 4r2_7"2 472 _7“

9 42 9 2 9 18"

4],

72

A szoras egy r méter sugaru kor esetén kb. o) 57 méter.

10. Felhasznélva az F(z) = [* f(t) dt osszefuggést:

0§x<1esetén:F($):/ f(t)dt:/fdt:...:§x
—o0 0

T 1 1
1§x<2esetén:F(x):/ f(t) dt = /—dt—i—/—dt—...:gx—l—g

(ugyanis a 0 és 2 kozotti értékek kivételével a silirliségfiiggvény mindenhol 0.)
A fenti eredményeket felhasznalva, az eloszlasfliggvény és annak grafikonja:

0, ha z < 0;
2
B _ ) 3z, ha 0 <z <1,
Fz) =P <) = st+3, hal<az<2;
1 ha 2 < x.
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18. Utmutaté: Legyen A, az az esemény, hogy az 1. jatékos az els6 forduléban nyer, B;
pedig az, hogy a 2 jatékos az 6186 forduléban nyer. Konnyen kiszamolhatd, hogy
ekkor: P(Ay) = eS P(By) = 35+ (E két esemény itt még nem alkot teljes eseményrendszert,
hiszen kimaradtak azok az ebemenyek amikor mindkét jatékos ugyanannyi fejet dobott.)
Egyrészt a jaték minden egyes forduldjaban az 1. és 2. jatékos nyerési esélyének
aranya ugyanannyi, mint az elsé forduloban. Masrészt, a két jatékos koziil az egyik
biztosan nyer, ezért ha A az 1. jatékos, B a 2. jatékos nyerését jeloli, akkor

P(A)

16
32 = és P(A)+ P(B)=1
P(B) 8 "3

egyenletrendszert kapjuk. Innen mar egyszerli kiszamolni a sziikséges valoszintisé-
geket, és a keresett varhato értéket.

. s 1
23. Utmutato: Hasznaljuk fel, hogy Z k-¢o 1= B 2
k=1 —4q

P el 1 oy 1
8. Utmutaid: Hasmiluk fel, hogy 3 k¢~ = s és S 42! = T4
k=1 - -

Végeredmények

(Az eloszlas- és stirliségfiiggvények dbrazolasat a végeredményben nem kozoljik.)

2. P(ﬁ_z):% (5_3)_36’ (£_4>_3i (5_5) %P(£:6):%7
P(E=T) =g, P(§=8) =5, P((=9) = 5, P((=10) = 5, P({ =11) = g,
P(£=12) = 5

0, ha z < 2;
3—16, ha 2 <z < 3;
3%, ha 3 <z < 4;
ﬁ, ha 4 <z <5;
%, ha b < x < 6;
ey ha 6 <z < T;
Fz) = P(§ <z)= %, ha 7 <z <8;
20 ha 8 <z <9;
ﬁ, ha 9 < x < 10;
%, ha 10 <z < 11;
%, ha 11 <z < 12;
%:1, ha 12 < z.
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3. P(E=0)=g5 P=1) =g PE=2) =5 PE=3)=:
§

P(=5)=+

0, haz<0;
%, ha 0 <z <1;
3, hal<a<2

Flz)=P(¢<x) = %, ha 2 <2 < 3;
i ha 3 <z <4;
%, ha 4 <o <5.
1, had<uwz

0, haz<-—1;
F(z)=P(E<z)=¢ 3, ha —1<z<6;
1, ha6<uz.

0, ha z <1;
0,3, hal<az<2
Fa)=PE<2)=91 05 ha2<z<3
1, ha 3 <z
7. p(gzo)ZZQ%,p(5:1):12i7,p(gzg):%,P(fz?,):ﬁ,
P =5)= 5, P((=06) =4
0, haz<Q0;
2%, ha0<z <1
=, hal<az<2
P ha2<z<3;
_ —{ 2 -
Fz) = P(§ < x) 2 ha3<az<4
g—z, ha 4 <z <5;
3, hab <z <6
1, hat6<ux.
P(E<3)=F(3)=4, P(<35)=F@375 =2
9.

[ 3(x—-1)?% hal<az<2
)= { 0 egyébként.
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c=2
0, hax<O0;
F(z) =P <x)= %, ha 0 < x < 2;
1, ha2<ux.
P(1<{<3)=F@B3)—F(1)=%
a=38
0, ha z < 2;
Flr) =P <) = 1-%, ha2<uz
P>z)=1-P<z)=3% haz=8
0, ha x < 0;
Flz)=P(E<z)={ 2y/z, ha0<a<q;
1, hai<x.

P(=0,1<£<0,1) = &

Felhaszndlva, hogy [*2° f(x) do = 1, csak a (b)-beli és az (e)-beli fiiggvény siirti-
ségfiiggvény.

(a) igen, (b) igen, (c) nem.

(A feladat megolddsa hasonlé a Geometriai valészinliség fejezet 2. példdjanal latottakkal.)

0, ha x < 0;
Flx)=P(<z)=1{ 2r—2% halO<uz<1;
1, ha 1 < x.
2—2r, halO<uz<1;
f@) _{ 0 egyébként.

Ple>1)-1-r(e<) - b

A jegy ara 3 Ft.

M(&) = &
M(§) =4
M(&) =5
M(&) =0, igy a jatékos szdmdara méltanyos a jaték.
M(&) = 5
M(§) =6
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25. D(€) =%

26. M(E) =12, D*(€) = 18

27. M(&) = % (Felhaszélva a 16. feladat eredményeit.)

wl

28. M(¢) = 2,5, D2(¢) = 3,75

4.5. Nevezetes diszkrét és folytonos eloszlasok

Rovid elméleti 6sszefoglal6

Binomialis eloszlas: Tekintstink m darab elemet, amelyek kozil egy darab p va-
16szintiséggel A-tipusi, és (1 — p) valdszintiséggel B-tipus. Visszatevéssel kihizunk n
darabot, és jelentse & diszkrét valoszintiségi valtozo a kihtzott A-tipust darabok szamat.
Ekkor ¢ binomiélis eloszlasu:

P(fzk):<n>-pk-(l—p)”_k k=0,1,....n
Varhat6 értéke és szoérasa:

M(E) =n-p D(§) =/n-p-(1-p)
Tipusfeladata: Fgy termék esetén visszatevéses mintavételnél a kihiizott selejtek szama.
Hipergeometrikus eloszlas: Tekintsiink m darab elemet, amelybdl s darab A-
tipustu. Visszatevés nélkiil kivesziink beldliik n darabot, és a & diszkrét valdszintiségi

valtozo a kihizott elemekbdl az A-tipusitak szamét jeloli. Ekkor ¢ hipergeometrikus
eloszlasu:

pe—p=WGE)

Vérhato értéke és szorasa, ahol p = 2

n—1
M(E) =n - D(&) = p-(1=p)-(1—=
©=n-p ©=np-a-p-(1- 270
Tipusfeladata: Egy termék esetén visszatevés nélkili mintavételnél a kihtzott selejtek
szdma.

Geometriai eloszlas: Egy A esemény valoszintisége legyen p, az ellentett eseményé
pedig (1 — p). A ¢ diszkrét valészintliségi valtozo a (k + 1) értéket veszi fel, ha az A
esemény el6szor éppen az (k + 1)-adik alkalommal kévetkezik be. Ekkor £ geometriai
eloszlas:

Pél=k+1)=p-(1—-p)* k=0,1,...
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Varhat6 értéke és szoérasa:

Tipusfeladata: Tekintsiink m darab terméket, amelyeknél egy adott termék p valdszini-
séggel selejtes. Visszatevéssel huzzuk ki a termékeket egymas utan addig, amig az els6
selejtes terméket kihtiztuk. Mennyi annak a valésziniisége, hogy ez volt a (k + 1)-edik
htzas?

Megjegyzés: A geometriai eloszlas az in. negativ binomidlis eloszlas specialis esete.

Poisson-eloszlas: Egy ¢ diszkrét valdszinliségi valtozo A > 0 paraméterti Poisson-
eloszlast kovet, ha

PUEEEN

Ple=k) =77 ¢

k=0,1,...

Varhaté értéke és szérasa:
M(&) = A D(¢) =V

Tipusfeladatai: Adott id6szakban bekoévetkezd véletlen események szama — példaul
adott idoszakban meghibasodé alkatrészek szama, adott teriiletre es6 esGeseppek szama,
egy nyari estén lathato csillaghullasok szama stb.

Egyenletes eloszlas: Egy £ folytonos valdszintiségi valtozd egyenletes eloszlasu az
| a,b| intervallumon, ha siirtiségfiiggvénye:

A haa<az<b;
— b—a’ —
1) { egyébként.
Ekkor az eloszlasfiiggvénye:
0, ha z < a;
Flx) =P <x)=4 75, haa<az<b
1, ha b < x.
Varhato értéke és szorasa:
a-+b b—a
M(§) = D(§) =

2 V12

Tipusfeladata: Adott idészakban bekovetkezd esemény tényleges bekovetkezési idépont-
ja, példaul: egy telefonkozpontban a hivas beérkezésétol a kapcsolasig terjedd idGtartam
10 és 25 masodpercig terjed. Az eltelt id6 ekkor egyenletes eloszlast valdszintiségi
valtozdoval jellemezheto.

Exponencialis eloszlas: Egy ¢ folytonos valészintiségi valtozé A > 0 paraméterti
exponencialis eloszlast, ha stirtiségfiiggvénye:

0, ha = < 0;
flz) = { A-e™™  ha x> 0.



4.5. NEVEZETES DISZKRET ES FOLYTONOS ELOSZLASOK 185

Ekkor az eloszlasfiiggvénye:

0, ha x < 0;
F(x):P(§<a;):{1_e_)\x ha 0 < z.
Varhaté értéke és szérasa:
1 1
M(€) = — D(€) = —
© = © =

Tipusfeladata: Egy alkatrész elsé meghibasodésa az élettartama soran, radioaktiv
bomlési folyamat stb.

Normalis eloszlas: Egy ¢ valészintiségi valtozo normalis eloszlasi m és o > 0
paraméterekkel (N (m, o)), ha stiriiségfiggvénye

1 _(z—n;)Q
_ . e 20
o -\2T

Ezen stirtiségfiiggvény grafikonja tn. haranggorbe, és ekkor £ eloszlasfiiggvénye:

fz) =

1 x (t—m)?
F = . / a 202 dt
(a:) o-V2r J- c

Varhaté értéke és szoérasa:

Ha m =0 és 0 = 1, akkor standard normalis eloszldsrél van szo, amelynél a stirtiség-
figgvényt p-vel, az eloszlasfiiggvényt ®-vel jeloljiik:
1 22 1 x 2
o(x) = E e T O(z) = E . /_OO e zdt
Fennall tovabba a kovetkezd egyenldség is:
O(—z)=1—D(x)

Egy N (m, o) eloszlast valdszintiségi valtozé slirliség- és eloszlasfliggvénye kifejezhetd a
p és P fiiggvényekkel is:

fa) == o () F) = o (20)

o o

Tipusfeladatai: Mérési hibak eloszlasa, egy gyartasi folyamatban fellépé méret- vagy
sulyingadozas, stb.

Feladatok

1. Adott 200 darab termék koziil 60 darab elséosztalyu. Talalomra kivalasztunk 6
darabot egymas utan, visszatevéssel. Legyen a £ valdszintiségi valtozo a kivalasztott
els6osztalyd darabok szdma. Irjuk fel a valdszinfiségi valtozé eloszlésdt, tovabba
hatarozzuk meg varhaté értékét és szérasat!



186

10.

11.

12.

13.

14.

4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS ALAPJAI

. A tapasztalat alapjan 1000 1jsziilottbdl dtlagosan 516 a fia és 484 a lany. Mekkora

a valdszinlisége, hogy egy 6 gyermekes csaladban legfeljebb egy lany van?

. Ot katona 16 egy céltablara. Mindegyikiik 100 16vése koziil atlag 30 talal. Mekkora,

a valészintisége, hogy ha egyszerre leadnak egy-egy 16vést, akkor legfeljebb 3 talalat
lesz a tablan?

. Valamely 4000 darabbdl allo szallitmanyban 400 darab selejt taldlhaté. Visszate-

véses modszerrel 10 elemit mintat vesziink. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a
mintdban legfeljebb 3 selejt van?

Egy binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozd varhatéd értéke 4, szérasa pedig 45

.
Mekkora az n és p értéke?

Egy dobozban 9 goly6 van, amelyekbdl 4 barna szinti. Taldlomra kivesziink 3 goly6t.
A ¢ valdszintiségi valtozo értéke legyen a kihtizott barna golydk szama. Adjuk meg
¢ eloszlasat, majd hatarozzuk meg a varhaté értékét és szérasat!

Probagyartas soran 20 gép készil el, amelyek kozil 5 javitasra szorul. A teljes
mennyiségbol 4 taldlomra kiszemelt gépet kiildenek feliilvizsgalatra. A gyartas ak-
kor indulhat meg, ha a felilvizsgalt gépek koziil legfeljebb egy szorul javitasra.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy megindulhat a gyartas?

Egy pénzdarabot dobalunk mindaddig, amig el6szor kapunk fejet. Mennyi a va-
l6szinlisége annak, hogy csak négy vagy tobb dobasbdl all sorozattal érjilk ezt
el?

. Egy motor bekapcsolasakor 0,02 valdszintiséggel kiég. Legyen a £ valdszinliségi

valtozé értéke a kiégésig végbemend bekapcsolasok szama. Hatarozzuk meg a va-
16szintiségi valtozo eloszlasat, varhatd értékét és szérasat!

Legyen £ egy A = 4 paraméterti Poisson-eloszlast valészintiségi valtozo. Hatarozzuk
meg varhaté értékét és szérasat! Milyen valdszintiséggel esik € a |2, 5[ intervallum-
ba? Milyen valdszintiséggel vesz fel £ a varhato értéknél kisebb értéket?

Egy telefonkozpontba percenként atlagosan 4 hivas fut be. Mennyi annak a valo-
szinlisége, hogy 1 perc alatt 6 hivas fut be?

Egy 400 oldalas nyomdai korrekturaban atlagosan 400 sajtéhiba taldlhatd. Mennyi
a valbszinlisége annak, hogy egy talalomra valasztott oldalon legalabb 3 sajtohiba
van, ha feltételezziik, hogy a sajtohibak szama Poisson-eloszlasi?

Televizio-késziilékek gyartasakor 200 késziilékre atlagban 100 hiba jut. Az el6z6
tapasztalatokbol tudjuk, hogy a hibak Poisson-eloszlastak. Legfeljebb hany le-
gyartott késziiléket valaszthatunk ki egyszerre ugy, hogy a kivalasztott késziilékek
legalabb 0, 1 valoszintiséggel mind hibatlanok legyenek?

Egy orsoézogépen 100 munkaodra alatt atlagban 3 szakadas kovetkezik be. Mennyi
a valoszinlisége annak, hogy egy ilyen idétartam alatt a szakadésok szama nem
1épi tul az atlagot? Az altalanos tapasztalat alapjan feltehetd, hogy a szakadasok
Poisson-eloszlas szerint kovetkeznek be.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Hatérozzuk meg a |3, 7[ intervallumban egyenletes eloszldsi valdszintiségi valtozd
eloszlas- és strliségfiiggvényét, valamint varhato értékét és szorasat!

Egy egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozo varhatd értéke 4, szorasnégyzete %.
Irjuk fel az eloszldsfiggvényt!

Telefonhivas alkalmaval a tarcsazas befejezésétol a kapcesolasig eltelt idét tekint-
siik valoszinliségi valtozonak. Tegytik fel, hogy ez a valdszintiségi valtozé egyenletes
eloszlast, és a kapesolds idétartama 5 mp-t6l 105 mp-ig terjedhet. Irjuk fel a vals-
szinliségi valtozo stirliség- és eloszlasfiggvényét! Hatarozzuk meg a varhato értéket
és a szérast! Szamitsuk ki annak valdszintiségét, hogy legalabb egy percig kell va-
munk a kapcsolasra!

Egy radidallomas minden 6raban kozli a pontos idét. Valaki bekapcsolja a radiot.
Mennyi a valészintisége, hogy legfeljebb 10 percet kell varnia az iddjelzésre, ha
feltételezziik, hogy a radié bekapcsolasanak idépontja egyenletes eloszlasi?

Egy gép miikodési idotartama az els6 meghibasodasig exponencidlis eloszlasi va-
16szintiségi valtozo. Irjuk fel az eloszlas- és stirtiségfiiggvényét, ha varhato értéke 2
év!

Egy benzinkutnal a tapasztalatok szerint a varakozasi id6 atlagosan 4 perc. Ha a
varakozasi id6 exponencidlis eloszlasi, akkor mennyi annak a valdszintisége, hogy
egy alkalommal 3 percnél tobbet, de 4 percnél kevesebbet kell varakozni?

Bizonyos tipust izzélampak tonkremeneteléig eltelt égési idotartam hosszat tekint-
siik & valoszinliségi valtozonak. Megéllapitottak, hogy & exponencidlis eloszlasu és
szérésa 1000 éra. Hatdrozzuk meg & varhaté értékét! Irjuk fel a & valészintségi val-
tozo slirtiség- és eloszlasfiiggvényét! Szamitsuk ki annak valdszintiségét, hogy egy
kiszemelt izzolampa 3000 6ran belill még nem megy tonkre!

Tavolsagmérést végeznek terepen. A valddi és a mért hosszusag kiillonbségét, vagyis
a mérési hibat valoszintiségi valtozonak tekintjiik. Ez a £ valoszintiségi valtozé nor-
malis eloszlasi, varhat6 értéke —20 m, szérdsa 40 m. (Mivel a varhat6 érték nem
nulla, a mérési eredmény nem csak véletlen hibat tartalmaz, hanem szisztemati-
kus torzitast is.) Irjuk fel a valészinfiségi valtozé stirfiség- és eloszlasfiggvényét!
Szamitsuk ki annak valoszintiségét, hogy a hiba abszolut értéke 60 m-nél kevesebb!

Egy repiilogép pildtajaval kozlik a 100 m magassagu légifolyosé kozepének fold-
tol mért tavolsagat. A repiilogép repiilési magassaganak ettdl vald eltérése egy &
valészinliségi valtozd, amely normalis eloszlasi, 20 m varhato értékkel és 50 m szo-
rassal. Szamitsuk ki annak valoszintiségét, hogy a repiilogép a légifolyosd alatt, a
légifolyosoban, ill. a felett halad!

Egy munkapadrol kikeriil6 alkatrész hossza normalis eloszlasta, m = 30 cm varhato
értékkel és o = 0,2 cm szérassal.
(a) Irjuk fel a val6szintiségi valtozo eloszlds- és stirtiségfiiggvényét!

(b) Mennyi annak a valészintisége, hogy egy alkatrész hossza 29,7 cm és 30,3 cm
kozé esik?
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25.

26.

27.

28.
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(¢) Mennyi annak a valészintisége, hogy a varhaté értéktél vald eltérés abszolut
értéke 1 cm-nél kevesebb?

(d) Milyen pontossdgot biztosithatunk 0,9 valészintiséggel a munkadarabok
hosszara?

A liszt csomagolasanal a csomagologép 1 kg varhato silyt csomagokat készit 2.5
dkg szoérassal. Feltehet6, hogy a csomagolt mennyiség stlya normalis eloszlasu.
Mennyi annak a val6sziniisége, hogy egy csomagban 95 dkg-nal kevesebb liszt lesz?

Legyen & N (3,2) eloszlasu valdszin(iségi valtozd. Hatdrozzuk meg a P(—2 < £ < 3)
és a P(0,1 < |£]) valészintiségeket!

Egy automata gép 2 kg lisztet rak egy-egy zacskoba, de véletlen ingadozas kovet-
keztében a zacskokban 1év6 liszt mennyisége N (m, o) eloszldsi. El6zetes megfigye-
lésekbdl tudni lehet, hogy o = 0,002, valamint, hogy annak a valésziniisége, hogy
egy zacskoban kevesebb van 2 kg-nal 0,01. Hatarozzuk meg m értékét! Milyen o
mellett biztosithatjuk, hogy a fenti valészintiség 0,001 legyen?

Egy alkatrész miikodési ideje (6raban mérve) N (20000, 1500) eloszlasti. Ha az al-
katrész 15000 6ranal révidebb ideig miikodik, akkor gyarilag selejtesnek mindsiil.
Az alkatrészek hany szazaléka lesz selejtes?

Megjegyzés: A standard normadlis eloszlas tablazatat lasd a fejezet végén.

Kidolgozott mintapéldak és itmutatasok

1.

Ez a feladat a binomidlis eloszlds tipuspéldaja.
hasznalva: m = 200, p = % = 1%, 1—p= 110

Az elméleti 6sszefoglald jeloléseit
és n = 6. Ezeket felhasznalva, az

closzlds (k= 0,1,...,6):
re=0= (o) ()" () -
re=0=(1)- () () == 55"
re=9=()- (o) () ==
re=9=()- (o) () == 5"
re=o=()- () () =5
re=9=(3) () (%) =55
re=0=(0)- ()" () -

A varhaté érték és a szérds pedig:

ME =6 = D= fo- 2 T - :3.1\gﬁ%1712
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3. Jelolje € a taldlatok szamat. Ekkor & binomidlis eloszlasiu, ahol n = 5 és p = %

(ugyanis 5 katona van és mindegyikiiknél 100 16vésbél 30 talal célba). A | legfeljebb
3 taldlat” azt jelenti, hogy a taldlatok szama 0, 1, 2 vagy 3. Ezért a keresett

valészintiség:
P(§=0)+P(§= P(§ = (5 3) =
3 5
— 1 (P(€=4) + P(£ = _1—<> L 1(HJ-1:
5-34.7
=1- 1705 105:. .= 0,96922

(Hasznos és gyakran hasznalt trikk, hogy a kérdéses esemény helyett az ellen-
tett eseményt irjuk fel. A kérdéses esemény valdszinliségét megkapjuk, ha a biztos
esemény valdsziniiségébdl kivonjuk az ellentett esemény valdszintiségét.)

6. A dobozbdl val6 huzés visszatevés nélkiili, tovabba kétféle golyd van benne: barna
és nem barna golyok. Ha & jeloli a kihizott barna golydk szamat, akkor & hiper-
geometrikus eloszldasi, ahol m = 9, s = 4 és n = 3. Ezekbdl kiszamolhato, hogy
p==2= g (ez éppen annak a valésziniisége, hogy egy kihizott goly6 barna szinii).

Az elméleti osszefoglaléban leirt képletet felhasznalva az eloszlés (k =0, 1,2, 3):

06 s

P(E=0) = g e

M(§)=3-3:4 D(&) = \/3 3 g (1—2):...:?

8. Jelolje € a lehetséges dobasok szamat. Annak a valészintisége, hogy egy dobas fejet
eredményez: p = % Ekkor & geometriai eloszldsiu. A kérdéses esemény az, hogy
4 vagy tobb dobasbdl all a sorozat”, amelynek valdszinliségét a kovetkezoképpen
irhatjuk fel:

PA<=1-PE<4)=1-(PE=0)+PE=1)+PE=2)+P(E=3))=
=1-p-(1-p)'=p 1-p) —p-(1-p)

IR SN R 6)2‘ T
B 2 2 92 2 \2) 8 8
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10.

13.

17.

21.
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A feladat szovege szerint & Poisson-eloszlasu valoszintiségi valtozd, ahol A = 4.
Ekkor az eloszlasa, varhato értéke és szorasa:

4k
P(f:]f)zy'e_4

M(§) =4 D(€) =V4=2

k=0,1,2,...

Annak valdszintisége, hogy a £ a 2 és 5 értékek kozé esik:

431 4% 1
+PEl=4)=— —4+— -—=

P2<¢<b)=P(E=3) TR
64 256\ 1 512 64
-(5+w) amma- g a0
Annak valdszintisége, hogy a £ a varhato értéknél kisebb értéket vesz fel:

24-et  3.et
PE<4)=PE=0)+PE=1)+PE=2)+PE=3)=

32y 1 71
= (1+4 ). = x~0,4
<+ +8+3> =g~ 0,433

Utmutatd: Legyen n a kérdéses darabszam, a & pedig az n db késziilékben 16v6
hibas darabok szdma. Ekkor A = % -n = 3, a kérdésnek megfelel6 (megoldando)
egyenl6tlenség: P(& =0) > 0,1 .

A ¢ valdszintiségi valtozd egyenletes eloszldsi az |5,105[ intervallumon, igy az
eloszlas-, illetve stirtiségfiiggvénye:

0, ha z <'5;

1 < .
F(z)=1{ 5 hab <z <105 flz) = { oo Za Eé)biéit_ 105;
1, ha 5 < z. &y '
A vérhat6 érték és a szérds (méasodpercben):
5+ 105 105 -5 50
M(€) = =55 D)= —=—=—7%~28,8
Annak valdszintisége, hogy legalabb 1 percet varnunk kell:
60—-5 45
P0<E) =1—-PE<60)=1— —-=—
(60 =€) (€ ) 100 100

Az izz6lampak tonkremenetelének ideje a hasznédlata soran exponencidlis eloszldsi
(azaz az id6 haladtaval egyszer biztosan tonkremegy). Az ilyen eloszldst valészini-
ségi valtozok varhaté értéke egybeesik a szorassal, ezért M (£) = 1000. Az eloszlés-
hoz tartozé paraméter kiszamithaté a varhat6 értékbél: M(§) = %, azaz \ = ﬁ.
Az eloszlas- és stirtiségfiiggvény:

i <0:
o= { Vo, mice @={te 0l
5 . al<ux.

1000

Annak valészintisége, hogy egy adott izz6 3000 6rdn beliil nem megy tonkre (més
szavakkal, a tonkremenetelének ideje tobb, mint 3000):

1
P(3000 < &) =1 — P(¢ < 3000) = 1 — F(3000) = 1 — (1 — ¢ 1 ) = = ~ 0,05

e3
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24. A feladatban szereplé valdszinliségi valtozo normdlis eloszldsi, ahol m = 30 és
o=0,2.
(a) Az eloszlds- és siirtliségfiggvény:

_ (t—30)2 1 _ (z—30)2

0,08 dt f(l‘) = m .e 008

F(:U):O’Q'l\/%./j;e

(b) Annak val6szintisége, hogy egy alkatrész hossza 29,7 cm és 30,3 cm kézotti:
P(29,7 < £ <30,3) = F(30,3) — F(29,7) =
% 30,3 — 30 —@(29’7_3()) _
0,2 0.2
= (I)(175) - (I)(—l, 5) - (I)(175) - (1 - (I)(175)) =
=2-9(1,5) —1~2-0,9332 -1 = 10,8664

(A @ fuggvény értékeit tdblazat segitségével adtuk meg.)
(c) A varhato értéktdl vald eltérés +1 cm-nél kevesebb:

31 — 30 29 — 30
P(29<§<31):F(31)—F(29)=‘1>< 0.2 )“D< 0,2 )Z

= ®(5) - (=5) =B(5) — (1 - D(5))2-d(5) -1~ 1

(d) 0,9 valészintiséggel a kovekez6 hosszisdagot biztosithatjuk:

PBO—x<&<30+x)=0,9
F(30+z) — F(30 — z) =0,9

o (30 +O:c2— 30) % <30—:c+30> 0.9

A kivant valészintiséggel 30 + 0,329 cm-es pontossagot biztosithatunk.

27. A feladatban ¢ jelentse a zacskéba toltott liszt mennyiségét, amely normdlis el-
0szldsi. Kiindulva abbdl, hogy a széras 0,002 és P(§ < 2) = 0,01 (azaz annak
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valdsziniisége, hogy egy zacskdban 2 kg-nal kevesebb liszt van 0,01):

m — 2 a0, 0466
m = 2, 0466

Tehat a varhaté érték m = 2, 0466.
Ha a fenti varhat6 értékbél indulunk ki, a P(§ < 2) = 0,001 valészintiséget a
kovetkez6 o szoras mellett biztosithatjuk (kiindulva az eléz6 szdmolas 3. sordbol):

2,0466 — 2
P <_>
g

2,0466 — 2
@ (>

>:0,001

> = 0,999
o
4
o <0’O 66> = 0,999
o

0, 0466
g

~ 3,1
o= 0,015

Végeredmények
2. (binomidlis eloszlas) &: lanyok szdama; P({ =0)+ P({=1)~ 0,125
4. (binomiélise.) P(E=0)+P(=1)+P((=2)+ P({ =3) ~0,9872
5. (binomidlis e.) p = £, n = 20

7. (hipergeometrikus e.) m =20, s=5,n=4; P((=0)+P(E=1)~0,75

9. (geometriai e.) &: kapesolasok szama, p = 0,02; P(§ = k+ 1) = 0,02 - 0,98,
M(€) = 50, D(€) ~ 49,5

11. (Poisson-e.) A =4; P(£ =6)~ 0,104
12. (Poisson-e.) A= 308 =1; P(£ >3) ~ 0,08

13. (Poisson-e.) n < 4,6 (Legfeljebb 4 db televiziot vélaszthatunk ki.)

14. (Poisson-e.) A =3; P(£ <3)~0,65
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15.

16.

18.

19.

20.
22.

23.

25.

26.

28.

(egyenletes e.) M (&) =5, D(§) = %
0 ha z < 3;
1 ha3<a<T; ) < 3;
— 47 = 1 _ -3 <7
/(@) { 0  egyébként. F(z) T had<ax<T,

1, ha 7 < x.

(egyenletes e.) a =2,b =06

0, ha = < 2;
=2 ha2<z <6;
1, ha 6 < x.

(egyenletes e.) &: a radié bekapcsolasanak idopontja a legutébbi pontos id6 kozlése
ota; P(50 > ¢) = &

(exponencidlis e.) A = %

LRI S N
(exponencidlis e.) A = i; P(3 <& <4)~0,104
(normalis e.) P(—60 < &€ < 60) =~ 0, 8185

)= W R = e [

(normalis e.) P({ < —50) ~ 0,0808, P(—50 < & < 50) = 0, 6449,
P(50 < €) ~ 0,2743
(normalis e.

(£ < 95) ~ 0,0228
(=

2 <€<3)=0,4938,
P(0,1 < &)+ P(¢€ < —0,1) =~ 0,9871

(normalis e.

) P
) P
P(0,1 < [¢]) =
)

P(& < 15000) ~ 0,0004 (Kb. 0,04% selejtes.)

(normalis e.
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A standard normadlis eloszlas tablazata
x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.97720.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



5. fejezet

Kiegészitések

5.1. Kozépiskolai alapok roviden

A kovetkezdkben roviden osszefoglaljuk az altalanos- és kozépiskoldban megtanult
legfontosabb algebrai szabélyokat. (Ezeket minden hallgaténak gyorsan és hibatlanul
kell tudni hasznélni.)

Alapmiiveletek, miiveletek tortekkel

a+(=b)=a-b, a—(-b)=a+b, —a+b=b—a, —a+(-b)=-a—-b=—(a+Db)
a-b=ab, a-(-b)=—ab, (—a)-b=—ab, (—a)-(=b)=ab

aic ad+cb a ¢ ac § a d ad 1 a 1 b é
b d bd ' b d bd s b oc bc’ b b’ % ’ % a
a+x0=a, O0F+xa==a, a-0=0, 9 =0, % nincs értelmezve
a

at+a+a+...+a=k-a, haazat k-szor adtuk Ossze

Ezek kombindldséval példaul: a — (b—c¢) =a—b+c és a(b+c) = ab+ ac

Hatvanyozas és gyokvonas

a-a-a-...-a=a" Thaaz a-t k-szor szoroztuk 6ssze
—x 1 Tty x Yy T—y ax x-y T\Y Y\T
at=—, a"=a"-d, a"V=—, a"¥=(a")=(a")

) :Z—x, DE (a+0b)" # a” £ 1"
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Nevezetes azonossagok
(a+b)?=a*+2ab+b*, (a£0b)®=0a®+3a’+3ab> £0*, o> —b*=(a—0b)(a+Db)

Masodfoku egyenlet megolddképlete
Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet megolddsait (vagy gyokeit) a valds szdmok halmazaban az

—b 4+ /b? — 4dac
2a

képlet adja. Az egyenlet diszkrimindnsa a D = b* — 4ac (gyokjel alatti) kifejezés. Ha a
D > 0, akkor az egyenletnek két kiillonboz6 megoldésa (valds gyoke) van; ha D = 0, akkor
egyetlen (valds) gyoke van (in. kétszeres gyok); mig ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs
megoldéasa a valds szamok halmazan.

A fenti masodfoku polinom szorzatta alakitdsa a gyokei segitségével:

T2 =

az® +bx +c = a(z — 1) (x — 23)

Logaritmus
Az log, b = ¢, ha a® = b. Ebbdl kovetkezik, hogy log, 1 =0 és log, a = 1.
(A logaritmusfiiggvény esetén a € R, \ {1} ésb e R,.)

log, = + log, y = log, zy, log,x —log,y =log, ~, ylog,z = log, "
y

1 1
log, > = M, log, b=
log, a log, a
log, = logaritmusfiiggvény inverze a® exponencidlis fiiggvény: log, a® =z, a'*%* =2

Specidlis logaritmusok: log,,a =1ga és log.a =1Ina (e = 2,71)

In(x)

Trigonometrikus osszefiiggések
Szogfiigguények hegyesszogekre
Tekintsiink egy olyan derékszogli haromszoget, amelynek = az egyik hegyesszoge.

szoggel szemkozti befogd szog melletti befogd
cosx =

sinx = - y ) p p
atfogod atfogod
sinx  szoggel szemkozti befogd CosS T szog melletti befogd
tgr = = - . — Cgr=—— = — — ;
cos T szog melletti befogd sinx  szoggel szemkozti befogd



5.1. KOZEPISKOLAI ALAPOK ROVIDEN

197

Szagfigguények dltaldinos esetben és nevezetes szigek szdgfiigguvényei

0,5

cos(x)

-0,5 4

ctg(x) 1g(x)

|

T e = T T T
152/ 4 5/

T T
5 [

sin(x)

A lenti egységkor esetén tekintsiik azokat a vektorokat, amelyeknek kezd6pontja az origo,
végpontja a kor valamely pontja. Legyen ¢ (,,fi”) a vektornak az x-tengellyel bezart szoge.
Ekkor a vektor végpontjanak x koordinataja a cos ¢, y koordinataja a sin ¢ értékét adja.

sin

0°=3260°

0's 0707 0,866 1

cos
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Néhany példa:

sin0° =0 (sin0 = 0) sin30° = 0,5 (Sm £ = %) sin 45° ~ 0, 707 (sin% = g)
sin 60° ~ 0, 866 (sm = 73) sin90° =1 (sm z ) sin 180° = 0 (sinm = 0)
sin 270° = (sm T = —1) sin 360° = 0 (sin 27 = 0)
cos0° =1 (cos0=1) cos 30° ~ 0, 866 (cos 5= %) cos 45° ~ 0,707 (COS% = ?)
cos60° = 0,5 (cosg = %) cos90° =0 (cosg = O) cos 180° = —1 (cosm = —1)
cos 270° = 0 (cos & = 0) cos 360° = 1 (cos2m = 1)

Osszefiiggések a szogfiigguények kozott és addiciés képletek:
A szinusz- és a koszinusz fliggvény periddusa 27, mig a tangens- és a kotangens-fiiggvény
periodusa 7.

sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cos(z)
sin(90° — x) = cosx, sin(180° —x) =sinx

cos(90° — x) =sinz, cos(180° —x) = —cosx

sin(aw £ ) = sinacos f £ cosasin B, cos(a £ ) = cosacos f F sin asin

cosz +sin®z =1, cos2x =cos’x —sin®z, sin2z = 2sinzcosz

Jelolésbeli egyszertisitések: (cosz)? = cos? x, de cos(z?) = cos x?

5.2. Halmazelméleti alapok
Egy A és egy B halmaz unidja/metszete/kilonbsége az alabbi halmaz:

AUB :={z |z € Avagy v € B}
ANB:={z|re€Aésx € B}
A\B:={x |z € A dex ¢ B}

Az A halmaz részhalmaza a B-nek, ha az A-nak minden eleme B-nek is eleme: A C B.

A matematikdban az ,,és” szdcskat a A, a ,vagy”-ot a V, illetve a ,nem” szt a — szim-
bélum jeloli. Megemlitjiik még az tigynevezett univerzalis kvantort V =, minden/6sszes”
és az egzisztencialis kvantort 3 =, létezik /van olyan”.

5.3. A teljes indukciérél roviden

Tekintstik a természetes szamok N halmazat. Konnyed megfogalmazéssal a teljes
indukcié mint bizonyitasi médszer a kovetkezo:
Legyen A egy allitas.
1. Ha A igaz n = 1-re, és
2a. feltessziik, hogy A teljesiil n = k-ra,
2b. amelybdl belatjuk, hogy A igaz n = k + 1-re is,
akkor az A allitas minden n természetes szamra igaz.



5.3. A TELJES INDUKCIOROL ROVIDEN 199

(A 2a. 1épést indukciés feltevésnek nevezziik.)

1
Példa: Igazoljuk, hogy 1+2+3+...+n = M !

Megoldas: A feladat tehat az elsé n természetes szam Osszegének meghatarozasa

zart alakban.
1(1+1)

2 )
1. lépés: n =1 esetén 1 = =5 = 1. Igy n = 1-re az allitas igaz.

2. lépés: Tegyiik fel, hogy az allitds igaz n = k-ra, azaz felhasznalhatjuk a 1 + 2 +
3+ + k= M

Ekkor n = k + 1-re:

képletet.

k(k+1) 2(k+1
I1+243+. . +k+(k+1)= + (k+1) <2+)+ (2 )

kE(k+1)+2k+1) (k+1)(k+2)

2 2
(k+1)(k+2)

k(k + 1)
2

Al+24+43+...+k+(k+1) =

Osszefliggés. Ez azt jelenti, hogy az allitds n = k + 1-re is igaz.
Igy az 4llitds minden n € N-re teljestl.

éppen az n = k + l-re vonatkozo

Hasonldan lathatéak be a kovetkezo fontos 6sszefiiggések is:

1+34+54+...+2n—1)=n?
24+446+...+2n=n(n+1)

(14+243+...+n)?= (”(”Jrl)>2

2
12492432 4 +n2_”(n+1)(2”+1)
= 5
2
134+ 2° 4+ 33+ ...+’ = (n(n+1)>
5

n(n+1)(n+2)
3

1-242-343-44...+nn+1)=



6. fejezet

Ajanlott irodalom

1. A teljes anyaghoz kapcsolodd munkék:

Obadovics J. Gyula: Matematika
Obadovics J. Gyula - Szarka Zoltan: Fels6ébb matematika
Obadovics J. Gyula: Fels6ébb matematika feladatgytijtemény

Scharnitzky Viktor: Matematika feladatok (Matematika a miiszaki f6iskolak
szamara sorozat része)

George Brinton Thomas, Maurice D. Weir, Joel Hass, Frank R. Giordano:
Thomas-féle kalkulus I-II-III.

2. Analizis

Urban Janos: Hatarérték-szamités

Barczy Barnabés: Differencialszamitas

Barczy Barnabas: Integralszamitas

Csernyédk Laszlé: Analizis

Denkinger Géza - Gyurko Lajos: Analizis gyakorlatok
Kovacs Jozsef - Takacs Gabor - Takdcs Miklos: Analizis
Németh Jozsef: Integralszamitas példatar

Szab6 Tamas: Kalkulus 1. példatar

Szabé Tamas: Kalkulus II. példatar informatikusoknak
Szentelekiné Pales Ilona: Analizis feladatgytijtemény
Lajké Karoly: Kalkulus I. példatar (internetes jegyzet)
Lajké Karoly: Kalkulus II. példatar (internetes jegyzet)

3. Linearis algebra

Kovacs Zoltan: Feladatgytijtemény linearis algebra gyakorlatokhoz
Obéadovics J. Gyula: Linearis algebra példakkal

Scharnitzky Viktor: Matrixszamitas
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4. Tobbvaltozos fliggvények analizise, vektoranalizis

Gaspar Gyula: Miiszaki matematika III. kotet
Fekete Zoltan - Zalay Miklos: Tobbvaltozos fiiggvények analizise

5. A valbsziniiségszamitas alapjai

Solt Gyorgy: Valdszintiségszamitas
Csernyak Laszlo: Valdszintiségszamitas
Denkinger Géza: Valészintiségszamitasi gyakorlatok

Nagy Marta, Sztrik Janos, Tar Laszlo: Valoszintiségszamitas és matematikai
statisztika feladatgytjtemény

Nagy-Gyorgy Judit, Osztényiné Krauczi Eva, Székely Lészlo: Valdszinfiség-
szamitas és statisztika példatar

Székelyhidi Laszlé: Valészinliségszamitas és matematikai statisztika



