A haromszogek Spieker-pontjanak néhany érdekes
tulajdonsaga
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0. Bevezetés

A haromszogekkel kapcsolatban szamos nevezetes pont és rengeteg izgalmas
tulajdonsag ismeretes; gondoljunk csak a haromszogek Euler-egyenesére vagy
a Feuerbach-korére, melyeknek igen szép lefrasa taldlhaté meg Hajos Gyorgy
tankényvében [4]. Szintén fontosak a héromszogek oldalait érinté kordk tu-
lajdonsdgai, tobbek kozott ezekkel kapcsolatban igen 6szténzé Osszefoglaldt
nytijt Kiss Gyorgy KOMAL cikke [6]. Dolgozatunk elsd részében a haromszogek
két kevésbé kozismert nevezetes pontjaval, a Nagel- és a Spieker-ponttal kap-
csolatban targyalunk néhany érdekes tulajdonsdgot. Ezt kovetéen leirjuk a
haromszogek hozzairt koreinek és a Spieker-pontjanak kapcsolatat, felhasznalva
a korgeometria néhany fontos eszkozét (pont korre vonatkozé hatvénya, in-
verzi6). Alkalmazdsként elemi bizonyitast adunk a haromszogek hozzairt koreit
érint6 korok néhdany meglepd, a Spieker-ponthoz is kothet6 tulajdonsagara.
Dolgozatunkban a haromszogekkel kapcsolatban a szokasos jeloléseket alkal-
mazzuk. Ha ABC egy haromszog, akkor a, b, ¢ rendre az A, B és C csiccsal
szemkozti oldal hossza, s := %(a + b+ ¢) a haromszog félkeriilete. A szakaszo-
kat feliilvondssal, a hosszukat feliilvonds nélkiil jeloljiik, tehat a = BC, és igy

=
tovabb. AB az A # B pontokra illeszked6 egyenest, AB az A kezdéponti, B-t
tartalmazo félegyenest jeldli.

1. A haromszogek Nagel-pontja és Spieker-
pontja

1. Tétel és definicid. Tetszdleges hdromszog hozzdirt kéreinek érintési pontjdat
a szemkozti csuccsal 0sszekdtd szakaszok egy ponton mennek dt. Ezt a pontot a
hdromszog Nagel-pontjdnak nevezzik.

A bizonyitds soran felhasznaljuk Ceva tételét. Ez igen gyakran alkalmazhaté
olyan esetekben, amikor azt akarjuk megmutatni, hogy egy haromszog oldalegye-
neseinek egy-egy pontjat a szemkoztes csicesal 6sszek6to bizonyos szakaszok, az
an. Ceva-féle szakaszok, egy ponton mennek &t. Az(osrssggné& a kovetkezo:

Legyenek X, Y és Z rendre az ABC haromszog BC', AC, AB oldalegyeneseire

‘ o ‘
illeszkedd pontok. Az AX, BY , CZ egyenesek pontosan akkor illeszkednek egy

pontra, ha
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Ebben az allitdsban a % alakd szimbélumok a KL és MN szakaszok
hosszainak eldjeles hanyadosat jelentik, azaz abszolut értékiik megegyezik a
szakaszok hosszainak hanyadosaval, és értékiik akkor negativ, ha a szakaszok
ellentétes irdnyitastak. A bizonyitds megtalalhaté [2]-ben.

Ennek alapjan a Nagel-pont létezésének igazolasahoz elegendé ellendrizni
a Ceva-tételben szerepld Osszefliggés teljesiilését. Ismeretes (ldsd [4]), hogy az
ABC héromszog BC oldalat érinté hozzairt kor érintési pontja s — c és s — b
hosszusagu szakaszokra bontja az oldalt. fgy a kérdéses szakaszok hosszainak

hényadosa valoban
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2. Tétel. Tetszdleges hdromszdg sulypontja, beirt kérének kézéppontja és Nagel-
pontja eqy egyenesre illeszkedik, és a sulypont a mdsik két pont dltal meg-
hatdrozott szakasznak (az un. Nagel-szakasznak) a Nagel-ponttdl tdvolabbi har-
madolopontja.

Bizonyitds: Jelolje az ABC haromszog silypontjat S, a beirt kor kdzéppontjat
O, Nagel-pontjat N. A BC oldal felezépontja legyen A;, ezen az oldalon a
magassag talppontja T, a beirt kor érintési pontja F, az oldalhoz irt kor érintési
pontja X.




Els6ként azt mutatjuk meg, hogy az ATX és az OFA; derékszogi

héromszogek hasonléak. Ehhez elegendé azt beldtnunk, hogy % = gjﬁ .

Mivel az OF szakasz a beirt kor sugara, a hossza ﬁ, ahol t az ABC haromszog

teriilete. Az AT magassag hossza ismert médon % fgy % = %

_ _ h—
Az EC szakasz hossza s — ¢, ezért az EA, szakasz s — ¢ — g == ¢
hossziisdgi. A BX szakasz hossza s — c. A TX szakasz hossza a BX és BT
szakaszok hosszanak kiilonbsége. A BT szakasz hosszdnak meghatérozasahoz az

ABT majd ACT derékszogli haromszogekre felirjuk a Pitagorasz-tételt, és ren-

o . a? —b? + ¢? Y
dezés utan azt kapjuk, hogy BT = o Ezek utan némi szamolassal a
a
— b— TX 2
TX szakasz sb—¢) hosszisagiunak addédik. Tehét el valéban teljesiil.

EA,
Az eddigiek alapjan az AT X és OF A; haromszogek hasonldak, igy az O A
és az AX szakasz parhuzamos.
AX
Megmutatjuk, hogy AN = f. Ennek igazolasahoz felhasznaljuk, hogy a
a

haromszogek trigonometrikus teriiletképletébol adoddan

AN c-sin(ABY )

XN  (s—¢)-sin(YBC«)’

— [ N
ahol Y a BN egyenes és az AC' oldal kéz0s pontja (azaz az AC oldalhoz hozzairt
sin(ABY <)
sin(Y BC«)
mazdasaval hatarozhaté meg, ugyanis az ABY és Y BC haromszogek teriiletének

kor érintési pontja). Itt ismét a trigonometrikus teriiletképlet alkal-

ardnya S (mivel a két hdromszog azonos magassigi). Ezért
c-BY -sin(ABY <) s-—c
BY -a-sin(YBC<«) s—a’
tehét
sin(ABY <)  a(s—c)
sin(YBC<)  c¢(s—a)
., AN a o
Igy ﬁ = m, amibdl
A7X_NX+AN_NX+1_S_G+1_,
AN AN ~ NA N N
adddik.

Kordbban mér beldttuk, hogy az AT X és OF A; haromszogek hasonléak, és

L , 2s AX 2s
a hasonlosaguk aranya —, —— = —.
a’ OA; a

N 2
a két észrevételbdl kovetkezik, hogy 0A. " T Mivel a stilypont tulajdonsagai
1

A 2
miatt STS =7 adddik, hogy az ASN és A1 SO haromszogek hasonléak. Ezt
1
felhasznalva lathaté, hogy O, S és N valéban egy egyenesre illeszkednek. Mivel
S az AA; szakasz Aj-hez kozelebbi harmadolépontja, adodik, hogy a hasonlésag
aranya %, S tehat csakugyan az O-hoz kozelebbi harmadolépont. m

AX
Tudjuk azt is, hogy AN = 2, és ebbdl




Erdemes megfigyelni az analdgiat a hdaromszogek Euler-egyenesével, amelyre
a haromszog magassagpontja, silypontja és a koré irhaté kor kozéppontja il-
leszkedik 1igy, hogy a silypont a magassagponttdl tavolabbi harmadolépont.

3. Definicié. Egy hdromszdg oldalfelezd pontjai dltal alkotott hdromszdg beirt
kérét a hdromszég Spieker-korének, ennek kézéppontjat a hdromszdg Spieker-
pontjdnak hivjuk.

4. Allitas. Tetszbleges haromszog Spieker-pontja a Nagel-szakasz felezépontja.

Bizonyitds: Az elézd tétel jeloléseit megtartva, legyen S1 az ON szakasz fe-
lez6pontja. Ekkor S1A; és AO parhuzamosak, ugyanis az el6z6 bizonyitasbdl

—
kiolvashatéan az OS1 A1 és NOA haromszogek hasonléak. Azonban az AO egye-

nes az ABC haromszog A csicshoz tartozé szogfelezbje, igy az A1S; egyenes
az ABC héromszog oldalfelez pontjai altal alkotott hdromszog szogfelezdje.
Hasonlé gondolatmenettel adédik, hogy Sy az oldalfelezd pontok altal alkotott
hiromszog tovabbi szogfelezbire is illeszkedik, ezért S valéban a Spieker-pont.
n

Miként az Euler-egyenes esetén a magassagpont és a kortilirt kor kozéppontja
altal meghatarozott szakasz felez6pontja nevezetes pont - a Feuerbach-kor
kozéppontja -, lathatjuk, hogy a Nagel-szakasz felez6pontja is nevezetes pont:
a Spieker-pont. Ez az analégia igen figyelemre méltd, ugyanis a Spieker-kor
tulajdonsigai szamos hasonldsiagot mutatnak a Feuerbach-kor tulajdonsigaival.

Legyen az ABC héaromszog Nagel-pontja N; az AN, BN, CN szaka-
szok felez6pontjai rendre Py, P, P3. Ekkor a P;P,P3; haromszog egybevagd
az ABC héromszog felezOpontjai altal meghatarozott A; B1Ch7 haromszoggel,
ugyanis az ABC haromszogh6l P PoP3/A N kozépponti, % aranyu nyujtassal,
mig A1 B1C1 /A a sulypontbdl torténd, —% ardnyu kozéppontos nyujtassal nyer-
het6. Kozéppontos nytjtasnal egy haromszog beirt korének a képe a haromszog
képének beirt kore. A silypontbdl torténd, f% aranyd kozéppontos nyujtas
a beirt kor O kozéppontjat a Spieker-pontba viszi at; csakigy mint a Nagel-
pontbdl térténd, % aranyu kozéppontos nyujtas. Ez azt jelenti, hogy az Ay B1Cy
és Py P, P; haromszogek beirt korének egyarant a Spieker-pont a kozéppontja;
igy a Py P> P3 hdromszog beirt kore szintén a Spieker-kor.



Jelolje az AN egyenes BC' oldalegyenessel kozos pontjat X, a B1Ch
BX —
kozépvonallal kozds pontjét X,. Ekkor - = 5 Z Mivel az AC,B;
5 —
héromszog az ABC haromszogbél A kozéppont, % aranyu nyujtassal kaphatd,
C1 X —
fgy 22 = 27 % is fenndll. Azonban az A,B;C; héromszog beirt korének
X1 Bl s—b
- azaz a Spieker-kérnek - a B;C; oldalegyenesre illeszkedd érintési pontja
éppen ilyen aranyban osztja ezt az oldalt, igy X; illeszkedik a Spieker-korre.
Ezzel belattuk, hogy a Spieker-kir és az A1 B1Ch hdromszég oldalainak érintési

pontjai illeszkednek a Nagel-pontot a megfeleld csicsokkal dsszekitd egyenesekre.

Az elmondottak alapjan a Spieker-kor valéban szép analégiat mutat a
Feuerbach-korrel: mig a Feuerbach-kér a koriilirt korbol, a Spieker-kor a
beirt korbol kaphaté a stlypontbdl torténd % aranyu koézéppontos nytujtassal.
A Feuerbach-kor az oldalfelez6 pontok alkotta héromszog, illetve a ma-
gassagpontot a csucsokkal Osszekotd szakaszok felezOpontjai &altal alkotott
haromszognek kortlirt kore; a Spieker-kor pedig az oldalfelez6pontok altal al-
kotott haromszog, illetve a Nagel-pontot a csticsokkal 6sszekoto szakaszok fe-
lezépontjai altal alkotott haromszog beirt kore. Erdemes mindezt ésszevetni az

Euler-egyenes és a Nagel-szakasz analdgiajarol leirtakkal.

2. A haromszogek hozzairt koreinek és Spieker-
pontjanak kapcsolata

Felidézzik elOszor is, hogy mit értiink egy pont korre vonatkozé hatvanyan,
két kor hatvanyvonaldn és hdrom kor hatvéanypontjan. A kiovetkezd allitdsok
mindegyikének bizonyitdsa megtaldlhaté [4]-ben, vagy elemi geometriai tdton
[7]-ben.

Legyen k a sik egy kore, P a sik egy tetszOleges pontja. Jelolje » a k kor
sugardt, d a kor kozéppontjanak P-t8l valé tdvolsdgat. A d? — r2 szdmot a
P pont k kérre vonatkozé hatvdnydnak hivjuk. A P pont k korre vonatkozé
hatvanya megadja a kor tetszéleges P-re illeszkedd szelGje esetén a P-bol a
korhoz htizhaté szelOszakaszok hosszainak eléjeles szorzatat, amely igy fliggetlen
a szel6 megviélasztasatél. Ez az elojeles szorzat kiils6 P pont esetén pozitiv, bels6



P pont esetén negativ. A pont kérre vonatkozé hatvanya pontosan akkor 0, ha
a pont illeszkedik a tekintett korre. Ha P kiils6 pont, akkor a k korre vonatkozo
hatvdnya a pontbdl a korhéz hizhaté (bdrmelyik) érinté hossznégyzete.

Megmutathaté, hogy ha két kér nem koncentrikus, akkor azon pontok
mértani helye, amelyeknek a két korre vonatkozé hatvianya egyenld, egye-
nes. Ezt az egyenest a két kor hatvinyvonalanak hivjuk. Tetszbleges két
kor esetén a hatvédnyvonal meréleges a korok kozéppontjainak egyenesére (a
korok centrdlisara), és ha a két kor metsz6, akkor a hatvdnyvonal éppen a
metszéspontok egyenese. Az el6z6ekbdl lathatd, hogy két kor hatvanyvonalanak
tetszbleges pontjabdl a két korhoz ugyanolyan hosszi érinté hizhaté. Ha harom
kor kozott nincs két koncentrikus, akkor paronként vett hatvanyvonalaik egy
pontra illeszkednek, ezt a pontot a harom kor hatvdnypontjanak nevezziik.

5. Tétel. Tetszdleges hdaromszog hozzdirt koreinek hatvanypontja a hdromszig
Spieker-pontja.

Bizonyitds: Els6ként megmutatjuk, hogy egy ABC haromszég BC és AB ol-
dalaihoz frt kérok hatvanyvonala illeszkedik az AC oldal B, felezdpontjéra.
Valéban, felhasznélva, hogy a BC oldalhoz hozzairt kor érintési pontja az AC
oldal egyenesén a C csticstél s —b tavolsdgra van, és az AB oldalhoz hozzairt kor
érintési pontja az AC oldal egyenesén az A csticstél szintén s — b tavolségra van,

az AC oldal felez6pontjabdl mindkét tekintett hozzairt korhoz g—k(s—b) = s—g
hossziisdgu érinté hizhato.

A kovetkezd 1épésben igazoljuk, hogy a BC és AB oldalakhoz irt korok
hatvanyvonala az A;B;C7 haromszognek a Bj-re illeszkedé szogfelezéje. A
korabban emlitettek értelmében két kor hatvanyvonala merSleges a korok
centralisara, esetiinkben ez a centralis a haromszog B csucsara illeszkedd
kiils6 szogfelezd, amely meréleges a B cstucson atmend belsé szogfelezore.
A felez6pontok alkotta haromszog oldalai azonban parhuzamosak az eredeti



haromszog oldalaival, igy annak szogfelezbi parhuzamosak az eredeti haromszog
szogfelezbivel. Ezért az A; B1C1 hdromszog egy-egy szogfelezbje is merdleges a
megfelel6 kiils6 szogfelezére, tehat a szoban forgd hatvanyvonal éppen a szogfe-
lez6 egyenes.

Mivel a szogfelez6k metszéspontja definicio szerint a Spieker-pont, és az eddi-
giek értelmében a szogfelezok a hatvanyvonalak, a hozzairt korok hatvanypontja
valéban a haromszog Spieker-pontja. m

3. A haromszogek hozzairt koreit érint6 korok

A nevezetes Apolléniusz-feladatok harom adott kor, egyenes vagy pont
mindegyikét érinté korok megszerkesztését tlizik ki. A kiilonb6z6 megoldési
mddszerekkel kapesolatban a [7] munkét ajanljuk. Altaléban, hérom kort érint6
korok szama legfeljebb nyolc.

A kovetkezOkben egy haromszog hozzéirt koreit érinté kordket vizsgdlunk.
Ismert, hogy a hdromszog Feuerbach-kore (kiviilr6l) érinti a hozzairt koroket;
e tétel egy igen szép bizonyitdsa megtaldlhaté [3]-ban. Egy haromszog hozzéirt
koreit tekintve olyan korok nem léteznek, amelyek pontosan egyet érintenek
kiviilrél és kettét beliilrol, ezek ugyanis az ,oldalegyenesekké fajulnak”. fgy
a Feuerbach-kor és az oldalegyenesek mellett van négy tovabbi kor. Ezek
kozil egy kor mindharom hozzairt kort belilrdl érinti. Dolgozatunk zard
fejezetében azokkal a korokkel foglalkozunk, amelyek két hozzairt kort kiviilrol,
egyet bellilr6l érintenek. Célunk annak megmutatdsa, hogy a harom ilyen
tulajdonsagi kor egy kozos pontra, mégpedig a hiromszog Spieker-pontjara
illeszkedik.

Meggondolasainkban egy igen hasznos geometriai transzformécié, az in-
verzid keril alkalmazdsra. Ennek alapveto tulajdonsdgait csupan felsoroljuk, a
bizonyitdsokat illetéen [9]-re, [4]-re vagy ismét [7]-re utalunk.

Rogzitve a sikon egy O kozéppontt, r sugaru k kort, O pélusi, k alapkorrel
rendelkez0 inverzionak mondjuk azt a leképezést, amely a sik tetszéleges O-t6l
kilonbozé P pontjdhoz az OP félegyenes azon P’ pontjat rendeli, amelyre
OP - OP" = 7? teljesiil. Az 4dbra egy tetszéleges (a k koron kiviili) P pont
képének szerkesztését illusztralja.



Tulajdonsagok:
e Az inverzié fixpontjai az alapkor pontjai és csakis ezek.

e Az inverzié péluséra illeszkedd egyenesek invaridnsak (azaz egy ilyen tu-
lajdonsdgu egyenes tetszéleges pontjanak képe is illeszkedik az egyenesre).

e Az inverzié pélusdra nem illeszkedd egyenes képe a pélusra illeszkedd kor.
A képkor pélust tartalmazé dtméréje merdleges az eredeti egyenesre.

e Az inverzié péluséra illeszkedd kor képe olyan, a pélusra nem illeszkedd
egyenes, amely meroleges az eredeti kor polust tartalmazé atméréjére.

e Az inverzié polusara nem illeszkedd kor képe a pdélusra nem illeszked6 kor.

e Az inverzié invaridns korei pontosan az alapkort merélegesen metszé
korok. (Megjegyezziik, hogy két kort akkor neveziink merdlegesen
metszdének, ha kozos pontjaikban az érintéik merdlegesek.)

e Az inverzi6 illeszkedéstarto.

e Az inverzi6 szogtarto.

6. Allitas. Bdrmely hdromszoghéz létezik olyan inverzid, amelynek invaridns
korei a hdromszog hozzdirt korei. Ennek az inverzionak a pélusa a hdromszog
Spieker-pontja.

Bizonyitds: A kordbban mondottak értelmében a harom (hozzairt) kor
hatvanypontja a hdromszog Spieker-pontja, ezért a Spieker-pontbdl mindhérom
korhoz ugyanolyan hosszusdgu érinté hizhatéd. Tekintsiik azt a kort, amelynek
kozéppontja a Spieker-pont és sugara az elébb emlitett érintOszakasz hossza.
Ez a kor mindhdrom hozzairt koért merdlegesen metszi (hiszen e kor sugara az
érintészakaszok kozos hosszisdga). Az inverzié tulajdonsdgal miatt az erre a
korre vonatkozé inverziénal mindharom hozzairt kor invarians. m

7. Tétel. Tekintsik azokat a koréket, amelyek egy hdromszdg hozzdirt korei
kozul kettdt kivilrdl, egyet belilrdl érintenek. E hdrom kér egy ponton megy dt,
mégpediq a hdromszog Spieker-pontjdn.

Bizonyitds: Megadhato olyan inverzid, amelynek pélusa a haromszog Spieker-
pontja, és a hdrom hozzairt kor mindegyike invaridns kore (az dbrén az inverzid
alapkorét pontozott vonallal jeloltiik).



Ennél az inverziénal példaul az jﬁ oldalegyenes képe az S7 Spieker-ponton
atmend kor. Az inverzid illeszkedéstartd, ezért ha az AB oldalegyenes érinti
mindharom hozzairt kort, akkor a képkore is érinti ezeket a koroket. Azt is
tudjuk, hogy a hozzairt kérok invarians korei az inverziénak, ezért példaul a Z
pont Z’ képének illeszkednie kell az fél—B> oldalhoz irt korre; ezt a képpontot a
S-’l.Z> félegyenes metszi ki a korbol. Az a kor, amely gy érinti a harom hozzairt
kort, hogy az egyik érintési pont a Z’, csakis az AB oldalhoz frt kért beliilrél,
a masik kettét kiviilrdl érint6 kor lehet.

Hasonléan lathatoé be, hogy a fennmaradd két, analdg érintési tulajdonsaggal
rendelkez6 kor is dthalad a Spieker-ponton. m




8. Kovetkezmény. Ha két kor egy hdromszdg hozzairt kérei kézil kettdt
kiviilrol, egyet beliilrél érint, akkor a hatvdnyvonalukra illeszkedik a hdromszog
€gy CSUCSa.

Bizonyitds: Az el6z6 tétel miatt a két tekintett kor mindegyikére illeszkedik
a Spieker-pont. A haromszog valamely csicsa az el6z6ekben alkalmazott in-
verziénal a két kor masik metszéspontja, hiszen az oldalegyenesek képei az in-
verziéban az el6z0 tételben szereplo korok. Tetszoleges pont és inverze altal
meghatarozott egyenes illeszkedik az inverzié pélusara, igy a haromszog tekin-
tett cstcsdra és a két kor metszéspontjara illeszked6 egyenes dthalad a Spieker-
ponton. Mivel ez az egyenes a korok két metszésponjara illeszkedik, igy éppen
a két kor hatvdanyvonala, ami allitasunk helyességét jelenti. m
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